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TR0IS1É:MF.  F.DITIOX. 


l.a  topographie  d'un  grand  Éut,  fondée  sur  des  procédés  trigonomélriques 
et  asirniinmiques,  ntmonle  à l’époque  où  l’illustre  (iassini  de  Thury  conçut 
et  exécuta  le  vaste  projet  d’une  carte  de  la  France;  et  cette  fleuvre  montimen-' 
taie,  i|ui  mérite  encore  à Ix-a'ueoup  du  titres  l’estime  dont  elle  jouit  générale 
ment,  a servi  pendant  longtemps  de  modèle  aux  autres  nations.  Mais  l'opt-- 
ration  à jamais  mi'm’oralde  qui  a été  exécutée  de  nos  jours  par  deux  de  nos 
astronomes  célèbres,  pour  la  détermination  tic  l’unité  fondamentale  de  notre 
système  des  poids  et  mesures,  est  surtout  remarquable  par  l’emploi  des  mé- 
thtxies  particulières  d'observation  et  de  calcul  qui  ont  singulièrement  con- 
tribué au  perfectionnement  de  la  science  géodésic|ue,  cl  inilué  même  sur  les 
progrès  de  la  topographie.  Cette  beurinisu  révoliilion,  suite  naturelle  de  l'in- 
vention  du  cercle  réprUiteur  par  Borda , et  de  son  application  à la  mesure  d’un 
grand  are  de  méridien,  s’est  propagée  dans  toute  rFurope  savante,  et  a dt^à 
pénétrt'-  dans  les  autres  parties  du  monde  civilisé. 

(,)uoic|ue  Icei-devant  corps  dçs  Ingénieurs-géographes  mililàires  eùr  exploré 
géodésiquement , au  commenccmeiil  de  ce  siècle,  les  contrées  alors  soumises  à 
la  dotiiinatiun  française,  et  qu’il  eût  formé  une  tics  plus  intéressantes  eollei> 
lions  de  cartes  qui  existent,  cependant  le  Oépèt  général  de  la  Guerrt;,  pour 
accroilre  ses  riebcsscs  en  ce  genre  et  utiliser  pondant  les  loisirs  de  la  paix 
l’expt'rieiice  de  ees  ingénieurs,  méditait  depuis  i8ta  le  projet  d’une  nouvelle 
description  géoraétritpH!  du  royaume  qui  répondit  aux  besoins  des  dill'érenis 
services  publics,  ut  tpii  eût  j>our  fundeiiioiu  la  méridienne  de  r)uiikeix|ue  me- 
surée par  Delambre  et  Méebaiu.  11  avait  eu  eonséqueuce  signalé  plusieiux  fois 
an  Gouvernement  l'insullisanee  et  les  impeifcctions  de  la  carte  de  Cassiiii , 
considérée  pritieipalemenl  dans  ses  détails  et  dans  la  oonliguratiou  du  sol  ; et 
lorst[ue  ses  propositions  furent  en  partie  accueillies,  il  Ht  commencer,  sous  les 
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ampices  du  Bureau  des  Longiiudw,  (jiielqurs  opérations  préliminaires  sur  le 
parallèle  de  Strasbourg,  ainsi  que  sur  celui  qui  li«-  le  Mont>Ulanc  à la  méri- 
dienne dont  il  s^agit.  Mais  il  appartenait  à l’illuslre  auteur  de  la  Méamitfuv 
céleste  de  fixer  définitivement  rattcniion  de  Tautorité  supérieure  sur  rci 
objet  de  faire  acquérir  à la  (îéodésie  un  degré  d'intérêt  qu’elle  n'avait 
pas  encore  eu. 

Le  désir  bien  naturel  de  profiler  d une  circonstance  aussi  favorable  |Ktiir  ré- 
pandre la  connaissance  des  principes  de  cette  science  parmi  déjeunes  ollieiers 
qui  devaient  être  appelés  à coopérer  à une  nouvelle  triangulation  générale  du 
i*oyâumc,  me  fit  naitre  l'idée  de  refondre  en  entier  mon  Traité  fit»  Géodésiv 
(i'*  édition  de  i8o5),  afin  dV*n  mieux  coordonner  toutes  les  parties,  et  de  le 
rendix:  plus  méthodique  et  plus  complet.  Depuis  lors  mes  leçons  à rKcole 
d’application  dcslngénieurs-tiéograplwset  mes  fonctions  au  l)é|>^*t  de  U Guérir 
m’ont  mis  à même  de  faire  un  grand  nombre  d’observations  utiles,  d’appro- 
fondir divers  points  importants  de  la  science,  et  de  remplir  avec  plus  de  siK'oés 
(pie  je  n’aurais  pu  le  faire  sans  cela , le  cadre  étendu  que  je  me  suis  tracé.  Néan- 
moins VExposition  du  Système  du  Mondes  la  Mécnnitfue céleste ^ les  ouvrages 
de  Dclambro,  les  Mémoires  de  Legendre  sur  plusieurs  questions  de  haute  Géit- 
désie,  ceux  de  Poisson  sur  la  théorie  du  pendule  romjiosé,  etc.,  m'ont  prf>- 
curé  les  matériaux  les  plus  précieux  et  facilité  les  moyens  de  réunir  en  corps 
de  doctrine,  et  sous  un  point  de  vue  nouveau,  tout  <*equi  constitue  la  partie  la 
plus  essentielle  de  la  science  de  riiigénieur^Ginigrâphe  et  doit  être  la  hast* 
d’un  cadastre  général. 

En  faisant  presque  exclusivenienl  usage  de  Taiialyse  dans  la  recherche  des 
formules  géodésiques  et  aslrouomiques,  j’ai  lâché  de  l’appliquer  avec  sim- 
)>licité  et  élégance,  et  de  la  délivrer  du  reproche  qu’elle  s'attire  quehpiefots  de 
prendre  les  choses  de  trop  haut.  Enfin , pour  guider  le  calculateur  qui  {lourrait 
n’être  pas  familiarisé  avec  I emploi  des  logarithmes  et  l'application  des  for- 
mules algébriques,  ou  qui  aurait  oublié  la  théorie,  je  me  suis  principalement 
attaché  à présenter  avec  clarté  les  tv|)es  de  toutes  les  opérations  les  plus  imjx>r- 


(*)  Opinion  de  M.  Laplacc'  sur  le  projet  de  toi  relatif  aux  finances,  s**ance  de  la 

Chambre  des  Pairs  du  ai  mars  1817. 
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lanlcA  cl  les  plus  usuelles,  et  à les  accompagner  de  Tables  qui  abrègent  consi- 
flcrahlerneiit  les  calculs. 

Cctouvpage  est  divise  cri  six  livres:  le  premier  renferme  des  notions  de  la 
sphère  et  du  mouvement  des  cf>rps  célestes,  cl  sert  d'introduction  à ceux  des 
livres  suivants  qui  ont  pour  objet  l'application  de  rAstronoraie  à la  Géodésie. 

Le  second  livre  rappelle  les  principes  généraux  de  la  résolutiou  des  triau- 
gles  rectilignes  et  des  triangles  sphériques , et  fait  connaître  les  raoyens  de  sub- 
stituer, dans  quelques  cas  particuliers,  aux  formules  rigoureuses  et  fînies,  des 
M'Hes  convergentes  cl  quelquefois  régulières,  à Taidr  desquelles  les  résuhai.s 
numéri<|ucs  deviennent  plus  indépendants  de  l'erreur  des  Tables  de  loga- 
rithmes, qui  n'ont,  comme  on  sait,  qu'une  exactitude  limitée* 

Le  troisième  livre  concerne  les  opérations  et  calculs  géodésiquea,  c'est-à-dire 
la  mesure  des  angles  et  dtîs  bases;  l’évaluation  des  distances  ou  des  côtés  d'un 
réseau  de  triangles;  la  délerminaliou  des  latitudes,  longitudes  et  azimuts  de 
leurs  sommets;  celle  des  diflérences  de  niveau  de  ces  mêmes  points  et  de  leurs 
hauteurs  au-dessus  du  niveau  moyen  des  mers  ; la  rectiticalion  des  arcs  de  mé- 
ridiens et  de  paraUèlcs,  et  l'évaluation  des  grandes  surfaces.  Tous  ces  calculs 
sont  fond(*s  sur  ce  que  la  théorie  cl  l'expérience  m’ont  offert  a la  fois  de  plus 
exact  et  de  plus  simple.  Quant  à la  théorie  des  projections  des  cartes  et  à l'u- 
sage des  instruments  de  réflexion,  je  me  suis  décidé,  comme  de  coutume,  à 
n'en  parler  que  dans  le  Traité  de  Topographie , d'^rpentage  et  de  nivelh^ 
ment. 

Les  quatrième  et  cinquième  livres  sont  consacrés  à l'exposition  des  méthodes 
d'observation  et  de  calculs  astronomiques  en  usage  en  Géodésie.  Ils  eompren- 
nent  la  mesure  du  temps,  celle  des  litiludes  géographiques,  rorieniaiîoii  des 
triangles,  et  la  détermination  des  longitudes  terrestres  par  les  formules  analy- 
tiques que  Lagrange  avait  proposées  poui'  calculer  les  éclipses  de  Soleil  et  les 
occultations  d'étoiles  par  la  Lune;  mais  cc  n'est  qu'après  leur  avoir  fait  subir 
des  ti  aiisfonnalions  qui  les  rendent  beaucoup  plus  propres  aux  opérations  numé- 
riques , que  je  suis  parvenu  le  piemier  à les  appliquer  facilement  à des  exemples. 
Néanmoins  je  ne  me  suis  pas  cru  dispensé  d’expliquer  les  méthodes  élémen- 
taires par  lesquelles  ou  arrive  au  même  but,  sinon  avec  plus  de  promptitudes, 
du  moins  avec  le  même  degré  de  précision. 
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Rntin  le  si&ièmc  livre  contieul  l'analyse  dtts  Lriaiiglos  splicroidiqnes,  que  j’ai 
^impliliée  à certains  égards,  et  la  recherche  de  la  véritable  ligure  de  1a  Terre , 
soit  par  les  mesures  gtWéstques  les  plus  aceredilées,  soit  au  moyeu  des  lon- 
gueurs du  pendule  à secondes  qui  inspirent  le  plus  de  confiance.  J’y  ai  in- 
séré, avec  de  nouveaux  dévclopjwmciits,  \c  Supplément  publié  en  18^7,01 
donnant  deux  méthodes  fort  simples,  l’une  j>our  déterminer  les  dimensions  de 
rdlipsoïde  osculatcur  en  un  point  quelconque  de  la  surface  du  globe,  au  moyen 
de  scs  deux  lignes  de  courbure,  l’autre  pour  démêler  dans  les  discordances  qui 
s«»  manifestent  eriiix’les  résultats  géodésiques  et  astronomiques  conx‘spondanis, 
ce  qui  peut  être  du  aux  inégalités  de  celte  surface.  Ce  livre  est  terminé  par  la 
mesure  des  hauteurs  à l’aide  du  baromètre. 

Parmi  les  nombreus<‘s  additions  que  j'ai  faites  à cet  ouvrage,  pour  suppléer 
à cre  qui  manquait  dans  la  1*  édition,  plus  notables  out  rapjiort  aux  applica- 
tions du  calcul  des  pi'obabilités  aux  opérations  géodésiques ; à une  nou\elle  éva- 
luation numérique  de  la  longueur  de  Parc  du  méridien  mesuré  par  MM.  Biol 
et  Arago,  cl  compri.s  enlrt*  les  parallèles  de  Montjouy  et  de  FormtMilera  \ k la 
recherche  de  l'expression  théorique  du  eœflicieul  de  la  n*fraction  lerrt^sl^e^  au 
calcul  des  hauteui's  relatives  déduites  de  distances  ;£énithalc$  cl  de  mesures  ha- 
roinétriques  eontcmporaincs*,  k la  détermiualton  des  longitudes  par  les  obscT- 
vâtions  des  passages  de  la  Lune  à ditréreius  méridiens,  et  par  la  méthcKle  dt*.s 
feux  succcs$t&^  enfin  aux  correctiom  et  réductions  à appliquer  aux  longueurs 
du  pendule  invariable  avant  de  les  employer  à la  vérification  de  la  loi  du  dé- 
croissement de  la  ]>esaiueur  à la  surface  de  la  Terre. 

'Pelles  sont  les  principales  matières  que  renferme  cette  troisième.  éHition,  et 
<|ui  ont  été , pour  la  plupart , le  sujet  de  mes  cours  au  Dépôt  de  la  Guerre  : elh*s 
montrent  à quel  degré  j’y  avais  porté  PcuseigiiemciU  de  la  Géodeisie,  science 
dont  le  corps  des  Ingénieurs-Géographes,  durant  sa  trop  courte  existence,  a 
fait  de  si  belles  et  utiles  applications,  qui  est  admise  dans  les  Programmes  de 
PÉcole  Polytechnique,  et  dont  l'étude  particulière  est  devenue  un  desdH^soin» 
de  l'époque  actuelle. 
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LIVRE  PREMIER. 

^OTIO^S  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS  CÉLESTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

r>D  MOUVEMEHT  DIVRRE  DE  LA  SPHÈRE  CÉLESTE. 


I.  Lorsqu’un  observateur,  pendant  une  belle  nuit,  contemple  le 
ciel  borné  p.'ir  un  vaste  horizon,  il  conçoit  tous  les  astres  qui  s’offrent 
successivement  a ses  regards  à la  surface  d’une  sphère  immense,  et  è 
l’evln'mité  des  rayons  qui  partent  de  son  œil  pris  pour  centre  de  cette 
spliere;  et  à^caiise  de  la  petitesse  du  rayon  de  notre  globe  à l’égard  de 
celui  (le  la  sphère  céleste,  il  se  suppose  au  centre  même  de  la  Terre, 
autour  duquel  tnu.s  les  astres  lui  paraissent  tourner.  Enfin,  pour 
mieux  déterminer  leur  position  respective,  il  les  rapporte  à différents 
cercles  qu’il  imagine  dans  le  ciel  : voici  ceux  qu’il  importe  d’abord  de 
connaître. 

L'horizon  sensible  ou  apparent  est  le  plan  langent  à la  surface  de 
la  Terre  supposée  sphérique,  et  le  point  de  contact  est  le  lieu  même  de 
l’observateur,  s 

!..  I 
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l'horizon  rationnel  ou  mathémati(fue  est  le  plan  qui , passant  par 
le  centre  de  la  Terre,  est  parallèle  à l’horizon  sensible.  I-a  ligne  tirée 
du  lieu  de  l’observateur  au  centre  de  la  Terre,  et  prolo»igée  de  part 
et  d’autre  dans  le  ciel,  est  la  verticale,  de  ce  lieu;  enfin  le  j)oint  de 
cette  ligne  qui  répond  au-dessus  de  l’observateur,  est  le  zénith , et  le 
point  opposé  est  le  nat/ir. 

Les  astres  se  lèvent  lorsqu’ils  commencent  à paraître  à l’horizon , et 
ils  se  couchent  lorsqu’ils  passent  au-<lessous  du  plan  de  ce  cercle. 

Pour  expliquer  le  mouvement  commun  et  diurne  des  astres,  il  suffit 
d’attribuer  à la  sphère  céleste  un  mouvement  de  rotation  d’orient  en 
occident,  autour  d’une  ligne  dont  les  extrémités  sont  les  pôles  du 
monde  : cette  ligne,  qui  passe  par  le  centre  de  la  Terre  ou  de  la  spbere 
céleste,  se  nomme  l’rtjre  du  monde. 

IjC  pôle  élevé  sur  notre  horizon  est  le  pitié  boréal  ou  septentrional , 
ou  nord;  et  le  pôle  opposé , qu’on  imagine  au-dessous  de  ce  même  ho- 
rizon, est  le  pôle  austral,  ou  méridional , ou  sud. 

Le  grand  cercle  passant  par  le  zénith  d’un  lieu  de  la  Terre  et  parles 
pôles,  se  nomme  le  méridien  de  ce  lieu. 

2.  lyCs  étoiles  qui  parais.sent  conserver  entre  elles  la  même  situa- 
tion, se  nomment  fixes.  Ijes  astres,  aii  contraire,  qui  changent  de 
position  les  uns  à l’égard  des  autres  s’appellent  planètes  ou  étoiles 
errantes  ; tels  sont  Mercure , / 'énus  , Mars , Jupiter  et  Saturne , con- 
nus depuis  un  temps  immémorial , parce  qu’on  les  aj)erçoit  à la  vue 
simple;  mais  vers  la  fin  du  siècle  dernier  et  au  commencement  de  ce- 
lui-ci, les  astronomes , aidés  de  télescopes , en  ont  découvert  cinq  autres, 
qui  sont  Urtuius,  Cérès,  Pallas,  Jnnon  et  l'ésta. 

On  remarque  parfois  aussi  une  troisième  espece  d’astres  : ce  sont 
les  comète.!  ou  astres  chevelus,  qui  ne  se  montrent  que  pendant  un 
certain  temps,  et  qui  changent  visiblement  de  place  à l’égard  des  fixes. 

IjOrsque  les  astronomes  eurent  acquis  une  connaissance  exacte  des 
mouvements  des  corps  célestes,  ils  appelèrent  simplement  planètes  les 
astres  qui  font  leur  révolution  autour  du  .Soleil,  et  désignèrent  par  le 
nom  de  satellites  ceun  qui  accompagnent  les  planètes  dans  leur  course, 
en  tournant  autour  d’elle.s.  La  Lune,  par  exemple,  est  le  satellite  de 
la  Terre  qui,  en  tournant  riiellemcnt  sur  elle-même,  fait  sa  revolii- 
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tion  autour  du  Soleil.  Nous  expliquerons  plus  loin  le  système  plané- 
taire. 

Quant  aux  étoiles  fixes,  dont  le  nombre  est  immense , on  en  a formé 
différents  groupes,  afin  de  les  mieux  reconnaître.  Chaque  groupe  se 
nomme  constellation. 

3.  I>es  étoiles  disperstîes  dans  l’espace,  et  supposées  toutes  aux  con- 
tins de  la  sphere  céleste , décrivent  donc  chaque  jour  des  cercles  d au- 
tant plus  petits  qu’elles  sont  plus  près  des  pôles  du  monde.  Le  plus 
grand  de  ces  cercles  est  évidemment  celui  dont  tous  les  points  sont 
(■gaiement  distants  des  deux  pôles  ; on  le  nomme  équateur.  Quant  aux 
cercles  parallèles  à celui-ci , on  les  désigne  simplement  sous  le  nom  de 
parallèles.  I.es  pôles  du  monde  sont  les  pôles  même  de  l’équateur  et  de 
tons  les  parallèles. 

L’équateur  partage  la  surface  de  la  sphere  en  deux  parties  égales; 
l’une  forme  l’hémisphère  septentrional,  l’autre  l' hémisphère  méridional. 

Des  deux  points  où  l’é-quateur  coupe  l’horizon , l’un  se  nomme  orient, 
c’est  celui  où  se  lève  une  étoile  qui  décrit  le  premier  cercle  ; l’autre  se 
nomme  occident , c’est  le  point  où  la  même  étoile  se  couche. 

Le  méridien  du  lieu  de  l’observateur  coupe  aussi  l’horizon  en  deux 
points;  l’un  s’ap|ielle  siul , jiarce  qu’il  est  du  côté  où  se  trouve  le 
•Soleil  à midi  par  rapport  à nous;  l’autre,  qui  lui  est  opposé,  se  nomme 
nord:  ces  quatre  points  se  désignent  sous  le  nom  commun  de  points 
cardinaux.  Lorsqu’un  astre,  qui  se  lève  et  se  couche,  est  dans  le 
méridien  de  l’observateur,  il  est  à son  point  culminant,  ou  à sa  plus 
grande  hauteur  au-dessus  de  l’horizon  : ce  point  se  nomme  aussi  mé- 
diation. 

4.  l’aide  d’un  grand  quart  de  cercle  à lunette,  placé  solidement 
dans  le  plan  du  méridien , et  d’une  excellente  [lendide,  on  s’assure  de 
l’existence  des  ('■toiles  réellement  fixes,  et  de  l’uniforroité  du^mouve- 
ment  périodique  du  ciel.  En  effet,  si  chaque  fois  qu’une  étoile  passe  à 
la  même  partie  du  méridien,  l’on  mesure  sa  hauteur  angulaire  au- 
dessus  de  l'horizon,  et  si  cette  hauteur  est  toujoiu-s  constante,  on  doit 
en  conclure  que  l’étoile  est  fixe.  En  compt.ant  dans  ce  cas,  l’heure,  la 
minute  et  la  seconde  marquées  par  la  pendule  à l’instant  de  chaque 

I . . 
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passage  au  méridien,  l’on  s’apercevra  que  l’intervalle  de  temps  entre 
deux  passages  consécutifs  ne  varie  jamais;  et  en  ré|>étant  cette  obser- 
vation sur  toute  autre  étoile  fixe,  on  verra  que  le  nombre  d’heures,  de 
minutes  et  de  secondes  écoulées  depuis  son  passage  au  méridien  jus- 
qu’à son  retour  au  même  jxiint,  n’a  nullement  changé.  Mais  il  n’est 
pas  nécessaire  que  la  lunette  soit  précisément  dans  le  plan  du  méridien; 
elle  peut  être  placée  dans  un  plan  vertical  quelconque;  l’intervalle  de 
temps  entre  deux  passages  au  hl  de  la  lunette  sera  toujours  le  même. 
Ainsi,  il  est  constant  que  le  mouvement  de  la  sphère  céleste  ou  du 
premier  mobile,  est  uniforme,  et  que  les  étoiles  fixes  décrivent  jour, 
nellement  des  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  sont  perjiendiculaires 
à l’axe  du  monde. 

Tous  les  astronomes  partagent  en  a4  heures  le  temps  qui  s’écoule 
entre  deux  passages  consécutifs  d’une  étoile  à la  même  partie  «lu  mè. 
ridien  : cette  durée  se  nomme,  pour  cette  raison,  jour  sidéral;  et  la 
a4'  partie  de  ce  temps  s’appelle  heure  sidérale.  L’heure  se  divise  en 
6o  minutes,  la  minute  en  6o  secondes,  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d’étre  dit,  que  tous  les  jours  sidéraux  sont 
égaux,  et  que  pour  reconnaître  si  une  pendule  suit  le  temps  sidéral,  il 
faut  qu’en  lui  faisant  marquer  une  certaine  heure  à l’instant  où  une 
étoile  passe  au  méridien,  elle  indique  précisément  la  même  heure 
lorsque  cette  étoile  y revient  plusieurs  jours  de  suite. 

Quelle  que  soit  l'inclinaison  de  l’axe  du  monde  sur  l’horizon,  la 
duré'e  lie  la  présence  d’une  étoile  qui  décrit  l’équateur,  est  la  même 
aunlessus  de  l’horizon  qu’au-dessous;  mais  une  étoile  qui  décrit  un 
parallèle,  e.st  visible  d’autant  plus  long-temps  que  ce  parallèle  est  plus 
près  du  pôle  élevé,  et  que  l’angle  que  l’axe  du  monde  fait  avec  l’ho- 
rizon diffère  moins  de  l’angle  droit.  .■Viusi  près  du  pôle  élevé,  les  étoiles 
ne  se  lèvent  ni  ne  se  couchent  jamais;  c’est  ce  qui  a lieu  aussi  pour 
celles  qui  étant  plus  éloignées  du  pôle,  décrivent  des  parallèles  dont  le 
plan  n’est  point  coupé  par  l’horizon;  telles  sont  pour  nous  les  étoiles 
de  \n  grande  Ourse,  la  Polaire,  etc.  Dans  ce  cas,  l’on  voit  les  étoiles 
passer  deux  fois  au  méridien  pendant  un  jour  sidéral  ; par  exemple , la 
première  fuis  au  méridien  supérieur,  c’est-à-dire  du  côté  tlu  zénith,  et 
la  seconde  fois  au  méridien  inferieur,  c’est-à-dire  entre  le  pôle  et  l’ho- 
rizon. Ces  étoiles  se  nomment,  pour  cette  raison,  circompolaircs , ei 
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l<îs  ob^rvations  d’un  astre  quelques  moments  avant  et  apres  sa  culmi- 
nation , sont  dites  circommoridicnnes. 

Si  l’on  jette  un  coup  d’oeil  sur  la  figure  i , on  reconnaîtra  tout  de 
suite  cette  vérité.  En  effet , soient  P,  P'  les  pôles  du  monde , C le  centre 
delà  Terre,  Z le  zénith,  N le  nadir,  OH  l’horizon  rationnel,  EQ  l’é- 
quateur, et  AB,  A' B',  DF,  lyp'  des  cercles  qui  lui  soient  parallèles.  11 
est  évident  que  pour  un  obsen’ateur  dont  le  zénith  est  en  Z,  et  le 
^ pôle  élevé  en  P,  l’étoile  qui  décrit  le  cercle  Ü'F'  est  toujours  invisible  j 
que  celle  qui  décrit  le  cercle  DF,  au  contraire,  ne  se  couche  ja- 
mais. Quant  à l’étoile  qui  décrit  l’équateur,  elle  parait  ta  heures  au- 
dessus  de  l’horizon  et  reste  ta  heures  invisible,  parce  que  les  arcs 
semi-diurne  et  semi-noctume  EM,  QM  sont  égaux.  Endn,  des  deux 
étoiles  qui  décrivent  l’une  le  cercle  .AB,  l’autre  le  cercle  A'!!",  la  pre- 
mière reste  plus  longtemps  au-dessus  de  l’horizon  qii’au-dessous,  et 
la  seconde  disparait  jjendant  plus  de  la  heures;  parce  que  dans  le 
premier  cas  l’arc  semi-diume  An  > Bn,  et  que  dans  le  second  cas  l’on 
a.A'n'<B'n'.  ■*" 

Les  cercles  horaires  sont  des  grands  cercles  de  la  sphère  qui  passent 
par  l’axe  du  monde  et  qui  sont  par  conséquent  perpendiculaires  k l’é- 
quateur céleste;  ainsi  le  méridien  d’un  lieu  fait  essentiellement  parhe 
de  ces  cerdgs,  et  à chaque  instant  le  cercle  horaire,  sur  la  circonfé-_ 
rence  duquel  se  trouve  une  étoile,  fait  avec  ce  méridien  un  angle  que 
l’on  nomme  angle  horaire  de  l’étoile.  Si  donc  cet  angle  est  oriental  et 
de  i5  degrés,  l’étoile  mettra  une  heure  sidérale  pour  arriver  au  méri- 
dien ; il  y aura  au  contraire  une  heure  qu’elle  s’en  sera  éloignée  si  ce 
même  angle  est  occidental.  a ; 
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CHAPITRE  II. 


ne  MOUVEMENT  PROPRE  DU  SOLEIL,  DES  SIGNES  DU  ZODIA.QUE,  ET  DF 
L.4  POSITION  DES  ASTRES  PAR  RAPPORT  A l’ÉQB.ATEUR,  A l’ÉCI.IP-w» 
TIQUE  ET  A l’horizon. 


3.  Le  Soleil , comme  toutes  les  étoiles  fixes , semble  emporté  d’orient 
eu  occident  par  le  mouvement  périodique  du  ciel.  Cependant  on  s’a- 
perçoit bientôt , en  le  soumettant  à l’épreuve  indiquée  précédemment , 
qu’il  ne  conserve  pas  la  même  position  par  rapport  aux  étoiles,  et 
qu’il  parait  doué  d’un  mouvement  propre  d’occident  en  orient.  En 
effet , après  une  longue  suite  d’observations  exactes  de  sa  hauteur  mé- 
ridienne, et  de  l’intervalle  de  temps  qui  s’écoule  entre  son  passage  et 
celui  des  étoiles  au  méridien,  l’on  a reconnu  qu’il  se  meut  dans  im 
orbe  plan  incliné  à l’équateur  de  a3°  a8'  environ,  et  dont  la  forme  est 
celle  d’une  ellipse  peu  excentrique  ou  peu  allongée,  à l’un  des  fovers 
de  laquelle  se  trouve  la  Terre.  Mais  considérons,  quant  à présent,  cet 
orbe,  qu’on  nomme  écliptique,  comme  un  grand  cercle  de  la  sphère 
céleste,  et  concevons-le  divisé  en  douze  parties  égales,  à partir  du  point 
où  le  Soleil  se  trouve  au  commencement  du  printemps , c’est-à-dire  à 
l’un  des  points  d’intersection  de  l’écliptique  et  de  l’équateur,  points 
qu’on  nomme  équinoxes.  Chacune  de  ces  parties  comprendra  évidem- 
ment 3o°,  puisque  la  circonférence  entière  en  contient  3Go  : ce  sont  ces 
parties  auxquelles  on  a ilonné  le  nom  de  signes. 

<».  Toutes  les  planètes  ancicnuis  s’éloignent  plus  ou  moins  de  la 
route  du  Soleil  ou  de  l’écliptique,  taiitfit  vers  un  péile  de  ce  grand 
cercle,  tantôt  vers  l’autre.  Les  anciens  avaient  remarqué  que  les  orbites 
des  planètes  se  trouvent  comprises  dans  une  zone  de  i6  à i8“,  partagiV 
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en  deux  parties  égales  par  l’écliptique;  c’est  cette  zone  qu’ils  dési- 
gnèrent sous  le  nom  de  zodiaque. 

Les  douze  signes  du  zodiaque  et  les  caractères  qui  les  distinguent 
sont: 


0 T Bviier o 

1 V le  Taureau 3o 

a n les Geroeaux.  6o 

3 rÉcrevisw 90 

4 ^ le  Lion 120 

5 la  Vierge i5o 


S«*»  Duj. 

6 la  Balance i8u 

7 rq^  le  Scorpion a i o 

8 -H  le  Sagittaire. 

9 X leCapricorne 170 

10  le  Verseau Sou 

11  }[  les  Poissons 33o 


.\fin  d’aider  la  mémoire  à les  retenir,  on  les  a exprimés  par  ces  deux 
vers  latins  : 

Sunt  Aries,  Taarus,  Gemini ^ Cancer,  Léo,  Cirgo, 

Ubratfue,  Seorpius',  Areitenens , Caper,  Amphnrn,  Pisces. 

11  y a aussi  douze  constellations  qui  portent  les  mêmes  noms , et  qui 
forment  les  constellations  zodiacales,  mais  qu’il  ne  faut  pas  confondre 
avec  les  signes  précédents.  En  effet,  à l’époque  inconnue  de  l’invention 
du  zodiaque,  ces  constellations  coïncidaient  avec  les  signes  de  même 
dénomination;  mais  il  n’en  est  plus  de  même  aujourd’hui.. 

L’ordre  de  ces  signes  a lieu  d’occident  en  orient,  qui  est  le  sens  du 
mouvement  propre  du  Soleil.  Lorsqu’un  astre  se  meut  suivant  cet  ordre, 
on  dit  que  son  mouvement  est  direct;  lorsqu’au  contraire  il  parait 
aller  dans  une  direction  opposée,  son  mouvement  est  re'tmgrade;  en- 
fin, si  piendant  un  certain  temps  l’astre  semble  fixe,  on  le  dit  station- 
naire. Ce  dernier  phénomène  a lieu  quand  le  mouvement , de  direct 
qu’il  était,  devient  rétrograde,  et  réciproquement.  Les  planètes,  quoi- 
que tournant  réellement  autour  du  Soleil  d’occident  en  orient,  nous 
présentent  ces  diverses  apparences. 

La  droite,  qui  est  la  commune  section  de  l’équateur  et  de  l’écliptique, 
se  nomme /ïgne  des  équinoxes  : elle  est  ainsi  désignée,  parce  que,  quand 
le  Soleil  se  trouve  à l’une  de  ses  extrémités,  les  jours  sont  (gaux  aux 
nuits.  On  la  nomme  aussi  ligne  des  nœuds. 

L’écliptique  étant  partagée  en  deux  parties  égales  par  ri'quateiir,  il 
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s'ensuit  que  les  six  premiers  signes  se  trouvent  dans  Thémisphére  bo- 
réal, et  les  six  autres  dans  l’hémisphère  austral.  Les  signes  septentrio- 
naux .sont  donc  le  Bélier,  le  Taureau , les  Gémeaux , le  Cancer,  le  Lion , 
la  Vierge;  et  les  signes  méridionaux,  la  Balance,  le  Scorpion,  le  Sa- 
gittaire, le  Capricorne , le  Verseau,  les  Poissons. 

On  entend  aussi  par  signes  ascendants  ceux  que  le  Soleil  parcourt 
lorsqu’il  s’approche  de  plus  en  plus  du  zénith;  et  par  signes  descen- 
dants, ceux  |>ar  lesquels  il  passe  eu  s’éloignant  sans  cesse  de  ce  point  : 
ainsi,  le  Capricorne,  le  Verseau,  les  Poissons,  le  Bélier,  le  Taureau  et 
les  Gémeaux  sont  les  signes  ascendants. 

7.  Pour  fixer  la  position  des  astres,  on  les  rapporte  à Téqnateur  ou 
à I’écli|itique.  Relativement  au  premier  cercle , leur  |)osition  est  con- 
nue par  leur  ascension  droite  et  leur  déclinaison. 

lai  déclinaison  d'un  astre  est  sa  distance  à l’équateur,  m«-surée  sur 
un  grand  cercle  qui  passe  par  son  centre  et  par  les  pôles  du  monde; 
ce  cercle  de  déclinaison , qui  n’est  autre  qu’un* cercle  horaire , est  donc 
|ier|)endiculaire  à l’équateur.  La  déclinaison  ne  se  compte  que  de- 
puis o"  jusqu’à  90“;  il  est  donc  indispensable  d’éaioncer  si  elle  est  bo- 
réale ou  australe.  I-a  distance  angulaire  d’un  astre  au  pôle  se  nomme 
distance  polaire:  celle-ci  se  compte  depuis  le  pôle  boréal  jusqu’au  pôle 
austral;  elle  est  donc  toujours  comprise  entre  o"  et  180". 

M ascension  droite  est  la  distance  du  point  équinoxial  du  printemps 
au  cercle  de  déclinaison,  comptée  sur  l’équaleurde  l’ouest  à l’est,  et 
depuis  o"  jusqu’à  860°. 

On  détermine  aussi  la  position  d’un  astre  par  rapport  à l’écliptique, 
c’est-à-dire  au  moyen  de  sa  longitiule  et  de  sa  latitude.  Pour  cet  effet , 
l’on  imagine  des  grands  cercles  ^tassant  par  les  pôles  de  cet  orbe  so- 
laire : c’est  sur  ces  cercles  de  latilwle  que  se  mesure  la  distance  des 
astres  à l’i'cliptique.  La  latitude  est  australe,  ou  boréale  selon  que  l’astre 
est  entre  le  pôle  austral  de  l’écliptique  et  ce  cercle,  ou  entre  l’éclip- 
tique et  le  pôle  boréal. 

l-a  longitude  se  mesure  sur  l’écliptique,  et  se  compte,  dans  le  sens 
du  mouvement  propre  du  Soleil , à partir  du  point  équinoxial  du  prin- 
temps, depuis  0“  jusqu’à  36o";  c’est-à-<lire  comme  l’ascension  droite, 
d’occident  en  orient. 
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8.  Il  e»t  évident  q«e  la  distance  angulaire  (Tu  pcMe  de  l’équateur  à 
celtii  de  l’étS^itique  situé  dans  lé  tnênie  héniisphére'i  est  la  ménie  que 
rinoUhaisôndeJ’écliptiquesur  ré^Hüteiir:  cetté  inclinaison  se  nomme 
nbliquilc  de  r écliptique.  , ' 

I.es  cercles  polaires  sont  des  petits  cercles  de  la  spliere  céleste  pa- 
rallèles à l’équateur,  et  passant  par  lés  polos  de  l’écliptique  : il  "y  a par  . . 
conséquent  deux  cercles  polaires,  \\m  antarctique  ou 'au  sud,  l’autre 
antique  ou  au  nord  ; et  leur  ilistancé  aux  ^tésdu  monde,  qui  mesure 
l’obliquité  de  l’écliptique^  est  de  aa" 28' environ.  ’ !.«.  ,• 

I..a  hautéur  d’un  astre  est  l’arc  de'grand  cercle  compris  entre  l’iio- 
riz.on  et  cet  astre,  et  dont  le  plan  passe  par  le  zénith  de  l’observatetn-, 
I.’angle  que  ce  cercle  de  hauteur  ou  ce  vertical  fait  avec  le  méridien,  -• 
est  dit  Vazimut  de  l’astre.  Le  grand  cercle  qui  passe  par  le  zénith  et  • 
parles  points  est  et  ouest,  se  nomme  prenuer  vertical  ; celui-ci  est 
donc  perpendiculaire  au  méridien  du  lieu.  • ' ^ ” 

* • **  > ^ * ^ « . df  * ^ 

Les  cercles  de  la  sphère  j>arallèlcs  à l’horizon  se  nomment  almicait- 
lanits;  ils  ont  pour  pôles  le  zénith  et  le  nadir.  Tous  leS  astres  situés 
dans  le  plan  d’un  alroicantarat  sont  donc  à égale  hauteur  au-dessus  de  . , 
l’ho’rizon.  , , * ' ^ ' 

l'amplitude  ortive  est  l’arc  de  l’horizon  compris  entre  l’équiUeur  et  • 
le  point  où  un  astre  se  lève;  V amplitwie  occasale  est  tpi  arc  pareil 
correspondant  au  couclier  de  cet  astre.  Ainsi,  d’après  la Jigure arc 
ZM  est  le  premier  vertical, 'et  M«  est  l’aroplilude  ortiye  d’un  astre  qui.  , 
décrit  le  parallèle  AnB.  * » J,  . * • '*  . 

, ,T.es  étoiles  décrivant  cbacuno'pèrpétuellement  le  jnéme^parâHcle, 
il  s’ensuiLque  l’amplitude  orüvè  et  l’amplitude  occasale  restent’  con- 
stantes.il  n’en  est  pas  de  même  pour  le  .Soleil,  puisiquej  ppr  l’effet  de 
sôn mouvement  propre  d’occidejit  en  orient,  il  ne  demeure  qn’im’ ins- 
tant dans  l’équateur.  . ’ ' '7 

On  désigne  quelquefois  par  le  nom  de  cqlure  les  cercles  de  déclinai- 
soUj  notamment  ceux  qui  passent  par  les  points  équinoxiaux  et  solsti- 
ciaux i.nous  parlerons  de  ces  derniers  points  dans  le  chapitré  suivant. 
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SCITE  DU  HOU»BMF'IT  PROPRI?  DU,S01.FIL;  DE  Lit  MESURE  Dt  TEMPS 
, • . Rr  DF.  LA  DUBÉP  DES  SAISON*,  ETC. 


■ 9.  El)  compara))l,  coiume  nous  i'àvons  dÉjà  dit,  à l'aide  d’une 

lionne  pendule  sidérale,  les  passagesdu  Soleil  au  méridien  à ceux  d’une 
étoile  fixe',  on  reconnaît  que  le  Soleil  yxepasse  la  seconde  fois  4 minules 
pliLS  lard  environ  ipie  l’étoile,  et  que  sti  marche  d’occident  en  orient 
est  plus  ou  moins  rapide. 

f’oiif  avoir  nue  idée  plus  précise  de  l’irrégularité  du  mouvement  de 
"cét  astre,  soient  AT  Pi- (y/g,  l’écliptique,  AP  le  grand  axe  de  cette 
ellipse,  Çle  centre.^  DQ  le  petit  axe,  T la  Terre  placée  au  foyer;  et  siiji- 
posoiLs  que  T soit  le  point  o du  Bélier,  on  cejiii  ou  se  trouve  le  So- 
leil à l’équinoxe  de  printemps;  alors  inséra  le  poiat  o de.  la  Balance, 
,ou  l’équinoxe  d'antomiie,  et  les  deux  autres  points  3 , ^ , qui  se  trou- 
^yenf  sur  une  droite  perpendiculaireà  la  ligne  de*  équinoxes,  seront  les 
^olsticiv^  d!étc  et  d’hiver.  _ . . , . 

L'extrémité  P du  grand  axe  de  l’ellipse  solaire,  sç  nomme  le  ^c/7gt*c, 

• et  l’autre  extrémité  A Vapo^iK;  parce  que  quand  le  Soleil  i^sl  en  P,  il 
est  lé  plus’  près  possible  de  la  Terre;  et  quand  il  est  en  il  se  trouve 
à.Rà  plus  grande  distance.  L’axe  AP  se  nomme  la  ligne  des  apsidrs; 
cette  ligne  partage  évidemmeiil  l’écliptiqne  en  deux  parties  égales  et  sy- 
métriques' : aiissi  le  Soleil  met-il  le  même  temps  pour  parcourir  ces  deux 
partiesMe  sa  course  annuelle,  d.ins  la  supposition  toutefois  île  f’iinmo- 
hiPité  de  lit  li’^ie  des  ajisiiles;  mais  avec  cette  difiérence  que  son  mouve- 
ment se’ rêtarfle  de  plnsi-n  plus  en  âliant  du  jiérigée,^  an  point  .A  de  l’a- 
pogi-e , et  qu’il  s’accélère  suivant  la  même  loi , en  partant  de  ce  dernier 
jHiint'pour  retourner  au  p'i'igée.  La- ligne  tiré»'  du  centre  de  la  Terre  à 
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celui  dil. Soleil j* où  le  (Yy'oiMiet#Ç«r<î^'C^8»Frê<îj|éyTit,  par  le  inoiive- 
J:  identdoüi  U a’aj^/des  a'ire^quicoptconstaininèht  propordonnellèaaii 
l’emps,  ainsi  qu’on  le  démonlre  dans  tous  les  Traités  île  Mréaniquë.  ' 
On  a détenniiié  les  variations  du  ravon  vecteur  en  inesuraiil  au  mi- 
croinctre , et  à diftépentes  époques  de  l’année , le  diamètre  apparent  du  ' 
Soleil  I et  j>our  connaître  la  position  de  cet  astre  sur  son  orbite,  on  a 
observé  sa  longitndetou  plutôt  cette  distance  angulaire  a _été  dé'duite  ■ 
de  son  ascension  droite  e.t  de  sa  déclinaison , parce  que  ces  deux  coor- 
données  circulaires  sont  essentiel leinènt  liées  à la  longitude  par^iitte- 
relation  qni  dépend  de  l’obliquité  de  l’écliptique,  et  que  nous  donne,- 
rons  plui  tard.  En  effet;  il  est  évident  que  nous  devons  voir  le  dia- 
métré  <lii  Soleil  sous  un  angle  d’autant  plus  grand  ou' plus  petit;  qile 
cet  astre  est  ^us  prés  ou  plus  éloigné  de  nous:  aussi  au  solstice  d’hiver 
le  diametrç  parait-il  sous  l’angle  de  3a'  34",  et  au  solstice  d'rté  soûs 
l’angle  de  3i'3a‘'.  C’est  par  des  observations  de  ce  genre  qu’on  a pu 
reconnaître  la.  forme  elliptique 'de  l’orbe  solaire,  et  la  [>ositiOii 
ligne  des  apsides  à l’égard  de  celle  des  équinoxes.  A.  l’épo<|ue  dii  i"  jan- 
vier i83o,  la  longitude  du  périgée,  ou  l'.1ngle  T AP,'^ était  de  y'9'’o'. 
Or,  si  "à  la  ligne  des  çquinoxés  T^,  on  éleve  dans  le  plair'de.  l’éclip- 
tique, et  par  le  ceiitrqT'de  la  Terre,  là  peîpendiculaire  ?«%  ; Ij-s  points 
45 , X seront  ceux:  ôïi  le  Soleil  arrivera  aux  solstices  d’été  "ët  d’biv'er.. 
On  Voit,  à rinspection  de  la_ figure,  etd’sipres  la'conn^jssâüiqpdu  mou- 
vement elliptique,  que  les  quatre  arcs  TÇ,  S'*f  — , décrits 
successivenieiit  par  le  Soleil , sont  inégaiN*;  d'où  résulte  nijcessailfemeiit 
une  ilifîéreuce  dans  la  duréi- des  saisons.,  ' ”•  , 

En  effet,  la  durée  du  ; 

celle 

< • 

celle 

" * celle 

1 ».  r " ; 

10.  {A^  '/rôpiquf.t  sont  des  cercles  paraHèl*^  à’‘réquateur,’ 

par  les  deux  points  de  l’écHpttqtie  les  plits' éloignés  dé  cef’ éqdatArî 
l'iin  est  le  tropique  du  Cancer,  décrit  par  le  ^leil  re'preiniditmni’’du 
solstice  d’été;  l’autre'est  le  tropique  du  Capricoftie,\l<'M:rit  l«^All“er 
jour  du  solstice  d’hiver.  ‘ . •.  \ - 

Il  est  aisé  de  comprendre  que  lorsquefe  Solçil  si*  Ig^uve’à  l'iùr  des 
. * • * ■ ■ .V  i 

. > . . . , 


J • 


■% 


V * 
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• tropiques,  sa  déclinaison  est  préciséoient  égale  à l’obliquité  jle  l’é-, 
cliptiqiie,  et  la  plus  grande  possible.  Si  donc  l'oh  mesure  à ces /le.ux 
époques  les  hauteurs  méridiennes  du  Soleil,  leur'demi-soniine  sera  la 
hmUem  de  Ccifualeur  sur  l’iioriroh;  et  si  de  la  ^lus  grande  liauteur 

■ solsticiale  on  retranche  cette  hauteur  dé  l’équatelrr,  le  reste  sera  la  dé- 
clinaison solsticiale  ou  Yobliifuité  de  ïécUptique.  h.  l’époque  où  le  So- 
“ • leil  est  au  solstice  d’été , sa  longitude  est  évidemment  de  3'  ou  de  90"  : 
elle  est  au  contraire  de  9'  ou  de  270“  lorsque  le  Soleil  est  au  solstice 
^d’hiver.  • ' ‘ 

,’.-.La  hauteur  de  réqiiateim  étant  connue,  son  complément  à 90”  est 

• \a. heaurup du  pôle  sur  l’horizon;  car  l’axe  du  monde  est  perpendicn- 

.laireau  plan  deTéquateur.  lajig.  I.)*  ‘ j 

é * * '* 

• * % 

II.  Le  jour  solaire  est  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  passages 
-coiisécntifs  du  Soleil  au  méridien  sujrérieur  ou  au  méridien  inférieur. 

. Ge  jour  sc  divise  en  a4  heures  : on  le  nomme  aussi  jour  astronomique 
■ ou  jour  vrai,  et  011  lui  donne  pour  origine  l’instant  du  midi.  Si  au  con- 
'.traire  on  prend  l’instant  du  minuit  pour  origine  du  temps,  on  le  nomme 
' jour  civil.  IjCS  astronomes  ont  adopté  l’une  et  l’autre  manière  de  dési- 
gner  le  temps,  car  l’usage  n’a  pu  encore  s’établir  génér^ement  parmi 
eux  de  compter  les  a4  heures  solaires  d’un  minuit  à l’autre.  Dans  la 
vie  civile I le  jour  se  divise  en  deux’ j>ériodes  de  12  heiii'Cs  chacune; 
l'une  est  celle  du  matin , l’autre. e.st  celle  du  soir,  l’ar  exemple,  le  6 jan- 
vier à 9 heures  xlu  iiiatin,  temps  civil,  répond  au  5 janvier  à 2 1 heures, 
temps  astmuoniique.  't  ■ 

> ' Les  astronomes  ont  jugé  convenable  de  choisir  également  j)our  ori- 

• rigine  du  jour  sidéral  , l’instant  où  Ig,  point  équinoxial  du  printemps 
passe^à  leur  méridien  su|)éricur»  ainsi  la  pendule  sidérale  doit  tou- 

_jjoiU’s  marquer 'o'*o'“ O* ou  t2  heiiiTs,  lorsqu’une  étoile  quia  zéro  d’as- 
■ <a?nsion  droite  se  trouve  .dans  le 'méridien.  En  général  elle  doit  marquer 
‘ l’ascension  droite  d’une  étoile  quelconque,  convertie  en  temps,  à rai- 
son de  1 5"  pour  une  heure , au  moment  où  l’étoile  traverse  le  méridien 
supérieur.  ' 

Les  jours  astronomiques  ne  sont  pas  tous  égaux  entre  eux  comme 
les  jours  sidéraux;  ils  sont  pins  loitgs  <pie  ceux-ci  de  plusieurs  mi- 
nutes'', cornue  nous  l’avpns  déjà  fait  obs(rver\  car  lorsqu’une  étoile 
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et  le  Soleil  se  trouvent  en  meme  temps  au  méridien  un  certain  jour, 
le  lendemain  le  Soleil,  en  Vertu  de  son  moiivement  propre  d’occident  _ 
en  orient',  passe  au  méridien -pins" tard  qtje  l'étoile,  et  après  avoir  dt'*-  . 
^crit  ejiviron  ^'8",33  de  degré  de  son' orhÿe.  Par ’conséq\ient , dans 
l’espace  d’une  année,  le  Soif  il' traverse  fe  méri<lién  une  fois  de.  moins 
que  l’étoile.  A -■  ^ 

Nbus  'venons  de  dire  que  les  jours  astTonomiquê>.ne  sont  pas  égaux  ; 
leur»  différences  résultent  à Irf  fois  , de  l’oblicfuité  ilé  l’écliptiqiie,  et 
de^ce-cpie  le  mouvement  |>ropre  ou  apparent 'du  Soleil  n’est  pas  uni- 
forme; car  d’une  part  il  est  visible  que  si,  par  jdusicurs  'points  équi- 
(Ustaiît.s  de  l’écliptiqué,  on  fait  pa^r  des' cercles  de  'déclinaison,  les 
arcs  de  l’équifteur  compris  entre  cës-cércles,  on-  les  dilTérenoes  d’ascen- 
sion droite  îeront  en  général  ifiégales  entre  ‘elles.  Ainsi  l’inégalité  des 
jours  solaires  aurait  lien,  quand  lAémc  le  Soleil  décrirait  iiniformé- 
inent  l’ccliptiqUc!  mais  d’autre  part  cet  astre'a  nu  piôAvctncnt  irrégulier 
dans 'son  orbite;  d«)nc  les' jours  vrais  astronomiques  ne  peuvent  être 
^âiix; - * , *■  '*  ’ '•  J • 

**'  Concluons  de  là  que  les  oscillations  du  pendule  o'u  balancier  d'une 
bonne  lidrlogc  étant  isochrones  oti  d’égale  durée, 'peuvent  bien  être 
réglées  sur  le  mouvement  di^'rne  de.s'  étoilés , mais  non'  pas  sur  la  marche 
r?cllc  du  "Soléil.  'Cepentbinl  'en  feisan't '«bstractidn  -des.  inégalités  de 
ewe  marché’;' ou* pour  tuicox  'dfi’c,  en"  supposant '"qu’un  antre  .Soleil 
'décrive  uiiiforinétuent  iVqiiateur  en -verfu  d’uo'^  n^yén’ thotivement 
propre' fVoccidéiiJt  en  qrlentj^Vlnh'rvalle  de  temps,  entre  deux  retours 
'cqnsécutiis  ait  n^dipn  si^cietir  qu  ihférieur  formera  tin  jour  inojen 
<uimmmi(pie  entre.toqjsles’joùra^yrais'ou  àppàrems,  e.t  l'horloge  qui 
suivra  fexacteflient  le  niouvement  uniforme  "de''Va  Soleil  6ctif  sera  ré- 
. (^ée  suc  le  (hqpe/i.  ' î > \ ' 

\ ■ Le  jdùr  'tàoyeir  astrohonifqiie  on  civil'él? divise  en  aé  heures;  tou» 
les  jours  iuov^6  sont  donc  e^ux. 

y --  • 'Z  • 

12.  Pour  parvenir  au  but  que  l’on  vient  d’ indiquer,  les  «astronomes 
ont  d’abord  snpposé  qu'un  second’ Soléll.décrivàif  uniformément  une 
éoRptique  circulaire  circonscrite  à la  véritable  orbite,  et  cela  dans  le 
méuH'  temps  que  je  vrai  $oleil  décrivait- cette  orbite,  lia  ont  en  outre 
supposé  que  ces'deux  Soleils  partaient  ensemble  dit  périgée.  Enfin  ils 
>■'  '■  V.-.  -,  ^ * - . 


>4 
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t imaginé  qii'un  troisième  Soleil  jiartait  d’un  dçs  )x>inu  équinoxiaux , 

I instant  même  où*  le  second  Soleil  y anTvait  ; et  qu’il  déciivait'  mii- 
ibrmélnent  l’^uateur  d'occident  en  orient,  dans  le  uièiiie  temps  que  le 
second  ^Feil  parconrait  jon  'rércje.  Oh  pançoit , «Éaprés  dfette^ 
thèsei.que  l’ascension  droite 'dti^rofsième  Soleik  qu’on  norome!i«i>/j-' 
sion  droite  mof^mie , ésf toujours  égale  à laloiigitude  dîi  second  ?»oleil 
on  à ÏA^^gUudc  morâme’,-  eXque  l!ulî  de  ces  istres  est  sans  déclinai-  • 
son  comme  I autre  est  sans  laütù({é>  TA  longitude  moveiine  croît  donc 
proportioniiellemenf  aû  teipjis.  Cést d'après  ce  principe  que jes 'racles 
ilu  Soleil,  catcul^qiar  Delainb're,  donnent- les  longitudes  movennes 
pour  tous  les  joqrs  de  r’nnnée,\  induit  mo^en.  '■  ' • 

I.*  distant  angulaire  du  pôj^i'gée  au  vrai  ^eil  sé  nônlaie-  anÂi^Üp,'-.  ' 
vraie/  elle  est  mesurée  |ûr  Tatigle  que  le  rayon  vecte'iif  solaîiV^  fait  • 
avec  la  ligne  -des  apsides.  j.a  dislânctf  angulaire  du  périgée’au  wcodd  • 
Soleil^  s’appelle  'anomalie  , et  enfin  la''diiréÂ>nce  dettr' 

anomidies  est  l’a^foi^n  dl/ cé>««‘.’^La‘loftgitudd  vraie  du  Sbieil'esi  - 
doii  égale  à la  lah^ûde’’>du'périg^âtipmenté^id«tT9no'inali^  vrtTe, - 
Pt  U longitude  moyenne  esf  égalé  l^la- longitude  dti  ndtigécplus-l'atiot  ‘ 


l’^iiàteur  compirrs  eirtrë-deire  méridiens  mêiÜs  jjar  1 , 

de  ces  denx  Soléils,  est  œ.qu^on  nomme  A’tS/iuUJatt  du  temfts.  T/éite*.  • 
équation  est  toujours  éyaluéé^eu  fraction' de  jour  mOyenr;  elle fMt' nulle. 
quatre  fois  dam.  Tannéey'iSt'ae.trâuve  toute  .çalçuléi'jmur  châqùo  j6nr 
dans  les  éph^érides : par  ex’emple,  on  la  tro[uve'potir  tous.tea  jbyrs’-..'- 
du  mois^  et  sous  le  titre  de'jenips  moyen  ‘au' inid! .vrai T àinta'Tsi  iCdti-  * • 
naitsance  des  Temps  et  dans  l’y/n/ni/v/ie  que  le  Bqreau  jles  LOn^tudés* 
piililie  chaque  année:  elle  sert  a faire  connaître  si  iioe  pendule  üisecrmdes 
est  bien  réglée  sur  le  temps  mOyén;  caril  fa'utpour'^la  qli’ellé niarqiie  * " 
précisi'ment  le  temps  niOveifindiqué  dans jP^phéià^di* , ^X’instant  ^ 
où  le  centre  du  Soleil  vrai  se  fi-ouve  dans  le  méridien  ' e>'-  .-jv  ' .-'-■é.  • , 

* * . • • . i 
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, \ai  second’ Soleil  donl'nous  venons  de  jMirler,  détermine,  par  ses 
retoiirsà  l’équateur  étaux  tro[>iques,  les  équinoxes  et  solstices  moyens. 
La  durée  de  se.s  retours  au  ’méine  équinoxe  ou  au  même  solstice  forme 
Yantuie  tropique -,  laquelle,  selon  les  calculs  les  pins  exacts,  est  de 
%5i,a’4aai8ia4  = 365* 5*“ 48“ 47%6459  temps  moyen,  pour  i83o. 

14.  Uepuis'la  plus  haute  antiquité  les  astronomes  ont  reconnu  que 
la  ligue  des  équinoxes  n’est  p"as  lixe  dans  le  ciel  à l’égard  des  étoiles, 
qu’elle  a an  contraire  un  mouvement  angulaire  rétrograde  ou  contraire 
au -mouvement  propre  dn  Soleil;  mais  cette  rétrogradation,  évaluée 
de  nos  jours  à environ  5o",  i par  an , n’est  jias  exactement  la  même  dans 
tous  les' 'siècles , et  c’est  ce^qui  fait  que  les  années  tropiques  sont  un  peu 
inégales.  Aigsi  le  Soleil,  pour  revenir  aux  étoiles  d’où  il  était  parti, 
mot  un.|>eu  plus  de  temps  que  pour  revenir  au  même  équipoxe.  L’««- 
yide  sidérale  étant  j’intervalle  compris  entre  Jeux  réfours  consécutifs 
aux  méines-é.toiles,  il  s’ensuit  qu’elle  est  plus' longue  que  l’année  tro- 
pique de  a o"  a 3*;  sa  valeur  est  de  365i,a563744i  7=3105j6'‘9“  io*,749t>. 
Enfin  l’on  a remarqué  que  le  point  du  périgée  a un  mouvement  direct 
de  ta"  par  an  dans  le  plan  de  l’orbe  solaire;  et  la  théorie  de  l'attrac- 
tion universelle  a appris  que  l’excentricité  de  cet  .orbe  diminue  peu  à 
peu.  Vannée  anômalislique  é^ant  l’intervalle  compris  entre  deux  pas- 
sages.cpnsécutifs  au  p<-rigée,  est  donc  elle-mérae  un  peu’plus  longue  que 
l’année  sidérale.  Sa  valeur  est  de  3<>5'',a5966o46  =;  365^6''  1 3"54%t>65. 

On  dpij  conclure  de  là  que  la  ligne  des  apsides  coïncidera  un  jour 
avec^celle  des  équinoxes,  ou  lui’ sera  (lerpendiculaire;  ptiisque  le  |ié- 
rigée  a',  par  rapport  aii  point  o d'Jries  ou  au  point  vcrnal,  un  mou- 
venient  relatif  et  annuel  de  6a".  Ainsi  les  durées  de?  saisons,  telles 
qu’elles  sont  données  à l’art.  9,  éprouveront  à la  longue  des  change- 
ments sensibles.  - _ ’ • 

C’est  encore  l’ohsgrvatip’nr  qui  a constaté  un  fait  remarquable;  sa- 
TOir,‘  que  l’orbe  solaire  se  ra|)proçhe  peu  à peu  de  l’équateur,  ou,  ce 
qui  est  de-meme,  qiVe  Tphliquité  de  l’écliptique  diminue  insetwible- 
ment  C^-tfe  diminution , qui' s’arrêtera  un  jonc  pour  se  changer  en  aug- 
ineiitàbôtl,  est'à  très  peu  'près  de  48"  par  siècle;  mais  la  th('>oiie  montre 
que  l’écliptique  et  l’équateur  ne  se  confondront  jamais.  Indépendam- 
menrde  ces  variations  fort  lentes,  et  qu’on  nomme  pour  cette  rSison 
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variatiom  séculaires , il  eu  est  d’autres  qui  dut  une  poridde  beaucoup 
plus  courte,  et  dont  nous  parlerons  par  la  suite.  Toutes  ces  variations 
ou  inégalités  qui  troublent  le  mouveraent  elliptique  du  Soleil,  sont 
connues  en  Astronomie  sous  le  nom  de,  pertiaialiont  planétaires, 
parce  qu'elles  résultent  de  l’action  que  les  planètes  exercent  sur  le  So- 
leil eu  vertu  de  la  gravitation  universelle.  Il  faut  nécessaireineut  y avoir 
egard  pour  déterminer  le  lieu  vrai  de  cet  astre  avec  (otite  la  précision 
|>ossible;  or  elles  s'évaluent  aisément  à Taide  des  nouvelles  tables  'so- 
laires dont  nous  ferons  connaître  l’usage  plus  tard  , et  qui  sont  fondées 
sur  les  tbéories  de  la  Mécanique  céleste.  * 

En  remontant  aux  valeurs  ci-dessus  de  l’année  movenne  et  de  l’an- 
née  sidérale,  on  trouve  {le  jour  mojcn  astix)nonii(^te  étant  pris  pour 
unité  de  temps  i que  la  durée  du  jour  sidéral  est  de  a3'' 56"4‘,o‘to55; 
d’ou  il  suit  que  l’accélération  diurne  des  étoiles  est  de  d'"  55‘,9o<j4  l>!»r 
rapport  au  moyén  muuveinent  du  Soleil.  . ■ ‘ * 

En  prenant  au  contraire  le  jour  sidéral  pour  unité,  le  pur  moyen 
solaire  est,  exprimé  par  3“' 56%5553.j8  ; ainsi  lorsqu’on  aura  des 
bfures  moyennes  solaires  à convertir  en  heures  sidérales,  ce  qui  .se 
pratique  très  souvent  en  Astronomie,  il  faudra  augmenter  les  premières 
de  9*, 8564^3  oiT simplement  de  io‘,  si  l’on  juge  cette  exactitude  sufti- 
sante.  Réciproquement , pour  convertir  des  heures  sidérales  en  heures 
moyennes,  on  retranchera  9*,8ag56  de  chacune  des  prem'iérèA, 

Il  résulte  de  là  qil|f  le  Soleil  moyen  achevé  sa  révohitioii  entière,  ou 
parcourt  36o“  en  a4'’  3™  50’, 555348  de  temps  sidéral;  et  que  dans  le 
meme  temps  le  mouvement  de  la  sphère  étoilée  est,  de  36o“  .^g' 8|  ,33; 
ainsi  les  jours  moyens  sQiit  aux  jours  sidéraux  dans  le  rapport  de 


36o«5.}'H',33  ■„  , ■ , . , . e 

- — ■ Dans  une  heure  solaire  movenne,  une  étoile  nxe  décrit 


par  consi-qiient  un  aro  de  t5"  a' 37", 847;- ainsi  dans  une  seconde  de 
temps  moyen' elle  parcourt  i5"’,o4 107  de  degré.  ' ■ 

Il  s’ensuit  en  outre  que,  dans  un  jour  moyen,  le  mouvement  propre 
du  .Soleil  moyen  est  de  5g' 8", 33,  et  que  cé  Soleil  ne  parcoiift  que 
35g“  5g' 9",9  dans  une  année  tropique;  ptiisque  la  létrogradatioii  des 
points  équinoxiaux  est  de  :>o".  I . ‘ ^ ‘ 
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DF  l’aîIHÉF  civile  ET  Dll  CALENDRIFB  GUÉGORIEN. 

15.  C’est  sur  l'année  tropiiiue  que  se  réglé  l’année  civile:  celle-ci 
est  tantôt  de  365  jours,  tantôt  de  366,  et  commence  au  minuit  qui  sert 
d’origine  an  premier  janvier;  quoiqu’il  eût  été  à desirer  que  les  peuples 
de ‘notre  hémisphère  eussent  pris  pour  époque,  soit  l’équinoite  du 
printemps,  soit  le  solstice  d’hiver.  Pour  concevoir  pourquoi  la  durée 
lie  l’année  civile  est  variable,  il  suffit  de  remarquer  que  si  elle  était 
constamment  de  365  jours,  son  commencement  devancerait  sans  cesse 
celui  de  la  véritable  année  tropique,  et  parcourrait  par  consi'quent 
les  diflerentes  saisons  en  rétrogradant.  Cet  inconvénient,  qui  ferait  évi- 
demment perdre  au  calendrier  un  de  ses  principaux  avantages,  celui  de 
hxer  les  mois  et  les  fêtes  aux  mêmes  saisons,  et  d’en  faire  de  cette  ma- 
niéré des  époques  remarquables  jMuir  l’agriculture,  s’élude  à l’aide  de 
l’intercalation  suivante,  adoptée  dans  le  calendrier 'grégorien  , qui  est 
celui  dont  la  plupart  des  peuples  de  l’Europe  font  usage. 

Sous  le  régne  de  Jules  César,  en  l’an  45  de  notre  ère,  il  fut  décidé 
que,  jjoiir  rétablir  l’accord  entre  les  années  solaires  et  civiles,  les  an- 
nées seraient  bissexrilex  tous  les  quatre'ans,  c’est-à-dire  de  366  jours. 
Alors  l’année  tropique,  sujiposée  de  365  jours  un  quart  seulement,  fut 
nommée  Vannée  julienne;  et  il  fallut,  par  suite, de  cette  décision,  que 
l’année  44  fût  augmentée  d’un  certain  nombre  de  jours;  ce  qui  fit  qu’on 
l’appela  Vannée  de  confusion.  Le  temps  qui  s’écoule  pendant  cent  an- 
nées juliennes  forme  la  durée  d'un  siècle,  la  plus  longue  des  périodes 
usitées  dans  la  Chronologie.  Mais  cette  intercalahon  d’un  jour  toupies 
quatre  ans,  dans  le  but  de  compenser  l’erreur  ré-sultant  de  la  suji- 
pression  d’un  quart  de  jour  dans  les  années  cominunés  ou  de  365  jovirs, 
ne  pouvait  remédier  à l’inconvénient  qu’on  voulait  éviter,  car  on 
reconnut  plus  tard  que  l’anné-e  tropique  était  pins  cxactemènt  de 
365',24j>^f*4  ou  a fort  |)eu  près;  il  fallut  donc,  j>our  empi'cher  le  dé- 
placement de  l’origine  de  l’aiinée  civile,  tenir  compte  de  o*, 007736 
dont  l’année  tropique  était  augmentée  par  ce  mode  régulier  d’inter- 
calation. Or,  en'i58i,  sous  le  |X>ntificat  de  Grégoire  X1J1‘,  l’on  y par- 
vint eii  convenant  de  supprimer  ïa  bissextile  à la  fin  de  chaque  siècle, 
pour  la  i^^tablir  à la  fin  du  quatrième,  et  en  arrêtant  que  le  5 octobre 
i.  3 
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compterait  pour  le  i5.  Dans  ces  derniers  temps,  Delambrc  a propose 
de  supprimer  cette  bLs,sextile  toiLS  les  quatre  mille  ans.  De  là  ces-deux 
règles  jx)ur  savoir  si  une  année  grégorienne  est  bissextile  ou  non  : i “ si  le 
nombre  qui  exprime  l’année  est  divisible  exactement  par  4>  cette  anin'-e 
est  bissextile;  mais  si  la  division  ne  se%it  pas  sans  reste,  l'annee  est 
commune  : ainsi  l’année  1837  a été  commune,  et  l'année  i84o  bis.sex- 
tile;  2"  quant  aux  années  séculaires,  supprimez  les  deux  z<*ros  du 
nombre  qui  les  exprime,  et  si  ce  nombre  ainsi  réduit  est  exactement 
divisible  par  4,  ces  anniV-s  ont  été  ou  seront  bissextiles.  Par  exemple, 
les  anmies  séculaires  1700  et  1800  ont  été  communes,  il  en  sera  de 
même  de  l’année  1900;  mais  l’année  aooo  sera  bissextile:  toutefois  l'an- 
née 4ooo  sera  commune  par  la  raison  donné-e  ci-dessus.  {F’oyez,  pour 
de  plus  amples  explications,  le  Traité  de  la  Sphère  et  du  Calendrier, 
par  Rivard , 8'  édition.) 

Les  Russes  et  les  chrétiens  du  rite  grec  s'en  beiinent  toujours  à la 
riTormc  julienne  ou  au  vieux  style;  aussi  comptent-ils  maintenant 
la  jours  de  moins  que  nous.  Quant  aux  Turcs,  ils  règlent  leur  aniii'e 
sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Dans  leur  calendrier,  les  mois  commen- 
çant à la  néoménie  sont  alternativement  de  3o  et  29  jours;  et  comme 
alors  leur  année  est  seidement  de  354  jours,  son  origine  parcourt  suc- 
cessivement toutes  les  saisons  en  rétrogradant. 

. ».  V- 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  FIGDBE  DE  LA  TERRE,  DE  SON  ATMOSPBI’.RE , ET  DE  LA 
RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE. 


16.  Les  premiers  voyageurs  durent  s’apercevoir  bientôt  que  la  sur- 
face de  la  Terre  n’est  pas  ce  qu’elle  semble  d'abord , un  plan  sur  le- 
quel le  ciel  s’appuie  sous  la  forme  d’une  voûte  surbaissée;  qu’elle  est 
au  contraire,  comme  nous  l’avons  supposé,  un  corps  à très  peu  près 
sphérique  que  le  ciel  enveloppe  de  toutes  parts.  En  effet,  à mesure  que 
l'on  s’avance  vers  le  midi  ou  vers  le  nord , «les  étoiles  qui  demeuraient 
constamment  sous  l’horizon  se  lèvent  et  se  couchent  alternativement , 
tandis  que  d'autres  qui  étaient  visibles  disparaissent  pour  toujours.  Il 
est  vraisemblable  en  outre  que  les  dimensions  de  la  Terre  ont  «*té  con- 
nues des  la  plus  haute  antiquité  en  Égypte  et  dans  l'Asie;  car  il  existe 
entre  plusieurs  mesures  de  <^s  temps  recuit^  et  la  longueur  «le  la  cir- 
conférence terrestre,  des  rapports  qui  ne  peuvent  pas  être  dus  au  ha- 
sard. Mais  quoique  la  connaissance  de  la  sphéricité  et  de  la  grandeur 
de  la  Terre  date  d’une  épcxjue  très  ancienne,  il  faut  cependant  arriver 
aux  temps  modernes  pour  en  trouver  une  m«>sure  assez  précise,  et 
c’«*st  celle  que  l’astronome  Picard  exécuta  en  France  vers  la  fin  du 
xvii'  siècle.  Néanmoins  la  question  délicate  de  la  véritable  figure  «le 
notre  globe  fut  agitée  de  nouveau  parmi  1««  gi'omètres,  vers  le  milieu 
du  xviii'  siècle;  et  c’était  pour  en  avoir  une  solution  indé'pendante  de 
toute  hypothèse  physi«{ue  que  des  mesures  d'arcs  de  m«'-ridiens  furent 
entreprises  au  cap  de  Bonne-Esp«-rance  par  lacaille,  à l'i'-quateur  par 
Bouguer  et  Lacondamine,  en  France  par  Cassini , en  T.aponie  par  Clai- 
raut  et  Maupertuis,  etc.  Elles  ont  prouvé,  comme  Newton  l'avait  d»'»- 
monlré  par  la  Üu^rie  de  l'attraction,  que  généralement  les  «legrés 
vont  en  croissant  «le  Tt-quateur  aux  pôles,  et  que  par  conséquent  la 
Terre,  abstraction  faite  des  aspérités  de  sa  surface,  affecte  à très  peu 
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l>r<'s  la  forme  d'un  ellij>enide  de  révoliifion.  Quant  à |)ré!*nt , il  snffif 
de  dire  que  sa  circonférence  est  de  ^^o  millions  de  mètres  et  son  rayon 
de  6 366  198  mètres,  en  la  supposant  sphérique.  . . . ' . 

17.  TIn  fluide  élastique,  rare  et  transparent,  qu’on  nomme  Vair, 
entoure  le  glèbe  terrestre  de  tous  côtés,  et  s'élève  à une  grande  hau- 
teur. Son  poids  fait  équilibre  à celui  du  mei-eure  dans  le  baromètre. 
Tout  ce  fluide,  éminemment  nécessaire  à notre  existence,  forme  l’at- 
inosphère  : il  a la  pro[>riélé  de  se  condenser  par  le  froid  et  de  se  dilater 
par  la  chaleur.  .A  mesure  que  l’on  se  transporte  dans  les  régions  éle- 
vées de  l’atmosphère,  Tair  devient  plus  rare;  et  à cause  de  sa  com- 
pressibilité, ses  couches  inférieures  sont  plus'’  denses  que  scs  couches 
supérieures  dont  elles  supportent  le  jmids.  A une  temj>éralurc  cons- 
tante sa  densité  est  proportionnelle  au  (mids  qui  le  comprime,  et  par 
conséquent  à la  hauteur  du  baromètre.  De  cette  propriété  résulte  la 
possibilité  de  mesurer  les  hauteurs  par  les  observations  b-arométriques."^ 

Nous  ne  voyons  donc  les  astres  qu’à  travers  un  fluide.  Souvent  même 
nous  les  voyons  ailleurs  que  là  où  ils  sont  réellement,  par  suite  de  la 
«léviation  qu'éprouvent  leurs  rayons  lumineux  en  traversant  l’atmo- 
sphère; car  il  est  de  fait  qu’un  de  ces  rayons,  en  passant  obliquement 
1 d’un  milieu  dans  un  autre  dont  la  densité  est  différente,  change  de  ili- 
rectiôn^  en  s’approchant  de  la  |>er|iendiculàire  à leur  surface  commune, 
élevée  au  .point  dû  il  entre  dans  le  milieu  le  plus  dense.  C’est  Cet  effet 
qal'iil^aoiaatcriifraction.  Le  rayon  direct  et  le  rayon  réfracté  forment, 
perpendiculaire,  deux  angles,  dont  l’un  est  l’angle  d’inci- 
dençe  ét  l’autre  Tangle  de  réfraction  : or,  les  siiitis  de  ces  deux  angles 
sont  toujours  dans  un  rappoi-t  constant.  1,’expérieiice  prouve  aussi 
‘ que  .la  iéfraclion  des  rayons  sur  une  même  surface  croit  avec  leur 
obliquité,  et  que  la  forcé  réfringente  de  l’air  est  proportionueWe  à sa 
densité. mesurée  par  la  pression  qu’il  éprouve  ou  |»ar  la  hauteur  du 
• '•baromètre.  Enfin  lorsqu’un  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  l’air  à 
la  température  de  la  glace  fondante  et  sous  la  pression  barométi'irpie 
deo“,76,  le  sinus  de  réfraction  est  au  sinus  d’incidence  comme  l’unité 
est  à 1,000294 33a I.  ^ 

La  densité  des  couches  d'air  augmentant  progressivement  depuis  les 
limites  de  l’af mosjibere.  jusïju’à  la  surface  de  la  Terre,  il  s’ensuit  qu’un 
rayon  lumineux  qui  traverse  obliquement  toutes  ces  couches  suppo- 
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sées  spbt'riques,  concentriques,  en  équilibre  et  d’une  épaisseur  inti-  * 
niment  petite, 'arrive  à nous  en  suivant  une  courbe  concave  vers  la 
surface  terrestre;  mais  comme  nous  snpposons  toujours  les  objets  sur 
la  direction  même  des  rayons  que  nous  en  recevons,  nous  rapportons 
les  astres  au  point  du  ciel  qui  se  trouve  sur  la  tangente  à la  courbe  ou 
trajectoire  décritii  par  le  rayon  lumineux,  au  point  où  nous  sommes. 
L’angle  que  cette  tangente  fait  avec  la  droite  menée  de  notre  ueil  au 
lieu  réel  de  l’astre  est  donc  la  réfraction  qui  affecte  la  bauteur  observée 
de  l’astre  au-dessus  de  l’borizon.  ■ . 

18.  On  conçoit,  par  l’explication  succincte  rie  ce  phénomène,  le- 
quel parait  être  dû  à l’actioii  que  les  corps  exercent  sur  la  lumière, 
que  la  réfraction  astronomique  ou  plutôt  atmosphérique  est  la  plus 
grande  possible,  lorsque  les  astres.sont  à l’burizou;  qu’elle  diminue  à 
mesure  qu’ils  s’élévent'au-dessiis  de  ce  plan , et  qu‘elle  est  nulle  lorsque 
les  astres  passent  au  zénitb.  , 

> L’effet  de  la  réfraction  est  donc  de  faire  paraître  les  astres  plus 
^ vés  qu’ils  ne  le  sont  effectivement,  et  n’a  lieu  que  dans  le  sens  ver- 
tical. Ainsi,  Ja  bauteur  angulaire  d’uu  astre  observé  de  la  surface  de  la 
Terre , est  une  hauteur  apparente  qu’il  faut  diminuer  de  la  réfraction 
pour  avoir  la  hauteur  vraie. 

il  résidtc  de  là  que  la  valeur  de  la  réfraction  dépend  de  la  bauteur 
apparente  d’nn  astre,  ou,  comme  l’on  dit,  a pour  argument  cette  liaii- 
tetir  apparente.  , 

l.a  réfraction  au-dessus  de  lo  degrés  de  hauteur,  toutes  choses 
d’ailleurs  égales,  ne  dépend  sensiblement  que  de  l’état  du  baromètre 
et  du  thermomètre  dans  le.  lieu  de  l’observation.  Plusieurs  géomètres 
ont  chCTché  à en  assigner  les  luis,  et  l.aplace,  particidiérement , est 
parvenu , par  une  savante  analyse , à la  déduire  de  formules  qui  satis- 
font complètement  aux  observations,  et  .qui  sont  fondées  sur  l’hypo- 
thèse que  la  loi  de  densité  des  couches  aériennes  tient  à peu  près  le 
milieu  entre  une  progression  géométrique  et  une  progression  arithmé- 
tique'. Mais  à une  hauteur  plus  petite  que  lo  degrés,  à l’horiaon  sur- 
tout, la  réfraction  éprouve  souvent  des  variations  si  irrt‘guliert‘s,  qu’elle 
se  refuse  à toute  théorie  mathémajique. 
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CHAPITRE  Y. 

m irtOI  VF.MEJtT  DE  LA  TERRE  ACTOIIR  OC  SOLEIL;  DES  LOSfGITTDES  ET 
LATITIDES  CÉOGRAPHIQCES,  ET  DES  DIFFÉRESTES  PARALLAXES  DES 
ASTRES. 


19.  Dans  tout  ce  qui  précédé  sur  le  spectacle  de  l'unis'ers,  le  Soleil 
est  supposé  en  mouvetneut  autour  de  la  Terre  ; mais  U est  très  pro- 
bable que  ce  mouvement  n’est  qu'apparent,  et  n’est  dû  qu’à  une  illu- 
sion d’optique  semblable  à celle  qu’éprouve  uii  voyageur  lorsque, 
ét^it  entraîné  par  le  courant  d’un  fleuve,  il  eu  fixe  les  rivages,  et  leur 
attribue  un  mouvement  contraire  à celui  par  leipiel  il  est  emporte 
réellement.  En  efiét  l'hypotbése  la  plus  simple  est  d'adujetü'c  que  la 
Terre  tourne  sur  elle-même  il’occiJent  en  orient  en  a4  heures  sidé- 
rales, et  autour  du  Soleil  dans  l’espac^d’un  an,  en  décrivant  une  or- 
bite dont  le  centre  du  Soleil  occupe  un  des  foyers;  mais,  dans  l'une 
comme  dans  l’autre  supposition,  les  apparences  des  mouvements  cé- 
lestes sont  les  mêmes.  . 

Jja.  Terre  décrit  donc  l’écliptique  dans  le  sens  même  du  muiixeuient 
apparent  du  Soleil , c’est-à-dire  d’occident  eu  orient , et  son  axe  de  ro- 
tation est  emporté  dans  l’espace  parallèlement  à lui-même.  ,Ain.si, 
quand  le  Soleil  nous  parait,  par  exemple,  au  point  équinoxial  du  prin- 
temps, la  Terre  est  léelleraent  au  point  opposé^  ou  à celui  d'automne. 
Cela  posé,  si,  jiar  le  centre  S du  Soleil  ! Jig.  3),  on  conçoit  à la  ligne 
des  équinoxes  T T une  parallèle  St',  le  point  T'  sera  celui  d’où  l’on 
comptera  la  longitude  T'S'  de  la  Terre;  tandis  que  l'angle  sera  la 
longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil , puisqu’un  observateur  en  T rap- 
l>orte  le  dernier  astre  en  un  point  S'  de  l’orbite  terrestre.  ,\insi  la  lon- 
gitude hélioventr'ufue  de  la  Terre,  ou  mesurée  du  Soleil,  est  de  iSo" 
plus  grande  que  la  longitude  gebcentn^Me  du  Soleil,  ou  nie.su  iw  de  la 
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Terre;  ce  qui  s’exprime  ainsi. 

long,  i = long.  O i8o“, 

c’est-à-clire  longitude  de  la  Terre  = longitude  de  Soleil  ■+■  i8o“. 

ün  entend  par  périhélie  le  point  où  la  Terre  est  le  plus  prés  du  So- 
leil , et  |>ar  aphélie  celui  où  elle  en  est  le  plus  éloignée.  Ces  deux  points, 
qui  forment  les  extrémités  du  grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  sont  res- 
pectivement P,  A.  Si  donc  a et  fl  sont,  l’un  la  longitude  du  périliélie, 
l’autre  celle  du  périgée.  Ton  aura,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit, 

•,  , O = n + i8o“. 

20.  En  considérant  toujours  la  Terre  comme  une  sphère,  tous  les 
points  de  sa  surface,  dans  leur  mouvement  diurne  autour  de  l’axe  du 
inonde,  décrivent  des  cercles  parallèles  entre  eux,  lesquels,  comme 
dans  la  sphère  céleste , sont  nommés  simplement  parallèles,  lorsqu'ils 
sont  inégalement  éloignés  des  pôles.  L’équateur  terrestre  est  donc  le 
* cercle  dont  le  plan  coïncide  avec  celui  de  l’équateur  céleste  et  partage 
la  surface  du  globe  en  deux  hémisphères,  qui  ont  pour  centre  l’un  le 
pôle  boi%al,  l’autre  le  pôle  austral.  Ces  deux  pôles  sont  nécessaire- 
ment situés  sur  l’axe  du  monde,  et  correspondent  par  conséquent  à 
ceux  de  la  sphère  céleste. 

Le  méridien  d’un  lieu  est  de  même  le  cercle  qui  passe  par  ce  lieu 
et  par  les  pôles  de  la  Terre.  Le  premier  méridien  est  celui  auquel  on 
est  convenu  de  rapporter  tous  les  autres.  .Anciennement,  et  depuis 
Ptolémée,  les  géographes  prenaient  pour  premier  méridien  celui  qui 
passe  par  Ttle  de  Fer,  l’une  des  plus  occidentales  des  îles  Canaries. 
Cet  usage  s’introduisit  en  France  sous  le  règne  de  l.ouis  Xlll;  mais 
plus  tard  les  géographes  (ranimais  se  décidèrent,  à l'instar  de  l’.Académie 
des  Sciences  de  Paris,  à compter  les  longitudes  du  méridien  de  l’Ob- 
servatoire royal  de  cette  ville. 

L’angle  de  deux  méridiens  est  mesuré  par  l’arc  de  l’équateur  qu’ils 
interceptent.  Cet  arc  se  nomme  longitude  terrestre  ou  dij)'érem-c  des 
méridiens , en  tant  que  l’un  des  méridiens  est  ou  n’est  pas  considéré 
comme  le  premier.  La  longitude  se  compte  sur  l’équateur,  de  part  et 
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d’autre  ilu  méridien,  et  peut  par  conséquent  être  orientale  ou  occi- 
dentale; elle  se  compte  aussi  dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation 
de  la  Terre,  c’est-à-dire  d’occident  en  orient,  et  depuis  o”  jusqu’à  36o"; 
cela  est  indifférent  pourvu  qu’on  en  avertis.se.  . ’ ^ 

Il  suit  de  là,  et  de  ce  qui  a été  dit  (art.  1 1),  quelorsqu’il  est  midi 
vrai  au  méridien  de  Paris,  par  exemple,  il  n’est  que  ti'',  temps  vrai, 
au  méridien  d’un  autre  lieu  dont  la  longitude  occidentali',  par  rapport 
a cette  ville,  est  de  i5®.  Au  contraire,  il  est  une  heure  après-midi  dans 
un  lieu  situé  à l’orient  de  Paris,  et  dont  la  longitude  orientale  «tst  de 
meme  de  i5“.  Ce  que  nous  disons  du  temps  vrai  doit  s'entendre  aussi 
du  temps  moyen  et  du  temps  sidéral.  , ^ ' 


2i.  •Sur  la  Terre  sphérique,  la  plus  courte  distance  de  deux  points 
est  tiéterminée  par  l’arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  ces  deux  ]>oints, 
et  la  distance  d’un  lieu  à Véquateur  est  l’arc  du  méridien  de  ce  lieu, 
compris  entre  son  parallèle  et  la  ligne  équinoxiale  ou  l’équateur  ter- 
restre; c’est  cette  dernière  distance  que  l’on  nomme  latihtde  geogrrt-  •» 
phique , ou  simplement  Inlitude  : il  est  nécessaire  d'indiquer  si  elle  est 
australe  ou  boréale.  ' 

Ea  latitude  d’un  lieu  est  égale  à la  hauteur  du  pôle  sur  l'horizon 
du  même  lieu,;  car  la  latitude  et  la  hauteur  tlu  pôle  ont  l’iinét  l’autre 
pour  complément  au  quart  du  méridien,  la  distance  de  ce  lieu  au 
p«'>le  élevé.  On  entend  par  colatitude  le  complément  de  la  hauteur  du 
jx')le.  ■ * 

Quelle  que  soit  la  ligure  de  la  'l'erre,  la  latitude  géographique  d’un 
lieu , ou  la  hauteur  apparente  du  pôle , est  l’angle  que  la  normale  à la 
surface  terrestre  en  ce  lieu  fait  avec  le  plan  de  l’équateur.  La  surfece 
de  la  Terre  diffère  peu  de  celle  d’un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  l’axe 
de  rotation  représente  celui  des  jjôles,  comme  on  le  verra  par  la  suite. 
Ainsi,  la  latitude  géographique  du  point  .A  {Jiÿ.  4),  situé  entre  le  |Kile 
P et  le  point  E de  l’équateur,  a pour  mesure  l'angle  ALE  que  la  nor- 
male .AN  à l’ellipse  génératrice  P.VE,  ou  au  méridien  de  A,  lait  avec 
le  rayon  CE  de  l’équateur.  Cette  nortnale,  prolongé>e dans  le  ciel,  dé- 
termine le  zénith  Z apparent,  tandis  que  le  rayon  terrestre  C.A  pro-, 
longé  également,  détermine  le  zénith  vrai  Z',  ou  le  zénith géocenlrique. 
Dans  la  nature,  l’angle  de  la  verticale  ou  normale  .ATÏ,  avec  le  rayon 
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\C,  est  toujour*  très  petit;  néanmoins  il  est  des  ças  où  il  faut  en  tenir 
compte.  Cet  angle  qst  évidemment  la  différence  entre  la  latitude  appa- 
rente ALE  et  la  latitude  géocentricpie  -\CE;  puisque,  par  la  propriété 
de  l’angle  extérieur  au  triangle  CL.L,  l’on  a angle'.\LE  = angle  ACE  -|- 
angleCAL.  ‘ • • 

De  même  qu’un  point  est  donné  sur  un  plan  par  scs  distances  à 
deux  droites  fixes,  de  même  la  position  d’un  lieu  sur  la  Terre  e.st 
déterminée  par  sa  longitude  et  sa  latitude.  La  Géographie  mathéma- 
tique est  toute  fondée  sur  la  détermination  de  ces  deux  coordonnées. 
Il  est  même  d'usage , maintenant,  d’ajouter  pour  troisième  coordonnée 
d’un  point  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  des  mers,  et  de  la  dési- 
. gner  par  altitude;  parce  qu’un  objet  terrestre  n’est  compléfemetit 
connu  de  position  qu’au  moyen  de  ses  trois  coordoqjiées  géogra- 
phiques. . " . . s • 

22.  1 ^es  plans  des  cercles  polaires  de  la  sphère  céleste  déterminent, 
parleurs  intersections  avec  la  surface  de  la  Tern;,  deux  cercles  cor- 
respondants de  meme  dénomination:  il  en  est  ainsi  des  tropiques.  La 
zone  comprise  sur  la  Terre  entre  les  deux  tropiques,  forme  la  zone 
torride;  parce  que  les  peuples  qui  l’habitent,  ayant  pendant  deux 
fois  l’an  le  Soleil  d’aplomb  sur  leurs  tètes,  éprouvent  une  chaleur 
“ excessive.  Les  deux  zones  comprises  entre  les  tropiques  et  les  cercles 
polaires,  forment  les  zonei  tempérées  ou  plus  douces  ; et  enfin  les  deux 
parties  restantes  de  la  surface  terrestre  conqiosent  les  zones  glaciales. 

l.es  peuples  situés  à l’équateur  ont  la  sphèiv  droite , parce  que  l’axe 
du  monde  étant  alors  dans  le  plan  de  leur  horizon,  toutes  les  étoiles 
décrivent  des  cercles  perpendiculaires  à ce  plan;  mais  entre  l’équateur 
et  le  pôle  élevé,  ils  ont  la  sphère  oblique , comme  le  représente  la  Jiÿ.  i . 
tieux  qui  seraient  aux  pôles  memes  auraient  la  sphère  parallèle , parce 
que  l’équateur  serait  parallèle  à l’horizon  des  pôles:  dans  ce  cas,  les 
étoiles  ne  se  lèvent  ni  ne  se  couchent  jamais,  puistju’elles  décrivent 
toutes  des  cercles  parallèles  à cet  horizon. 

Il  est  bien  aisé  de  se  rendre  compte  des  différentes  longueurs  des 
jours  et  des  nuits  à diverses  époques  de  l’année,  eu  égard  à ces  trois  po- 
sitions de  la  sphère.  Nous  entendons  ici,  par  jour  et  par  nuit,  le  temps 
de  la  présence  et  de  l’absence  du  .Soleil  sur  l’horizon  de  l’observateur. 

1.  4 
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23.  La  distance  qui  nous  sépare  tles  étoiles  est  si  grande,  que  les 
droites  menées  de  l’une  d’elles  aux  centres  de  la  Terre  et  du  Soleil , ne 
feraient  aucun  angle  sensible;  c’est  cet  angle  que  les  astronomes  dé- 
signent sous  le  nom  de  pamlhixe  annuelle  ou  du  grand  orbe  : les 
étoiles,  même  les  plus  brillantes,  n’ont  pas  de  parallaxe  appréciable. 

U n’en  est  pas  ainsi  des  planètes,  et  l’on  s’est  même  assuré  (pie  Tangle 
seuls  lequel  on  verrait  de  leur  centre  le  demi-diamètre  terrestre,  est  de 
plusieurs  secondes. 

Supposons,  par  exemple,  un  observateur  en  A [Jig.  5),  sur  la  sur- 
face de  la  Terre  sphérique,  et  considérons  le  Soleil  S ït  l’horizon  sen- 
sible A.S;  la  futrallajce  finriznntale  de  cet  astre  sera  mais  si  le 

.Soleil  est  élevé  sur  l’horizon,  comme  en  S',  l’angle  A.S'C  sera  la  paral- 
laxe de  hai^eiir,  laquelle  est  évidemment  ]>lus  petite  que  la  premieie , 
en  supposant  que  8.S' fasse  partie  de  Tare  diurne,  ou  de  celui  tpie  le 
•Soleil  décrit  pendant  sa  présence  sur  Thorizoïi.  Ainsi,  la  parallaxe  de  ‘ " 
hauteur  décrijit  pwgressivement  depuis  l’horizon  où  elle  est  à son 
jusqu’au  zénith  où  elle  est  nulle.  Son  elTet  est  tout  entier 
dans  un  plan  vertical  et  contraire  à celui  de  la  réfraction  'art.  18  , ' 

puisque  nous  voyons  un  astre  moins  élevé  que  si  nous  étions  au  centre 
' de  la  Terre,  et  cela  d’une  quantité  égale  à la  parallaxe. 

I-a  Terre  s’éloignant  ou  se  rapprochant  continuellement  du  -Soleil,  ' 
il  est  évident  que  la  parallaxe  horizontale  solaire  n’a  pas  une  valeur 
constante;  sa  valeur  moyenne  est  de  8", 58.  La  parallaxe  de  la  Lune  est  ^ 
bien  plus  grande,  puisqu’elle  est  quelquefois  de  plus  d’un  degré. 

2 t.  Dans  le  cas  de  la  Terre  elliptique,  il  ne  laut  pas  toujours  con- 
fondre la  parallaxe  horizontale  avec  la  plus  grande  parallaxe  de  hau- 
teur, comme  cela  était  permis  dans  Thypothese  précédente.  En  effet, 
pour  un  observateur  en  .\  (Jig-  6 j sur  le  méridien  elliptique  PA,  la  pa-  ' 
rallaxc  hori/outale  de  Tastre  S est  l’angle  S du  triangle  obliquangle 
A.SC  formé  par  l’horizontale  ou  tangente  AS,  le  rayon  CA  de  la  Terre 
au  point  A et  la  dcstance  CS.  Or,  en  supjKisant  Tastre  en  S'  au-dessous 
de  l’horizon,  et  à l’extrémité  delà  droite  AS'  perpendiculaire  au  rayon 
AC,  Tangle  S'  sera  la  plus  grande  parallaxe  de  hauteur,  relativement 
à une  sphère  du  rayon  dont  il  s’agit  : Tangle  .S  est  donc  en  général  pins 
petit  que  .S'.  Cependant  il  est  des  astronomes  qui,  en  parlant  dans  leurs 
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écrits  de  la  parallaxe  horizontale,  veulent  dé-signer  l’angle  S'.  Lorsque 
le  lieu  A de  l'observateur  est  sur  l'équateur  même,  la  parallaxe  hori- 
zontale, ({ui  est  aussi  la  plus  grande  parallaxe  de  hauteur,  se  numinc 
pamUoJce  éqitatoriale.  * 

Iiulé|)en(lainniei)t  des  parallaxes  dont  nous  venons  de  parler,  il 
en  est  d’autres  qu’il  est  utile  de  connaître;  ce  sont  les  parallaxes  d’as- 
cension droite  et  de  déclinaison , celles  de  longitude  et  de  latitude  r 
celles-ci  n’existeraient  pas,  si  la  plus  grande  parallaxe  de  hauteur  était 
nulle.  Toutes  résultent  de  ce  que  le  rayon  terrestre  est  comparable  à la 
distance  de  la  Tern-  à l’astre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  do  ce  que 
deux  observateurs,  l'un  placé  au  centre  C de  notre  globe  [Ji§.  7), 
l'autre  ü la  surface  A-,  ne  rapporteraient  pas  un  astre,  la  Lune  L par 
exemple,  au  meme  point  du  ciel.  L«  lieu  L"  d’un  astre  L vu  du  centre 
C «le  la  Terre  s’appelle  le  lieu  vrai,  et  le  lieu  L'  vu  «le  la  surface  ter- 
lestre,  se  nomme  le  lieu  apparent. 

Il  résulte  de  là  que  ces  deux  lieux  étant  distin«rts  sur  la  sphere.  cé- 
leste, l’ascension  droite  et  la  déclinaison  vraies,  ou  la  longitude  et  la 
latitiule  vraies  diffèrent  en  général  «le  l’ascension  droite  et  de  la  décli- 
naison apparentes. 

La  parallaxe  de  déclinaison  est  la  différence  entre  la  déclinaison 
vraie  et  la  déclinaison  apparente;  il  en  est  de  même  de  la  parallaxe 
d’ascension  droite  ou  d’angle  horaire , et  des  autres  parallaxes.  En 
«dïet , soit  Y le  point  équinoxial  du  Bélier,  y /"/'  l’équateur  et  P le  pôle. 
Si,  par  le  lieu  vrai  L"  et  le  lieu  apparent  L'  de  l’astre  L,  on'  con«^it 
deux  cercles  «le  déclinaison  PL'/',  PL'/',  l’arc  v/'  de  l’équateur  s«’ra 
l’ascension  vraie*  et  l’arc  y/'  rasccnsioii  «Iroite  apparente;  et  d apres 
la  déliuition  ci-dessus,  mesure  de  l’angle  sph«‘rique  /'P/',  sera  la 
parallaxe  d’ascension  droite  ou  d’angle  horaire.  l)e  meme,  l’arc  /'L" 
représentant  la  déclinaison  vraie,  tandis  «pie/'L'  repn'-sente  la  décli- 
naison apparente,  il  suit  de  là  que  la  «lifférence  «le  ces  dejix  arcs  sera 
la  parallaxe  de «léclinaison . Euiin,  Z étant  le  zénith  du  lieu  A,  et  l’arc 
ZL'L'  le  vertical  de  l’astre  L,  l’angle  L'LL'  sera  la  parallaxe  de  hau- 
teur, et  l’angle  PZL"  l’azimut  de  l’astre  «lont  il  s’agit,  puisque  ZP  est  le 
méridien  du  lieu  A. 

*28.  Maintenant,  si  l’on  considère  l’arc  céleste  y /'/'  comme  l’éclip- 
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tique,  et  1’  comme  le  p>le  de  ce  cercle,  la  plupart  des  dénomiuations 
précédentes  cliangeroiit  nécessairement;  car  on  voit  bien  que  les  ascen- 
sions droites  seront  des  longitudes,  et  les  déclinaisons  des  latitudes: 
aiflsi  la  parallaxe  d'ascension  droite  prendra  le  nom  de  parallaxe  de 
longitude,  et  la  parallaxe  de  déclinaison  le  nom  de  parallaxe  de  lati- 
tude. Les  étoiles  sont  dépourvues  de  toutes  ces  espèces  de  parallaxes. 

27.  A la  rigueur,  le  rayon  terrestre  CA  prolongé  dans  le  ciel,  ne 
se  confondant  pas  toujours  avec  la  verticale  du  ]>oint  A,  il  existe  aussi 
pour  cette  raison  deux  sortes  d’azimut  : l’un  est  l’aziinut  vrai,  qui  est 
relatif  au  zénith  géocentrique  indiqué  par  le  rayon  de  la  Terre;  l’autre 
l’azimut  apparent , qui  se  rapporte  au  zénith  de  même  dénomination , 
et  qui  est  le  seul  qu’on  obsi'rve;  mais  nous  n’aurons  par  la  suite  aucune 
occasion  d’avoir  égard  à la  parallaxe,  d'azimut. 
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CHAPITRE  VI. 


m;  MOUVEMEKT  ET  DES  PHASES  DE  LA  LDSE;  DE  SES  PRIHCIPALES 
INÉGALITÉS  ET  DE  SON  ACTION  SDK  LES  EAUX  DES  MERS. 


28.  La  Terre,  en  décrivant  son  orbe  autour  du  Soleil,  est  accom- 
pagnée de  son  satellite,  c’est-à-dire  de  la  Lune,  qui,  par  son  mouve- 
ment propre  d’occident  en  orient,,  décrit  elle-même  une  ellipse  dont  le 
centre  de  la  Terre  occupe  un  des  foyers.  L’orbe  lunaire  est  incliné  sur 
l’écliptique  de  5“ 9'  environ,  et  rencontre  cette  courbe  en  deux  points 
opposés  qu’on  appelle  nœuds  de  la  Lune;  ainsi  la  ligne  des  noeuds  est 
la  droite  qui  joint  ces  deux  [loints.  On  entend  par  nœutl  ascendant  Q 
relui  que  traverse  la  Lune  jiour  entrer  dans  l’hémisphère  boréal  ou 
supérieur;  Y aMre.  esX\e,.nœiul  descendant  y. 

' La  Lune  n’est  point  lumineuse  par  elle-même;  elle  n’est  visible  que 
parce  que  sa  surface  a la  propriété  de  réfléchir  la  lumière  qu’elle  re- 
<;oit  directement  du  Soleil,  puisqu’elle  s’éclipse  quand  la  Terre  est  in- 
terposée entre  elle  et  cet  astre.  L’observation  répétée  des  taches  lixes  et 
nombreuses  qui  sont  répandues  sur  son  disque,  a fait  connaître  qu’elle 
nous  présente  à peu  près  le  même  hémisphère;  mais  les  taches  qui  en 
avoisinent  le  bord,  tantôt  s’en  a^rochent,  tantôt  s’en  éloignent.  Ce 
balancement,  qui  n’est  qu’apparent,  se  désigne  sous  le  nom  très  ex- 
pressif de  libration  : il  résulte  de  ce  que  la  Lune,  en  parcourant  son 
orbite  dai)s  l’espace  de  ay*!,  ne  tourne  pas  sur  elle-même  exactement 
dans  le  même  temps.  Ce  mouvement  de  rotation  a lieu , comme  celui 
de  la  Terre,  d’occident  en  orient. 

Les  astronomes  ont  reconnu  eu  outre  que  la  Lune  n’a  pas  d’atmo- 
sphère sensible;  ainsi  elle  ne  peut  être  habitée  par  des  êtres  de  notre 
nature. 
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29.  phases  de  la  Lune  .sont  les  différents  aspects  sous  lesquels 
elle  se  présente  k nous.  Par  exemple , elle  est  pleine  quand  son  disque 
est  totalement  é-clairé ; /louee/Ze  quand  son  disque  est  privé  de  lumière, 
et  dans  ses  quartiers  lorsqu’elle  ]>arait  en  demi-cercle.  L’explication 
de  ces  diverses  apparences  ne  présente  aucune  difliculté,  si  l’on  fait 
attention  que  la  révolution  de  la  Lune,  qui  a lieu  d’occident  en  orient, 
s’effectue  en  beaucoup  moins  de  temps  que  celle  du  Soleil  dans  le 
même  sens;  car,  en  supposant  la  Terre  immobile , le  .Soleil  décrit  son 
orbe  en  365^^  environ,  et  la  Lune  au  contraire  ilécrit  le  sien  en  27'^. 

Il  suit  de  là  que  si  un  certain  jour  la  Lune  est  entre  la  Terre  et  le  So- 
leil, c’est-à-dire  en  conjonction,  elle  paraîtra  bientôt  après  à l’orient, 

|iar  rapport  à cet  astre.  Dans  sa  position  primitive , elle  rt'pond  au  même 
point  du  ciel  que  le  Soleil,  et  sa  partie  éclairée  est  invisible  pour  nous; 
alors  elle  est  nouvelle.  Un  jour  ou  deux  après  la  conjonction  rf,  la 
Lune  parait  en  forme  de  croissant  dont  les  pointes  ou  cornes  sont  tour- 
nées vers  l’orient.  Peu  à peu  ce  croissant  s’élargit,  parce  que  la  dis- 
tance angulaire  de  la  Lune  au  Soleil,  ou  son  élongation , augmente  de 
plus  en  plus.  Lorsque  cette  distance  est  de  90°,  la  Lune  est  dans  son 
premier  quartier;  et  lorsque  la  Lune  se  trouve  en  opposition  » avec  le 
Soleil,  ou  éloignée  de  lui  de  i8o“,  elle  est  pleine.  Ensuite  les  mêmes  '* 
plias««  reparaissent,  mais  dans  un  ordre  inverse;  c’est-à-dire  que 
c|uand  la  Lune  est,  ]»ar  exemple,  éloignée  de  370"  du  Soleil,  elle  est 
dans  son  dernier  quartier,  et  {unir  lors  la  partie  éclairée’ de  son  disque 
est  à l’orient.  Ces  quatre  principales  phases  se  succèdent  tous  les  sept 
à huit  jours,  et  prouvent  que  la  Lune  est  un  corps  sensiblement  tphé- 
rique. 

I,es  points  de  conjonction  et  d’opposition  s«‘  nomment  .y:y'gic#,  et 
les  autres  points  |tar  lesquels  pa.sse  la  Lune,  et  qui  sont  à égale  distance 
des  syzygies,  se  nomment  quadratures  Q.  Quant  aux  points  également 
distants  des  syzygies  et  des  quadratures , on  les  ap|>elle  octans. 

l-.a  partie  de  cet  astre  qui  est  privée  de  la  lumière  directe  du  .Soleil , 
n’est  pas  cependant  tout-à-iàit  invisible,  parce  qu’elle  est  un  peu  é-clai- 
rée  par  les  rayons  solaires  que  la  Terre  réllé-cbit;  c’est  cette  faible 
lueur  (pi’on  nomme  lumière  cendrée. 

Il  ne  faut  pas  croire  pourtant,  d’après  ce  qui  précèrle,  qu’il  y ait 
éclipse  de  .Soleil  à chaque  conjonction,  et  éclipse  de  Lune  à chaque  op- 
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position;  car  le  premier  phénomène  ne  peut  arriver  que  quand  la 
Lune  se  trouve  précisément  entre  la  Terre  et  le  Soleil,  et  le  second 
phénomène , que  quand  la  Terre  est  précisément  entre  le  Soleil  et  la 
Lune,  auquel  cas  celle-ci  est  plongée  en  tout  ou  en  partie  dans  l’ombre 
de  la  Terre. 

50.  Nous  avons  dit  ci-dessus  que  la  Lune , après  ■x’}  jours  | environ, 
revenait  au  même  cercle  de  latitude  où  elle  se  trouvait  à son  ilépart; 
mais  |K>ur  qu’elle  rejoigne  le  .Soleil  il  lui  faut  au  moins  deux  jours  de 
plus.  Ainsi  il  s’écoule  ag  jours  .j  d’une  conjonction  a l’autre;  c’est  là  ce 
qui  constitue  le  mois  sjrnodiquc  ou  une  lunaison.  Plus  exactement  ce 
mois,  qui  est  l’intervalle  moyen  entre  deux  nouvelles  ou  deux  pleines 
Lunes,  = aq*  ia''44“  3*.  Le  temps  que  la  Lune  emploie  pour  faire  sa 
révolution  sidérale  d’occident  en  orient  est  de  ay"  7'’43“*  i a‘;  mais 
elle  met  7"  de  moins  pour  revenir  au  même  (>quinoxe:  c’est  ce  ipi’on 
nomme  le  mois  tivpique  ou  périodique.  Dans  l’usage  civil  on  compte 
les  mois  synodiques  alternativement  de  aget  3o  jours;  or,  une  année 
lunaire  étant  conqiosée  de  la  lunaisons,  se  trouve  être  de  1 1 jours  plus 
courte  qu’une  année  solaire  commune. 

« 

51.  La  Lune  a un  mouvement  très  irrégulier  dans  son  orbite;  cela 
tient  à ce  que  son  mouvement  elliptique  est  sans  cesse  troublé  par  l’ac- 
tion du  Soleil  et  des  planètes  environnantes.  Les  géomètres  et  les  astro- 
nomes ont  constamment  réuni  leurs  efforts  pour  tâcher  d’en  compléter 
la  théorie;  et  ceux-ci  ont  remarqué,  depuis  un  temps  immémorial,  que 
les  lueuds  de  l’orbite  lunaire  ont  un  mouvement  rétrograde  irrégulier 
'et  tellement  rapide,  qu’ils  parcourent  l’écliptique  en  18  ans^-environ. 

.>2.  On  conçoit  bien  «pic  pour  connaître  exactement  le  lieu  de  la 
Lune,  c’est-à-dire  sa  véritable  position  dans  son  orbite,  il  faut  d’abord, 
comme  |>our  le  Soleil,  consiilérer  son  mouvement  purement  ellip- 
tique, et  ensuite  avoir  égard  à toutes  les  in^alités  périodiques  et  sécu- 
laires.qui  affectent  ce  mouvement.  Ia  plus  considérable  des  inégalité-s 
périodiques  est  Vévedion , qui  diminue  l’équation  du  centre  daos  les 
syzygies  et  l’augmente  dans  les  quadratures;  elle  est  proportionnelle 
au  sinus  du  double  de  la  distance  angulaire  de  la  Lune  au  Soleil, 
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moins  l’anomalie  moyenne  de  la  Lune;  et  la  période  est  environ  de 
3i't^.  Une  autre  inégalité  assez  grande  se  manifeste  dans  les  syzygies  et 
les  quadratures,  et  est  proportionnelle  au  simis  du  double  de  l’élon- 
gation; elle  se  nomme  variation  : sa  durée  est  d’une  demi-révolution 
syiiodique.  Enfin  le  mouvement  angulaire  de  la  Lune  s’accélère  ou  se 
ralentit  annnellement,  quand  le  Soleil  s’éloigne  ou  se  rapproche  de 
la  Terre;  ce  qui  forme  une  troisième  inégalité  dwignée  sous  le  nom 
iV équation  annwUr , laquelle  a pour  argument  l’anomalie  moyenne  du 
Soleil  : sa  période  est  d'une  année  solaire  anomalistique  l art.  1 1;. 

A ces  trois  inégalités  très  sensibles  se  joignent  beaucoup  d’autres, 
mais  très  petites,  que  les  tables  lunaires  donnent  le  moyen  d’appré-  , 
cier;  aloi-s,  en  les  réunissant  toutes  à la  longitude  moyenne,  on  obtient 
la  longitude  vraie.  En  Astronomie,  le,s  j>etiu*s  quantités  qu’on  ajoute 
aux  valeurs  moyeniies,  pour  avoir  les  valeurs  vraies,  .se  nomment 
équations. 

Pour  plus  de  clarté,  soient  vN  l’écliptique  \Jiÿ.  8),  P le  pile  boréal 
de  ce  cercle,  T le  point  équinoxial  du  printemps,  NL  l’orbite  de  la 
Lune,  L son  lieu  vrai,  et  T la  Tem>.  On  aura  par  les  tables,  la  lon- 
gitude T N du  luciid  Q,  la  distance  de  ce  nonid  au  périgée  p,  l’ano- 
malie vraie  pL,  l’inclinaison  LNL'  de  l’orbite,  et  par.suile  la  longi- 
tude tL',  la  latituile  l.V  et  le  rayon  vecteur  TL. 

Nous  ne  pouvons  citer  toutes  les  inégalités  qui  allt*ctent  les  éléments  ^ 
de  l'orbe  lunaire,  parce  qu’il  n’entre  pas  dans  notre  plan  de  traiter 
cette  matière  avec  tous  les  détails  dont  elle  i-st  suscepfible  : nous  fe- 
rons cependant  remarquer  encore,  à cet  égard,  que  le  périgée  de  la  • 
Lune  a un  mouvement  direct  et  irrégtdier,  et  qu’il  fait  le  tour  du  ciel 
en  9 ans;  que  le  mouvement  des  nieuds,  dont  nous  avons  déjà  parlé, 
est  assujetti  à une  inégalité  semblable  à celle  qui  affecte  le  prigév;  enfin 
((ue  le  mouvement  du  périgée  et  le  mouvement  «les  nteiuls  «le  Torbite 
lunaire  se  ralentissent  tandis  que  celui  de  la  Lune  s’accélère. 

L’analyse  seule  a pu  faire  <lé«;ouvrir  les  lois  de  ces  inégalités  et  de 
celles  qui  aff«;ctent  la  distatice  de  la  Lune  à la  Ti*rre,  sa  latitude,  Tex- 
centricité  et  l’inclinaison  de  Torbite  lunair«‘.  {f  ojez,  pour««le  plus 
amples  éclaircissements,  \' Exfmsition  du  système  du  .Monde  de  La- 
place,  et  la  Mévaidque  céleste  «le  ce  grand  "«■ometre.) 
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55.  En  vertu  «le  la  gravitation  universelle,  la  Lune  agit  sur  la  inas.se 
entière  de  notre glol>e  dont  les  parties  fluides,  pour  céder  à celte  ac- 
tion plus  ou  moins  forte,  et  méine  à celle  du  .Soleil , produisent  dans  le 
vaste  Océan  des  oscillations  continuelles  désignées  sous  les  noms  de 
flux  vX.  reflux  ou  sous  celui  de  marees.  En  ne  considérant  ce  phéno- 
mène que  relativement  au  .Soleil,  .son  effet  est  le  plus  grand  aux  équi- 
noxes. La  marée  lunaire  est  aus.si  la  plus  forte  quand  la  Lune  est  dans 
l’équateur.  En  général  le  Soleil  et  la  Lune  exercent  leur  puissance 
attractive  avec  d’autant  plus  d’énergie  «pie  ces  deux  astres  sont  plus 
près  de  nous,  et  les  phénomènes  qui  en  résultent  sont  d’autant  plus 
sensibles  qri’ une  mer  a plus  d’étendue.  De  là  vient  que  la  marée  solaire 
est  agrandie  au  «"janvier  et  que  celle  de  la  Lune  l’est  également  lors- 
que cet  astre  est  au  j»érigée.  Aux  époques  des  équinoxes,  les  marées 
sont  donc  les'plus  fortes  si  la  Lune  est  périgée  et  dans  son  noeud  sur 
l’équateur,  et  elles  sont  les  plus  hiihles  quand  la  Lune  est  apt^ée  et 
qn’elle  a Une  grande  déclinaison.  Il  faut  qu’il  s'écoule  un  certain  temps 
pour  que  le  phénomène  de  la  marée,  annoncé  par  le  calcul,  se  réalise 
complètement';  ainsi  la  marée  d’une  syejgie  n^-st  à son  mnximtmi  d'in- 
tensité que  36  heures  après  la  nouvelle  on  la  pleine  l.iineA  l^es  causes 
constantes  qui  dotinuut  lieu  à ce  «pi’on  ap]>elle  Vètahltssemenf  du  port 
sont  ce  retard  de  36  heures  après  l’action  des  deux  astres  attirants,  et 
celui  qui  est  dû  aux  circonstances  des  localités.  La  CnnnaissMice  dej, 
l'emps  et  \ Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  indiquent  chaque  an- 
née les  é]K>ques  des  plus  grande.s  marées,  calailées  par  les  formiües  de- 
là Mécanique  céleste , et  les  hjiuteuiis  ànxqueiles  ces  marées  parvieniienî 
relativement  au  niveau  moyen  de  la  mer;  c’t-st-à-dire  à celui  qui  existe- 
rail  sans  l’action  luni-solaire , ou  <{ui,  à l’époque  des  équinoxes,  tient, 
le  milieu  entre  les  plus  hautes  et  U-s  plus  has.ses  eaux...  ■ 
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CHAIMTRK  VII. 

Of:  L.\  PRÉCr.SSIOX  DFS  HQI'INOXES,  I>E  I,\  fft'T.VTIOy,  l)F.  l’.VBFRR.\TIO!»  , 
KT  nr  DKPLVCKMENT  DE  l’ ÉCLIPTIQUE, 

b 

51.  Siii.v.mt  ce  que  nous  avons  fait  observer  (art.  I4'j,  les  points 
équinoxiaux  se  déplacent  dans  le  ciel , et  leur  mouvement  a lieu  contre 
l'ordre  des  signes.  Il  résulte  de,  là  que  les  longitudes  des  étoiles  aug- 
mentent progressivement  de  la  même  quantité  dans  le  même  inter- 
valle de  temps,  par  exemple,  de  5o',  i par  an  environ , tandis  que  Icuis 
latitudes  restent  constantes;  il  s’ensuit  en  outix-  que  le  .Soleil  arrive  un 
peu  plus  té>t  aux  é*quinoxes  <[ue  si  ces  [loints  étaient  fixes.  Or,  les  douze 
signes  du  zodiaque,  qu’il  ne  faut  pas  confo/ulre,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit,  avec  ses  douze  constellations,  et  qui  ne  sont,  à proprement 
p.arler,  cpie  des  points  équidistants  de  l'écliptique,  participent  nécessai- 
rement du  mouvement  des  points  éi|uinoxiaux , et  s'avancent  comme 
eux  d'orient  en  occident  d'une  quantité  angulaire  de  5o", i par  an. 
C’est  ce  inouvenient  qu’on  nomme  pret  esxinn  des  êtfninn.res.  K l'é- 
poque ignorée  <le  l’invention  du  zodiaque,  ré<|iiinoxe  du  printemps 
se  lrouv.iit  dans  la  constellation  du  Bélier,  et  celui  d’automne  dans  la 
coustellation  de  la  Balance;  mais  maintenant,  par  l’effet  du  mouvement 
rétrograde  de  ces  points,  le  SoIeH  se  trouve  au  commencement  du 
printemps  dans  la  constellation  des  Poissons.  Selon  les  calculs  les  plus 
exacts  des  astronomes,  les  signes  coincidaient  avec  les  constellations 
zodiacales  en  l’an  417  avant  l’ére  chrétienne. 

En  considérant  l'obliquité  de  r«'*cliptique  comme  invariable  et  l’é 
quatenr  céleste  comme  un  plan  mobile,  la  ligne  des  équinoxes,  par 
son  déplacement,  fait  évidemment  décrire  à celle  des  pôles  de  l’équa- 
teur la  surface  courbe  d’un  cône  droit , puis«|ue  ces  deux  lignes  doivent 
toujours  être  perpendiculaires  entre  elles.  Iz»  pôles  dont  il  s’.agit  dé- 
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crivent  donc  chacun  en  a5868  ans  environ,  des  cercU'S  parallèles  à 
réclipliqiiev  c'est  la  période  de  la  précessioii. 

Dans  riiypotlièse  de  riniinobiUté  absolue  des  points  équinoxiaux, 
il  faudrait  admettre  que  toutes  les  étoiles  ont  un  mouvement  eoniinun 
et  direct  de  5o", i par  an,  puisque  telle  ^t  la  quantité  moyenne  dont 
s’accroissent  annuellement  jeurs  Ujiigitudes;  mais  la  raison  se  refuse  a 
croire  à la  réalité  d'un  pare.il  inuuvemeiit.  fia  ^récession  des  équinoxes 
n’aûécte  donc  pas  la  latitude;  cependant  soti  effet  se  jKirte  sur  l'ascen- 
sion droite  et  sur  la  déclinaison,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  lé  voir.  Nous 
aurons,  par  la  suite,  il  évaluer  les  variations  «pi’éprouvenf  ces  deux 
, deniicres  coordonnées,  en  vertu  d'un  changement  survenu  ibins  la  lon- 
gitude |>endant  un  intervalle  de  temps  donné';  c’est  en  cela  que  con- 
siste le  calcul  des  positions  moyennes  des  étoiles. 


. 5ù>.  Nous'^veiions  Je  considérer  l'écirptiqiie  comme  fixe  dans  le 
•ci^;  mais  elle.se  déplace  réellement  peu  à peu,  et  hi^'diminution  sécu- 
’ laire  dt  son  obliquité,  constatée  par  l'observation  et  la  théorie  de  l'at- 
traction uinvcriælte , est  d'environ  48".  ^e  là  la  Décrite  dé  rapporter 
l'écliptique  apparente  ou  mobile  à un, plan  fixe,  pour  connaître  dans 
tous  les  temps  sa  position  dans  l’espace,  Ainsi  prenant;  par  exemple, 
récliptique  jrE  de  i75o  {Jig.  .gJiioiir  ce  plan  fixé,  et  XQ  pour  l’équa- 
teur; au  bout  d'un  certain  laps  de  temps  l’éclipticjiie^aura  pris  la  posi- 
tion ^E',  et  l’é-quateur  celle  "r<Q',  en  sorte- '<jue' riiitersectiou  de  ces 
.deux  grands  cercles. sera  Alors  l’obliquité  primitive  <a  = 23“a8'’i8' , 
.c’est-ii-dire  cell^qiii  avait  lieu  à l'époqne  de  l'jSo,  ne  sera  plus  que 
« if'ji,  en  désignant. par  f/'j'la  dimiiiiilioii  de  cel  angle,  pour  l’iiiter- 
valle  de  temps  compris  entre  1750  «I  l’époque  choisie;  mais  l’angle 
Er'Q'  sera,  à,  U"  Seconde  éjipqiie,  v -;-  ih>'.  Dans  fé  même, intervalle 
l’arç  V V*  mesurera  là  précessiou  qifon  iioinmti  tiwisolatre , parce 
qu’elle  est  produite  par  l'action  combinée  dê  la  Lime  et  du  Soleil  sur 
' lé  s(ibér(4lc'  terrestre;  sa  valeur  atiipielle  est',  stiivaiit  la  théorie  dé. La- 
plaA'  et  les. observations  les  plus  récentes  de  àj.  Ilessel‘,'vle  5o',37^  , 
Mais  l’écliptiqùe , par  suite  des  perturliations  des'jiiltreS  planètes,  aj  ani  ' 
pris  la  position  NE',  la  préciÀsion  que  les. astronomes  observent  réelle- 
ment est  ntasiirée  par  l’arc  T,x  , le  point  v,  étant  cejm  où  se  trou- 
vait l’équinoixe  T en  \T^o.  Cette  seconde  précesaion , qui  est  annuelle- 
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nient  de  5o",  i valeur  moyenne,  ou,  selon  M.  Bessel , de  5o",a  1 1 , forme 
ce  que  l’on  nomme  la  précasion  generale  ou  totHle.  11  résulte  de  là 
que  le  mouvement  annuel  et  direct  du  point  équinoxial  en  longitude 
est  de  5o",375  — 5o',ai  i = u'  ,iC4;  tandis  que  le  mouvement  direct 
du  même  point  en  ascension  droite  est  de  (o", 1 64) : cosu  = o,  17879 
dans  le  même  temps,  à compter  de  1750.  TSoiis  re\iendrons,  par  la 
suite,  sur  ce  sujet. 

."îtt.  I.a  précessiou  di>s  équinoxes  et  l’obliijuité  de  l’écliptique  sont 
en  outre  sujettes  à varier  |M'riodiqileraent  : cette  variation  ou  inéga- 
lité se  désigne  sous  le  nom  de  nntalion , parc**  que  l’on  a remarqué  que 
l’axe  de  la  Terre  ou  du  monde  e^it  doué  d’une  espèce  de  luouvenient 
oscillatoire  qni  augmente  et  diminue  allernaliveineni  île  9",6,  dans 
l’espace  de  18  ans  et  demi  ' (mviron , X'ohUquitâ  morenne  de  l’^'clip- 
tique.  On  entend  par  oldiipiité  moyenne  celle  qui'  aurait  lieu  sans 
ce  pliéiioménc,  et  qui  ne  serait  alors  alléctée  que  de  la  diininnlion  sé- 
culaire de  48  ■ II  laut  donc  distinguer  cette  obliquité  de  robBipiité  ’ 
apparente,  comme  il  tàut  établir  une  dilTérence  entre  la  pré-cession . 
moyenne  et  la  précession  vraie,  <)ui  se  compose  *le  la  premiere-corrigée 
lie  la  nutation.'  • 

Cette  nutation  «suite  de  J’influence  que  la  Lune  exerce  sur  le  splié 
roide  terrestre;  et  comme  elle  déplace  l’équateur,  il  s’ensuit  qu’en 
génénd  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  moyennes  des  astres 
éprouvent  île  pebtes  variations  périodiques;  il  est  donc  nécessaire  île 
les  évaluer  pour  connaitre  les  ascensions  droites  et  déclinaisons  vraies. 

La  périoile  de  la  nutation  étant  précisément  celle  du  mouvement 
.des  nœuds  de  la  Lune  ( art.  SI),  il  était  naturel  de  penser,' avant  d’ap- 
profondir.la  tluxirie  de  ces  deux  pbénomèiies , qu'ils  sont  nécessaire- 
ment lii-s  l’un  à l’autre..  Mais  l’analise  .seule  a pu  fai«;  découvrir  ipie 
la  nutation  a pour  a'rguuient  la  longitude  movenne  du  nœud  ascen- 
. liant.. 

■* 

» 

,">7.  On  peut,  par  une  construction  géométrique,  repré-senter  le 
double  efl'et  de  la  précessiou . e*  de  la  nutation  lunaire  sur  la  position 
des  astres  rap|>ortée  h l’équateur.  Soient,  par  exemple  (,/ig.  10),  "cK, 
l’écliptique,  P'  son  pôle  nord,  Cson  centre,  p le  pôle  more«  de  l’é- 
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quateur  tQ;  alors  l'angle  pCV  sera  égal  à l’obliquité  nioyeiine  w. 
■Soient  en  outre  />R  le  cercle  que  le  pôle  njoreii  p décrit  en  vertu  de  la 
prt-cessioii , et  azbn'  une  petite  ellipse  tangente  à la  sphère  céleste, 
dont  le  grand  axe  oô  sou  tendant  un.  arc  de  i8',8  soit  dans  le  plan  du 
cercle  de  latitude  P'E,  ayant  son  centre  en  p,  et  dont  le  petit  axe 

K'n'  = 18", 8 ainsi  qu’il  résulte  de  la  théorie.  Cela  posé,  tandis 

que  le  pôle  moyen  p décrit  en  a5868  ans  le  cércle  de  précession  pR  , le 
pôle  vrai  w de  l’équateur,  ou  son  ^correspondant , celui  de  la  Teire , 
parconrt,  contre  l’ordre  des  signes  el  conforinénieiit  à la  loi  que  l’ob- 
seryatlpn  indique,  l’ellipse  de  nutation  îut'ô.-  L’obliquité  vraiet  ou 
apparente  de  l’écliptiqtie , qui  sera  à tout  moment  re'présentt-e  par 
l’angle  itCP',  variera  par  consé<|uent  depuis  u <)*,4  Jusqu’à  « 9",4. 

.\insi  (pialid  le  pôle  vrai  occupera  l’une  des  extrémités  <lu  petit  axe 
jr'r',  l’obliqiiité  sera  seulement  u,  et  la  nutation  en  déelinaison  sera 
nulle:  au  contraii'e,  quand  le  pôle  vrai  arrivera'  à l’une  des  extré- 
mités ah  du  grand  ax^  la  nutation  en  déclinaison  sera,  abstraction 
faite  du  signe,  do  9' ,4;  tandis  que  la  nutation  en  ascension  droite 
sera  nulle.  11  résulte  dé  là  que  ^’équinoxfe  moyen  est  l’intersection 
de  l'équateur  moyen  tQ^ et  de  l'écliptique  tE=£s-,  et  qile  réqtiinoxe 
vrai  est  l’intersertion  de  cëtle  Æliptiqiie  et  de  l’éqnatenr  dont"  n est 
le  pôle.  ‘ t-'  . 

I,e  .Soleil  produit  lui-méme  un;phélioiuêiie  tout  seiôblable,  mais 
dont  les  eflels  sont  bcàucoiq)  plus  faibles;  cependant,  pour  avoir 'le 
lieu  vrai  d’un  astre  avec  toute,  la  précision  possible ,.  il  est  iqdispen- 
sable  d’avoir  égard  à cette  nutation  solaiée,  comme  on  le  verra  par  la 
suite. 


^1'**  '■  • ' 

58.  Un  autre  phénomène  non  ludins  remarquable  est  .celui  de 
V abenati'm  ; il  est  tel,  que  toutes  les  étoiles  paraissent  détrire  aimuelle- 
meiit  de  petites  ellipses  plus  moins  excentriques,  et  ue  pas  con- 
server exactement  leurs  positions  respectives.  On  l’explique  aLsémenl , 
en  l’attribuant  à fa  sensation  que  le  qiouvement  de'  fa  TeVrb  autour  du 
Soleil  et  celui  de  la  . lumière  des  astres  produisent  en  mémo  temps 
sur  l’organe  de  fa  vue;,  car  1a  transmission  de  ce  fluide,  n’est  point  ins- 
tantanée coqime  op  l’a. cru  pemfant  lo^igteaips.  En  effet,  l’on  a re- 
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connu , par  une  longue  suite  d’observations  des  éclipses  des  satellites 
de  Jupiter,  cpie  la  lumière  met  8' 1 3", a à parcourir  le  demi  grand  axe 
de  l’orbe  terrestre.  , 

Pour  concevoir  la  raison  de  ce  fait , soi«jt  S le  Soleil  ( A'-  ■ • ).  n-' 
l’orbite  de  la  Terre,  JJ'  celle  de  Jupiter.  Quand  la  Terre  est  en  T et 
Jupiter  eji  J,  cette  planete  est  en  oppo.silioii  et  plus  prés  de  la  Terre 
que  si  elle  était  en  conjonction , c’e.st-à-«lire  que  si,  se  trouvant  toujours  • 
en  J,  la  Terre  était  en  T',  Dans  cet  état  de  choses,  lorsqu’un  satellite  ' 

1,  sort  du  cône  d’oiiüjre  que  Jiqtiter  projette  derrière  lui  par  rapport 
au  Soleil,  la  lumière  qu’il  réflécliit  alors  et  qui  arrive  jusqu’à  nous,  a 
paiTouru,  à l’époque  de  la  conjonction,  tout  le  iliametrc  de  l’orbe 
terresTre  de  plus  qu’à  l’époque  de  l’opposition.  Or,  d’apres  la^  con- 
naissance exacte  tjue  Ton  a des  mouvements  célestes,  on  peut  prédire  . • 
rinstaut  physique  fin  commencement  ou  de  la  tin  d’une  éclipse  de  cette 
espect:.  Mais  ce  phénomène  [tarait  toujours  arriver  i6'atî",4  plus  tanl 
lors  de  la  cotijonction  que  vers  ro|)position.  La  vitesse  de  la  lumière  " 
est  donc  alors  apprt-ciable  ;j  nos  sens;  et  [Miisqu'il  est  naturel  de  la  su(i- 
poscr  uniforme,  il  s’ensuit  <|ue  la  lumière  parcourt  réelU'uieitt  Je  demi  ‘ 
grand  axe  de  l’orbe  terrestre  en  île  temps. 

O'Ia  [xtsé,  si  la  Terre  ,et  un  astre^  lumineux  étaient  en  repos  dans 
res]iace,  il  est  évident  que  nous  verrions  cet  astre  dans  la  direction  . 
meme  du  rayon  qui,  dans  le  système  de  l’éini-ssion  de  la  lumière,  nous 
eD.aj)porjc,Tjmagç[  mais  si  au  contraire  la  Terre  parcourt  récli|>tique  * 
d4ps  une  anaé«  sidérale,  et  par  c'oiisé'qiient  un  arc  moyen  de  ■jo'',a.'i 
dâils'  49^%a  de  ténips,  sa  vitesse  sera  comparable  à celle  de  la  lu- 
miéir:  jilors,  ên  mintie  tenqts  qu’une"  moléxuile  lumineuse  lancée  d’un  . 
tètixî  sHpjtosé  immobile,  d’une  étoile  par  exemple,  frappera  la  rétine, 

(■lie  sera  repoussée  dans  le  s»;iis  du  mouvement  de  la  Terre,  c’est-à-dire  ‘ ‘ 

suivant'  la  Qiigentc  à son  orbite;  et  l'œil  éprouvera  nue  sen.sation 
composite  quinera  représenti’e  par  la  résultante  de.s  ileux  vitesses  dont 
il  .s’agit,  «*t  <[ui  fera  paraître  l’astre  dans  la  direction  même  de  cette 
résultante.  11  suit  de  là  que  nous  ne  voyons  p.as  les  astres  dans  le 
lien  qu’ils  occupent  l'éellenient.  L’angle  que  la  réamltante  'de  la  vi- 
tesse  lie  lu  Terre  et  de  la  vitesse  de  la  lumière,  lait  avec  cellé-ci , mc- 
Teffet  total  de  l’abeiTation.’ Le  plan  de  cet  angle  décrit  donc  an- 
nuellement une'  circonférence  entière  autour  île  la  droite  qui  joint  la 
. I • • ■ - r 'v  *.•  ‘ ' 

■ ' ...  T.'  ' . -i  • ‘ : , . 
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Terre  et  l'astre;  c’est  là  le  pliéiiomene  observé.  Dans  le  cas  actuel, 
la  positinu  ap^renle  d’un  astre  n’est  autre  que  sa  position  vraie  alTec- 
téc  de  l’aberration , comme  la  position  vraie  n’est  autre  que  la  position 
moyenne  corrigée  de  la  nutation.  Toutefois  il  ne  faut  pas  confondre  la 
position  apparente  produite  par  la  parallaxe  (art.  25)  avec  la  jiosition 
apparente  résultant  de  l’aberration,  ni  avec  celle  à laquelle  la  réfrac- 
tion donne'lieu. 

59.  Indépendamment  tîe  ces  mouvements  généraux,  l’on  a re- 
connu dans  quelques-unes  des  étoiles  les  plus  brillantes  des  mouve- 
ments particidiers  très  lents,  mais  cpie  la  suite  des  temps  et  de  bonnes 
observations  rendront  plus  sensibles.  On  est  porté  à croire,  par  ana- 
logie, <pie  toutes  les  étoiles  ont  des  mouvements  semblables  qui  se 
dévoileront  dans  les  siècles  futurs;-  que  le  Soleil  lui-méme  se  meut 
dans  l’espace  en  entraînant  tout  notre  système  plaiiéuiire.  Pour  se 
rendre  raison  de  la  manière  dont  les  astronomes  s’assurent  de  l’exis- 
tence de  ces  mouvements  propres,  il  suflit  de  savoir  que  quand  ils 
ont  observé  la  position  apparente  d’une  étoile,  par  exemple  sou 
ascension  dmite  et  sa  déclinaison  apparentes,  ils  la  déjKJuillent 
de  l’alierration  et  de  la  nutation  dont  elle  se  trouve  affectée,  afin 
de  connaître  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  do  cette 
étoile  pour  la  même  époque.  Or,  une  observation  et  une  réduction 
semblables  étant  faites  pour  une  autre  époque  éloignée  de  la  pre- 
mière, de  5o  ans  |»ar  éxemple,  ils  connaissent  de  même  pour  pçtte 
seconde  époque  rascension  droite  moyenne  et  la  déclin.aison  moyenne 
de  l’étoile.  Alors  si  eu  calculant  la  jtosition  moyenne  de  l’astre,  à 
l’aide  «le  la  précession  moyenne  bien  connue,  U-s  deux  résultats  ne* 
sont  pas  identiques,  leur  dilTéreucc,  en  la  supposant  hss«*z  sensible 
pour  ne  pas  être  uniquement  'attribuée  aux  erreurs  d’observation , 
est  le  mouvement  propre  de  l’étoile.  Ce  mouvement,  tant  en  ascen- 
sion droite  qu'en  déclinai.son , et  dont  la  loi  est  absolument  .incon- 
nue, étant  divisé  par  5o,  exprime.  |>ar  approximation  le  mouvement 
propre  annutd.  Ordinairement  on  le  confond  avec  celui  qiri  ' est 
dû  à Ja  pré-cession;  ainsi  dans  les  catalogues  d'étoili-s,  comme  ilaiîs 
celui  que  renferme  lu  Connaissance  des  Temps , le  mouvement  an- 
nuel, soit  en  ascension  droite,  soit  en  jléclinaison,  sc,com|>ose  de  la 
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précettsioii  et  du  mouvement  pmpre  s’il  y a lieu.  Ou  juge  par  là  com- 
ment , en  Astronomie , les  observations  sont  rendues  comparables  enti'e 
elles,  lorsqu’elles  sont  ivlalives  à des  époques  différentes;  c’est  ce  que 
l’on  verra  par  la  suite. 

l-es  horloges  ou  pendules  astronomiques  nglées  exacteurent  .sur  le 
temps  sidéral,  marquent  les  ascensions  droites  ap/Hirente»  des  étoiles, - 
a l’instant  de  leur  cidiniDalion  ou  de  leur  passage  au  méridien  sujié- 
rieiir(arl.  II). 
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CHAPITRE  VIII. 


EXPOSITION  ABRÉOÉE  DO  SYStIiME  PI.ANÉTAinE. 


40.  .A  mesure  que  les  découvertes  se  multiplièrent  en  Astronomie , 
l'qn  sentit  davantage  la  nécessité  de  renoncer  à l’hypothèse  de  l'immo- 
hilité  de  la  Terre , pour  expliquer  les  diverses  apparences  des  mouve- 
ments des  astres;  aussi  le  système  de  Copernic  a-t-it  fini  par  trioraplMT 
de  toutes  les  futiles  objections  des  partisans  de  cette  immobilité.  Ce 
système  est  appuyé  sur  un  des  faits  les  plus  remarquables  du  méca- 
nisme de  la  nature,  savoir:  que  la  Terre  accompagnée  de  la  Lune, 
ainsi  que  toutes  les  autres  planètes,  tournent  d’occident  en  orient  au- 
tour du  Soleil , dans  des  orbes  à peu  prés  circulaires.  Or  il  est  prouvé 
en  Mécanique  qu’un  corps,  en  vertu  de  son  inertie,  ne  peut  se  don- 
ner du  mouvement,  ni  se  priver  de  celui  qu’il  a ret;u  ; il  fqut  donc 
qu'une  impulsion  primitive  ait  lancé  les  planètes  dans  l’espace,  et  que 
de  plus  il  existe  une  force  qui  agisse  sur  elles,  pour  les  ramener  sans 
cesse  vers  le  centre  du  Soleil;  sans  quoi  leur  mouvement  serait  perpé- 
tuellement rectiligne.  Mais  l’impulsion  donnée,  quelle  qu’ait  pu  en  être 
la  cause,  n’ayant  pas  sans  doute  été  dirigée  par  le  centre  de  gravité  de 
ces  corps,  ils  ont  dû  prendre  en  outre  un  mouvement  de  rotation, 
comme  il  arrive  à un  ballon  lancé  dans  l’air.  En  eifet,  l'on  est  parvenu  à 
constater  l’existence  de  ce  dernier  mouvement  dans  plusieurs  des  pla- 
nètes et  dans  le  Soleil  même , par  l’observation  des  tacbes  adhérentes  à 
leur  surface;  et  ce  qu’il  y a de  bien  remarquable,  c’est  que  ce  mouve- 
ment de  rotation  a également  lieu  d’occident  en  orient.  A l’égard  de 
la  Terre,  sa  révolution  diurne  est  de  il\  heures  sidérales  (art.  4), 

L’astronome  Kepler,  cherchant  A connaître  les  lois  des  mouvements 
planétaires,  trouva  qu’il  en  existe  trois;  ces  lois,  plutôt  vérifiées  que 
I.  • 6 
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démontrées  d’abord , sont  essentiellement  liées  à un  principe  général 
de  la  nature,  dont  l’importante  découverte  est  due  à Newton,  savoir  : 
tjue  tous  les  corps  se  comportent  entre  eux  comme  s’ils  s’attiraient  mu- 
tuellement en  raison  directe  de  leurs  masses,  et  réciproquement  aux 
caries  de  leurs  distances  respectives  t tel  est  le  fondement  de  toutes 
les  thi’ories  astronomiques 

Quoique  les  lois  de  Répler  se  trouvent  énoncées  dans  la  plupart  des 
éléments  de  Mécanique,  cependant  nous  les  rappellerons  ici  en  faveur 
de  quelqites  lecteurs. 

1°.  Le  mouvement  de  la  T’erre,  et  celui  de  toutes  les  autres  pla- 
nètes, s'opère. dans  des  ellipses  ajant  un  Jojrer  commun  occupé  par  le 
centre  du  Soleil; 

■1°.  Les  aires  décrites  autour  du  Soleil  par  le  rayon  vecteur  des  pla- 
nètes , sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à les  décrii-e  ; 

3®.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  autour  du  ‘ 
Soleil,  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  moyennes  distances  à 
cet  astre- 
ins situation  d’une  planète,  ou  son  lieu  dans  l’espace  pour  un  ins- 
tant quelconque,  dépend  de  sept  quantités  qu’on  nomme  éléments  du 
mouvement  elliptique.  Deux  de  ces  éléments  déterminent  la  position  de 
l’orbite  de  la  planète  : c’est  d’une  part  la  longitwle  des  nœuds  de  cette 
orbite,  ou  de  ses  points  d’intersection  avec  l’écliptique,  et  de  l’autre 
l’inclinaison  de  l’orbite  sur  ce  plan.  Les  cinq  autres  éléments  se  rap- 
portent au  mouvement  de  la  planète,  et  sont:  i“  la  durée  de  la  révolu- 
tion siiiérale;  a®  le  demi  grand  axe  de  l’orbite,  ou  la  moyenne  distance 
de  la  planète  au  Soleil  ; 3®  l'excentricité  de  l'orbite;  4“  la  longitude  du 
périhélie  à une  époque  ilonnée;  5"  la  longitude  héliocentrique  de  la 
planète,  ou  son  lieu  dans  l’orbite  à la  même  é|x>que. 

il.  Si  les  planètes  étaient  assez  éloignées  les  unes  des  autres,  ou 
que  leurs  masses  fussent  assez  petites  pour  que  leur  attraction  réci- 
proque fût  insensible,  leur  mouvement  elliptique  autour  du  Soleil  se- 
rait parfaitement  d’accord  avec  les  lois  énoncées  précédemment;  mais 
l'écart  entre  l'observation  et  la  tbé-orie,  que  l’on  remarque  à l’égard 
de  certaines  planètes,  prouve  que.' l’action  des  astres  qui  les  avoisinent 
trouble  plus  ou  moins  leur  mouvement.  L’effet  de  cette  action , que 
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l’Astronomie  moderne  sait  mesurer,  se  désigne  sous  le  nom  de  pertur- 
bation du  mouvement  elUptitfue , comme  nous  l’avons  déjà  dit.  Les 
périodes  de  ces  perturbations  sont  plus  ou  moins  longues. 

C’est  aussi  par  suite  de  la  gravitation  universelle  que  les  orbes  pla- 
nétaires éprouvent  divers  changements  dévoilés  par  des  observations 
suivies  et  faites  avec  le  plus  grand  soin;  tels  sont  ceux  qui  se  mani- 
festent dans  leurs  excentricités,  leurs  inclinaisons  sur  l’écliptique, 
ainsi  que  dans  la  position  de  leurs  nœuds  et  de  leurs  périhélies,  leurs 
grands  axes  seuls  exceptés.  Ces  variations  se  nomment  inégalités  sécu- 
laires, parce  qu’elles  ne  deviennent  bien  sensibles  qu’après  un  laps  de 
temps  assez  considérable. 

42.  Les  planètes  connues  de  tous  temps,  parce  qu’on  les  ajterçoit  à 
la  vue  simple,  sont:  Mercure  f''énus  Ç,  Mars  Jupiter  Tr,  Sa- 
turne T)  ; mais  l’on  doit  au  télescope  la  découverte  récente  d’ Uranus  ^ , 
Cérés  ç , Pallas  ^ , Junon  î , Vesta'^  ’.  C’est  aussi  à l’aide  de  ce  pré- 
cieux instrument  qu'on  a observé  les  satellites  de  quelques-unes  de  ces 
planètes.  Jupiter  en  a quatre,  Saturne  sept,  et  de  plus  cette  planète  est 
entourée  d’un  anneau  mince  et  presque  pial , qui  n’est  lui-méme  vi- 
sible que  parce  qu’il  réfléchit  la  lumière  du  Soleil;  c’est  ce  que  prouve 
en  effet  l’ombre  de  cet  anneau  sur  le  disque  de  la  planète , et  celle  de 
la  planète  sur  la  partie  postérieure  de  l’anneau  relativement  au  Soleil. 
Ejifln  Uranus  possède  six  satellites.  Tous  les  satellites  tournent  d’occi- 
dent en  orient  autour  de  leurs  planètes  respectives. 

Les  lois  de  Képler,  auxquelles  est  soumis  le  mouvement  des  pla- 
nètes autour  du  Soleil,  se  manifestent  dans  chaque  système  de  sa- 
tellites; cependant  elles  sont  loin,  pour  la  Lune,  de  représenter  les 
observations,  parce  que  ce  satellite  éprouve  des  perturbations  de  la 
part  du  Soleil,  ainsi  que  le  démontre  la  théorie  de  l’attraction.  Il  est 
aussi  des  faits  qui  ne  peuvent  être  constatés  ou  découverts  que  par  l’ana- 
lyse la  plus  savante.  Par  exemple,  l’Ulustre  auteur  de  \9l  Mécamifue  cé- 
leste a démontré  que  le  moyen  mouvement  angulaire  du  premier  sa- 
tellite fie  Jupiter,  plus  deux  fois  celui  du  troisième , est  et  sera  toujours 
égal  à trois  fois  celui  du  second. 

C’est  encore  M.  Laplace  qui  est  parvenu  à cet  autre  résultat  très 
singulier,  savoir  : que  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite  de 

6. . 
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cette  même  planète,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  Jois 
celte  du  troisième,  est  exactement  égale  à deux  angles  droits.  On  tire 
(le  là,  entre  aiiti’es  consc^uences , que  les  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter  ne  pourront  jamais  cire  écli|isés  à la  fois. 

r.es  satellites , reconnus  jjour  être  des  corps  opaques,  sont  éclipses 
quand  ils  se  trouvent  dans  le  cône  d’ombre  que  leur  planète  projette 
derrière  elle,  par  rapjiort  au  Soleil. 

La  perfection  donnée  aux  tables  des  deux  premiers  satellites  de  Ju- 
piter, permet  de  faire  servir  utilement  les  observations  de  leurs  éclipses 
à la  détermination  des  longitudes  terrestres  ; parce  que  les  ùnmersions 
et  l(îs  émersions  de  ces  corps  célestes  sont  des  phénomènes  subits  qui, 
à l’aide  de  bonnes  lunettes  et  de  bons  yeux,  se  remarquent  au  même 
instant  physique  en  différents  lieux  de  la  Terre. 

45.  Les  orbites  de  Mercure  et  de  Vénus  sont  renfermées  dans  celle 
de  la  Terre  j ces  deux  planètes  se  nomment , pour  cette  raison , planètes 
injérieures:  elles  présentent  des  phases  semblables  à celles  de  la  Lune. 
Mercure  est  difficile  à voir,  parce  qu’il  est  très  près  du  Soleil,  et  sou- 
vent plongé  dans  ses  rayons.  Mais  Vénus,  surpassant  par  son  éclat  et 
sa  blancheur  toutes  les  autres  planètes,  s’observe  beaucoup  mieux, 
et  s(!S  phases,  vues  au  télescope,  .sont  bien  plus  distinctes.  Cette  pla- 
nète s’éloigne  du  Soleil  jusqu’à  environ  41^°î  connue  vulgaire- 

ment sous  le  nom  A' étoile  du  jour  ou  A'étoile,  du  soir,  selon  qu’elle 
précède  le  lever  du  Soleil,  ou  qu'elle  parait  après  le  coucher  de  cet 
astre  : on  la  voit  quelquefois  en  plein  jour  à la  vue  simple.  , 

Les  passages  de  Mercure  et  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil,  dont 
les  dui-é(»  sont  sensiblement  différentes  en  divers  [K>ints  de  la  Terre, 
à cause  de  la  parallaxe,  ont  servi  à déterminer  celle  du  Soleil , et  par 
suite  la  distance  de  cet  astre  à nous.  On  présume  que  ces  trois  corps 
célestes  ont  chacun  une  atmosphère. 

Toutes  les  autres  planètes  sont  dites  supérieures , parce  (jue  leurs 
orbites  embrassent  celle  de  la  Terre,  et  que  par  consc^uent  elles  s’é- 
loignent du  Soleil  à toutes  les  distances  angulaires  possibles.  Mars  est 
le  plus  près  de  nous;  Jupiter  vient  ensuite.  On  ajierçoit  au  télescope, 
sur  les  disques  de  ces  deux  planètes,  et  surtout  sur  Jupiter,  diverses 
bandes  obscures,  parallèles  et  changeantes,  ainsi  que  des  taches  qui 
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deviennent  plus  ou  moins  apparentes.  Cies  cliangements  supposent  une 
grande  agitation  k la  surface  de  ces  corps  ou  dans  leur  atmosphère , 
puisque,  malgré  l’énorme  distance  à laquelle  ils  se  produisent  par  rap- 
port à nous,  ils  sont  encore  sensibles. 

Mars  est  d’une  couleur  rougeâtre;  il  présente  aussi  des  phases,  mais 
sous  forme  oblongue:  celles  de  Jupiter  sont  insensibles,  à cause  de  son 
grand  éloignement  du  Soleil  et  de  la  Terre.  On  a en  outre  observé  ilaiis 
Mercure,  Vénus,  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  un  mouvement  de  rotation 
d’occident  en  orient,  et  k peu  près  dans  le  plan  de  leurs  orbites. 

Saturne,  bien  moins  brillant  que  Jupiter,  était,  avant  la  découverte 
«rUranus,  aux  confins  du  système  planétaire.  Il  est  surtout  remar- 
quable par  son  anneau,  dont  il  est  entièrement  détaché;  son  disque 
parait  toujours  rond  ; mais  l’aimeau  situé  dans  le  plan  de  l’éqnateur 
de  la  planète,  et  qui,  k cause  de  son  obliquité,  parait  ordinairement 
elliptique,  cesse  d’étre  visible  quand  il  se  présente  à nous  de  profil, 
ou  du  moins  on  ne  l’aperçoit  alors,  à l’aide  d’une  forte  lunette,  qw 
comme  un  filet  lumineux  ; on  croit  même  que  cet  anneau  est  composé 
de  deux  couronnes  isolées.  • ‘ ». 

La  rotation  de  l’anneau  et  celle  de  la  planète  sont  de  même  ilurée, 
et  ont  lieu  d’occident  en  orient. 

La  planète  Uranus , découverte  par  Herschel  en  1 78 1 , a pu  être  prise 
souvent  popr  une  étoile,  à cause  de  son  peu  d’éclat,  de  sa  petites.se  et  de 
la  lenteur  de  son  mouvement.  Elle  décrit  en  84  ans  un  orbe  qui  com- 
prend ceux  «le  toutes  les  autres  planètes.  L’analogie  porte  à croire 
qu’elle  est  opaque,' et  qu’elle  tourne  aussi  sur  elle-même;  mais  jusqu’à 
présent  l’on  n’a  pu  en  acquérir  la  preuve  certaine. 

Les  autres  planètes  découvertes  plus  récemment  encore,  sont,  comiiM' 
nous  l’avons  déjà  dit,  Cérès,  Pallas,  Junon  et  f'esta.  On  ne  les  aper- 
çoit, même  très  difficilement,  qu’avec  une  très  bonne  lunette,  et  c’est 
|K)ur  cette  raison  qu’elles  ne  peuvent  intéresser  que  les  astronomes. 
I,eur8  orbites  sont  comprises  entre  celles  de  Mars  et  de  Jupiter. 

Quoique  Mercure  et  Vénus  paraissent  se  mouvoir  tantôt  d’occident 
en  orient , tantôt  en  sens  contraire  ; que  quelquefois  même  ces  deux  pla- 
nètes semblent  stationnaires  (art.  6),  œpendant  elles  ont  réellement 
un  mouvement  direct  copime  la  Terre.  Ce  phénomène  de  la  rétrogra- 
dation apparente,  qui  a lieu  aussi  pour  les  planètes  supérieures,  tient  à 
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ce  que  les  mouvements  angulaires  de  ces  astres  et  de  la  Terre  sont  iné- 
gaux , comme  on  peut  le  voir  par  le  tableau  suivant , qui  donne , outre 
la  durée  des  révolutions  de  toutes  les  planètes,  leurs  distances  au  So- 
leil , les  excentricités  de  leurs  orbites  et  leurs  grosseurs  relatives. 


NOMS 

DURÉES 

UIST  ANGES 

EXCENTRiaTÉS 

de  leur*  révolatioD» 

de*  orbite* 

FLAKCm. 

aidéralea. 

moyenne*  au  Soleil. 

CD  1801. 

5 Mercure 

87’.g69 

0,387 

o,2o55i 

^ V'énus 

224*701 

0,7x3 

0,00686 

^ La  Terre 

365, j56 

I ,ouo 

o,oi685 

cf  Mar* 

686,98a 

1 ,524 

0,0933 1 

1/;  Jupiter  

4332,585 

5,201 

0,04816 

I7  Saturne 

10^59,220 

9,538 

o,o56i5 

^ IJraous • 

30686,821 

■9»  1^3 

o,o466t 

1681,393 

^ PatiM  

1686,539 

2,368 

(£  La  Lune 

27,3aa 

0,05484 

blàaftTMl  PLA.'IITAI&tl  , 

VOLCBKft, 

Dveaa* 

ealui  do  l«  Terra 

celui  du  U Terre 

dca  roUUoot  de* 

OUBITt*. 

étant  1. 

cUnt  1. 

planète*. 

• 

Le  Soleil  0*«.  log^gS 

1326480,0 

25j,5oo 

0,2543 

Mercure o,5q 

».> 

1 ,Oo4 

2,7810 

Vénus ®i97 

0,9 

0.973 

0,9434 

La  Terre 1,00 

1,0 

“.997 

\ ,oono 

Mars  ........  o,5G 

0,2 

1,027 

0, 1293 

Jupiter ti,56 

1470,2 

0,4,4 

o,a589 

Saturne. .......  9*61 

887,3 

0 ,4^8 

0, ioi6 

0,2797 

La  Lune  (C ♦ ♦ • 

1 

t • 

27,322 

0,61 5o 

On  se  rappellera  que  les  mouvements  autour  du  Soleil,  et  ceux  de 
rotation,  s’effectuent  d’occident  en  orient;  et  que  dans  ce  tableau 
l'unité  de  temps  est  le  jour  moyen  (art.  14). 
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On  voit  par  la  troisième  colonne  du  premier  tableau  ci-dessus,  que 
la  riistance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  est  prise  pour  unité;  cette 
ilistance  est  égale  au  demi  grand  axe  de  l’orbite  de  la  Terre.  On  expri- 
mera en  rayons  terrestres  les  distances  renfermées  <lans  cette  colonne, 
en  les  multipliant  par  23984,  puisque  telle  est  à très  peu  près  la  distance 
moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ; et  si  Ton  multiplie  en  outre  ces  pro- 
duits par  la  valeur  du  rayon  de  la  Terre,  supposé  de  6 3G6  198  mètres, 
on  aura  approximativement  ces  mêmes  distances  en  mètres. 

DES  COMÈTES. 

44.  Les  comètes  sont  des  astres  dont  l’apparition  est  de  peu  de 
duree  : elles  ti'averseiit  dans  toutes  les  directions  possibles  notre  système 
planétaire,  et  se  meuvent  toutes,  sinon  dans  des  orbites  elliptiques  très 
allongées,  du  moins  dans  des  sections  coniques  dont  le  Soleil  est  au 
foyer  c.ommun.  Leur  mouvement  de  translation , comme  celui  des  pla- 
nètes, est  soumis  aux  lois  de  Kepler,  mais  singulièrement  troublé,  quand 
elles  entrent  dans  la  sphère  d'activité  de  notre  système  planétaire. 

La  nébulosité  qui  enveloppe  le  noyau  de  la  comète  et  le  rend  confus , 
paraît  être  son  atmosphère.  A mesure  que  cet  astre  s’approche  duSoleil, 
la  matière  qui  compose  sa  nébulosité  se  volatilise  probablement  de  plus 
en  plus  par  l’action  de  la  chaleur  solaire,  et  forme  cette  traînée  de  va- 
peur lumineuse  et  transparente,  connue  sous  le  nom  de  queue,  laquelle 
est  toujours  opposée  au  Soleil.  Mais  ce  n’est  pas  là  le  caractère  distinctif 
<les  comètes,  car  il  en  est  qui  se  sont  montrées  sans  ce  phénomène. 

\a  comète  de  1680  est  celle  qui  s’est  approchée  le  plus  du  Soleil.  A 
son  périhélie  elle  en  fut  166  fois  plus  proche  que  nous;  il  est  donc  na- 
turel de  penser  que  la  chaleur  qu’elle  éprouva  fut  27556  fois  plus  forte 
que  celle  qui  est  transmise  à la  Terre,  dans  l’hypothèse  que  son  action 
s’exerce  en  raison  inveisc  du  carié  des  distances.  S’il  en  est  ainsi,  les 
substances  évaporables  d’une  comète  diminuent  à chacun  de  ses  re- 
tours au  (lérihélie. 

Dans  les  temj»  d’ignorance  et  de  siqierstition , les  comètes , ainsi  que 
les  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune,  étaient  regardi-es  comme  les  signés 
des  plus  grandes  calamités.  Di  1773,  la  France  même,  saisie  d’une 
vaine  frayeur,  crut  à la  fin  prochaine  du  monde,  parce  que  Lalande, 
dans  un  Mémoire  qu’il  venait  de  publier,  indiquait  celles  des  comètes 
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observées  qui  peuvent  le  plus  approcher  de  la  Terrç.  Il  pensait  en  outre 
que,  par  l’effet  des*  perturbations  planétaires,  quelques-unes  pour- 
raient bien,  & leur  retour,  la  rencontrer  et  produire  une  terrible  ca- 
tastrophe. Cependant,  la  comète  de  1770  qui,  ü cause  de  sa  grande 
proximité  de  nous,  devait  être  lapins  redoutable,  n’a  plus  reparu , 
quoique  les  astronomes  lui  eussent  assigné  une  période  de  5 ans  et 
cleini  environ  ; ainsi,  à moins  que  ([uelque  cause  ne  l’ait  fait  disparaître 
po\ir  nous,  les  perturbations  qu’elle  a dû  éprouveront  changé  consi- 
dérablement les  dimensions  de  son  orbite;  mais  fût-elle  revenue  plus 
près  de  la  Terre,  il  y aurait  eu  un  très-liaut  degré  de  probabilité  contre 
tout  événement  funeste. 

Ia  difficidté  de  prédire  d’une  manière  certaine  le  retour  d’une  co- 
mète tient  à celle  de  déterminer  rigoureusement  les  éléments  de  son 
orbitq.  I-a  comète  observée  par  Halley,  en  1682,  et  qui  avait  étéaper- 
çueen  i53i  et  1607,  est  la  première  qui  ne  laisse  aucun  doute  à cet 
égard;  aussi  a-t-eJle  reparu  en  i835;  sa  période  est  de  763ns  environ, 
lorsqu’elle  pass^à  son  périhélie  en  1607,  son  noyau,  de  la  grandeur 
d’un  neil  de  bœuf,  dit  Delambre,  avait  l’éclat  d’une  étoile  fixe,  et  sa 
qiieue,\^  couleur  .d’or,  soiitendaitun  angle  de  60°.  Ce  beau  spectacle 
se  reprochiisA  en  1683;  in^is  nous -en  avons- été  privés  en  i.835,  car 
cette  comètd  était  loin- d’être  aussi  remarquable^  que  celle -‘de  1811. 
L’ellipse  que  cette  comète  décrit  est  fort  excentrique;  en  effet  Son  grand 
axe  est  35  fois-^  la  moyenne  distance  du  Soleil  à la  Terre,  et  sd  dis- 
tance périhélie  est  seidement  les  de  celle-ci. 

Oeqx  auti;es  comètes  dont  la  science  sait  prédire  les  l-etours  sont  à 
courte  période:  l’une  revient  au  périhélie  après  iao8  jours,  l’autre 
après  6 ans  et  8 mois  environ  ; mais  elles  n’offrent  de  l'intérêt  qii’aux 
astronomes.  » ' " ' 

Nous  terminerons  ici  ces  iiolions  d’Astronomie , parce  qu’elles  sont 
plus  que  suffisantes  pour  faire  comprendre  les  méthodes  d’observation 
et  de  calcul  que  nous  aurpqs  occasion  d’exposer.  Mais  ceux  qui  vou- 
dront acquérir  des  connaissances  plus  vastes  sur  cette  matière,  et  ap- 
profondir les  théories  dont  noua  n’avons  pu  donner  qu’ipie  faible  idée, 
devront  particuliérement  étudier  V Exposiiion  du  Sjrstème  du  Monde, 
ou  le  Traité  élémentaire  d /Astronomie  phjsique.  *'■ 
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LA  TRIGONOMÉTRIE  BECTILïGNF. 


io.  Nous  sii|)|Hisons  dans  cet  ouvrage  que  le  lecteur  possédé  des 
connaissances  assez  étendues  sur  toutes  les  parties  des  Mathématiques 
élémentaires;  néanmoins  nous  croyons  utile  de  rappeler  les  principes 
généraux  de  la  résolution  des  triangles  rectilignes  et  sphériques,  parce 
qu’ils  servent  de  fondement  aux  thiNtries  et  aux  méthodes  de  calcul 
qui  seront  exposc'-es  par  la  suite.  Nous  donnerons  même  plusiétirs  for- 
imües  trigonoméiriques  nouvelles  ou  [leu  connites;  mais  avant  d'entrer 
en  madère  nous  allons  présenter  le  tableau  des  principales  fonctioTis 
circulaires  qui  s’emploient  fréquemment  dans-les  calculs  trigonouié- 
triqiies,  pour  v effectuer  diverses  transformatkms'que  les  circonstances 
exigent. 

.Soient  et  y deux  arcs  quelconques  d’un  cercle  dont  le  rayon  est 
■.pris  pour  unité;  on  aura  les  formules  connues  ' 

■ sin  (/)  y)  =x  sin  ^ cos  y ± cos^sin  y, 
cos  {p  ±.<1 1 = cos  P cos  y sin  p sin  y, 
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desquelles  on  tire  aisément  celles-ci  : 

sin’/j -4- cos’^  = I ; • 

a sin  P cos  q = sin  {p.-+-  '/)  + ~ 9 !> 

a cos  /J  sin  q = sin  (p-+  q)  — sin  (p  — q),  > 

a cospcosq  = con{p  + q)-+-co&{p — yl, 
a sin  /»  sin  q =cos(p  — q)  — cos{p q),' 

a sin  P cos  mp  — sin  (t«  i)/>  — sin  (m  — j) p, 

a cosp  sin  mp  = sin  (m  -I-  i)p  -^sin  (m  — i)p, 

. ' ji  cos  p cos  mp  = côs[m-{- i)  p + cof>(m  — i)  p,  ■ 

a sin  p sin  mp  = cos(m  — t)p  — cos(m  -4-  i)  , 


sin  /J  -t-  sin  (/  = a sin  | (/»  + 9)  cos  \{p  — q), 

sin  p — s\nq  = a cos  -j  (/>  -t-  9)  i (/*  — 9)1 

cos  p ■+■  cos  q = ù cos  -1  {p  + 9)  cos  i (p  — q), 

, cosp  — cos  q = — a sin  i (.p  -È  9)  sin  5 (p  — q), 

C-  sinap  = a sin/>cos^,  i — cosya  = a sin’-^/a, 

cos  a />  = ços’  p — sin’  p,  1 -4-  cos  p = a cos’  p. 

' - - ■ ; . • . 
sin’ /)  — sin’ 9 = cos’ 7 -7- cos’p  = sin  (/) -4- y)  sin-^p  — 9) 
cos’p  —'sin’  7 = cos  [p  -4-  7)  cos  [p  — q),  ' ^ 

COS/JCOS7  = cos’ i (p  — 9)  ~ ï 


• siAp,  t , y 


cos^ 

* sin//  ’ 


’ siiip 

/ N . jang/>rfctang7  N ' • 

• ^i(pdtq)  I rptang/Ttânpv’ 

tüng;i-t-tang9  = ^5r^,  ^ . cotp -4- cot?  = 

tangp-tang9=?S^^,  ~ = ~ rin/sf  » 

tarîp:.tang’7=^=^^^^^;“eoW- 
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Mn/>-^sin7  _ 

l»Dgi  (P  + <l) 

y) 

sin/>— siiiy 

cosp  — COS^ 

“"Bvi/'  + î) 

• 

= 

sêc/>-Hséci7 
si'cp — $ccy 

»in^*4-siny 

COip-hCM(/  , 

tang{  (p^<j), 

sin/;  4- sin  17 
cos/;  — OOS9 

1 

n 

0 

'5' 

1 

ain/>  — »in^ 

^^gj(P  - 7). 

sin/;— sin  f/ 

— colj(p-h^), 

COS/?-h<H)Sf 

cosp — c«s«7 

tangip  = 

MH  p 

cot-i^  p = 

sinp 

1 -f-  CO»  /f  ’ 

1 ■ — cos/;’ 

sin  p = 

t^K/<  _ 

COS  p = 

1 

v'i'+tang’/) 

V'iHhUllgV 

Soit  i“  le  quadrant;  on  a,  suivant  la  division  du  cercle  en  36o  de- 
grés sexagésimaux , 

i“  = 90®, 

et  suivant  la  division  du  cercle  en  4oo  grades  ou  degrés  décimaux  , 

t 

i'  = loo*; 

on  a en  outre 

sin  i'  = I,  cos  i"  = o;  tangi’  ^ tang  4S“  = tang  5o*  = i > 
tang  I"  = tang 90°  — tang  100^  = 00  = l’inlini;  cot  i’  = o, 
séc  i"  = i = 00  , coséc  !'*=(=  rayon. 

Fin  général , * 

sin  (i'  ± p)  = cos p,  ^ cos(i*  ± p)  i=  sin  p, 

sin  (a"  ± p)=  ± sin  p,  cos  (a'  ±.  p)=  ~ cos  p, 

sin  (3*  ±.  p)  = — cos/j,  cos  (3’  ±.  p)  =.  ±.  sin  p, 

sin  (4®  ± p)  = ± sin  p',  cos  (4®  /»)  = -t-  cosp, 

*» 

46.  Voici  les  énoncé*  des  règles  des  signes  qu'il  importe  d’observer 
dans  l'emploi  des  valeurs  trigonométriques.  . _ ^ , 

I®.  I>e  produit  de  deux  quantités  est  positif  ou  négatif,  selon  que 
ces  quantités'  sont  affecfées  du  même  signe  ou  de  signes  dilTérents. 
Même  règle  pour  le  signe  du  quotient  de  deux  quantités. 
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a“'.  Le  sinus,  le  cosinus,  la  Ungente  et  la  cotangente  d’un  angle 
moindre  qu’un  droit,  sont  positifs.  Généralement,  la  sécante  a le 
même  signe  que  le' cosinus , et  la  cosécante  le  même  signe  que  le  sinus, 
puisque  ' 


séc  P = , et  coséc  p = ^ 

* co$  />  ‘ un  P 


3°.  Si  un  angle  est  compris  entre  i et  a droits , son  sinus  et  sa  co- 
sécante sont  positifs;  toutes  ses  autres  lignes  trigonométriques  sont 
négatives. 

4°.  Tout  angle  compris  entre  a et  3 droits  a son  sinus  et  son  co- 
sinus négatifs,  mais  sa  tangente  et  sa  cotangente  sont  positives;  en  effet 
l’on  a 

sin  P . , cosp  . 

• . * tang  P = — —,  et  cot  p — 

cosp  ' »inp 


5°.  Lorsqu’un  angle  est  compris  entre  3 et  4 droits,  son  cosinus 
et  sa  sécante  sont  positifs;  ses  autres  lignes  trigonométriques  sont  né- 
•gatives. 

6".  'Enfin , le  sinus  d’un  angle  négatif,  et  compris  entre  o et  a droits, 
est  lui-méme  négatif,  et  le  cosinus  est  positif  ou  négatif  selon  que 
cet  angle  est  aigu  ou  obtus.  Quant  aux  aigni's  des  autres  lignes  tri- 
gonoinétriques , ils  dépendent  évidemment  de  ceux  du  sinus  et  du 
cosinus. 

Remarquez  que  la  plupart  des  formules  précédentes  ne  sont  pas  ho- 
mogènes, parce  que  le  rayon  des  tables  y est  censé  représenté  par 
l’unité;  mais,  si  l’on  veut,  il  sera  facile  de  rétablir  l’homogénéité,  en 
désignant  ce  rayon  ^ar  R,  et  l’introduisant  comme  facteur,  ainsi  que 
ses  puissances,  dans  tous  les  termes  où  le  nombre  de  dimensions  est 
moindre.  Par  exemple,  la  première  du  tableau  s’écrirait  ainsi  : 

R sin  [p  ±q)  = sât  p cos  q ±.  cos  p sin  q. 


et  la  troisième  deviendrait 
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Ep  ravoii  des  tables  pris  pour  unité,  fait  que  les  Jqgaritlimes  de 
sinus  et  cosinus  sont  ceux  de  nombres  fractionnaires.  D^ns  cette  hy- 
jHitliese  on  a _ ^ . 

log  O,  I = 9,0000000  = log  sin  5®  44'  a i*  , oa , 

log  0,01  = 8,0000000  = log  sin  0.34. aa  ,69, 

log  0,001  = 7,0000000  = log’sin  O . ’3.a6  , a6, 

log  0,0001  = 6,0000000  = log  sin  O . o.ao  ,63, 

etc.  • • » 

C’est  ainsi  qu’à  l’avenir  nous  considérerons  les  logarithmes  des 
fractions  plus  petites  que  Tunité,  quoique  quelques  auteurs  emploient 
à cet  égard  des  caractéristiques  négatives, 'où  dés  logarithmes  entière- 
ment négatifà;  vojez  l’explication  qui  précède  les  Tables  de  loga- 
rithmes. 

BÉSOLITION  UKS  TRISNGI.ES  RKCTAItGI.KS. 

’ 17.  'Avant  de  considérer  en  particidier  les  triangles  rectangles, 
cherchons  les  relations  qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  d’un, 
triangle  rectiligne  quelconque,  et,  pour  cet  effet,  partons  de  ces  deux 
propriétés  connues,  savoir: 

Dans  tout  triangle  rectangle,  i“  /e  carré  de  l'hy[>oténuse  est,  égal 
à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés.  , ; . 

a®.  Le  cosinus  iFun  des  angles  aigus  est  égal  au  côté  adjacent 
divisé  par  Vhypotéiuise , en  supposant  le  rayon  des  tables  égal  à 
l'unité. 

Soient  désignés  para,  b,  c les  trois  côtés^d’un  triangle  rectiligne 
quelconque  [Jig.  la);  par  .A,  B,  Ç les  angles  <pii  leur  sont  respective-' 
ment  opposés;  [lar  x le  segment  AD,  formé  par  la  perpendiculaire  CD, 
et  par  y cette  perpendiculaire;  on  aura  évidemment  . 

T y’ = — x’,  y’ = a*  — {c  — x)*, 

et  par  conséquent  en  égalant  ces  deux  valeurs, 

t ' 

a^  = 4®  4-  c®  — aex, 

ou  ■ . ■ 

a}=h''->rc*  — aôccosA,  ^ 


Digitized  by  Google 


LIVRE  DEUXIÈME.  ' 55 

à cause  clex  - b cos  A.  11  résulte  tle  là  que  le  carré  d’un  des  cotés 
tf un  triangle  rectiligne  quelconque  est  égal  à la  somnw  des  carrés  des 
lieuse  autres  côtés,  diminuée  du  double  produit  de  ces  mêmes  côtés 
multiplié  jHir  le  cosinus  de  T angle  qu'ib  forment  entre  eux , en  suppo- 
sant toutefois  le  rayon  des  tables  égal  à l’unité  et  l’angle  A aigu.  ' 

Les  trois  équations  clierchces  sont  donc 

fl*  = 6’  f*  — ibe  cos  A , \ 

5*  = fl’  c*  — lac  cos  B,  > (.A) 

<■’ = fl* -P  6’ — loAcosC;  ) 

ainsi,  lorsque  parmi  les  six  parties  d’un  triangle  trois  seront  connues, 
savoir  les  trois  côtés,  ou  deux  côtiis  et  un  angle,  ou  bien  deux  angles  et 
un  côté,  on  pourra  déterminer  les  trois  autres  parties. 

Lorsque  le  triangle  ABC  est  rectangle , ces  équations  se  simplitient 
beaucoup;  eti  effet,  soit  A = i*,  on  aura  cos  A = o,  et  partant 

' fl*  = ô*  -f-  c’, 
c — a cos  fi  = o , 

•.  b — fl  cos  C = o. 

» * ’ 

# - 

On  retombe  donc  sur  les  deux  théorèmes  desquels  on  est  parti , ce 
qui  doit  être;  mais  alors  cos  B = sin  C.  Ainsi  de  ces  deux  dernières 
équations  l’on  tire  . • 

• ■ r r * " ‘ • 

sin  C = -V  .cos C = - ; . 

t ■■•a  a’  • : 

■< 

ensuite  en  divisant  l’une  par  l’autre, 

, tangC  = ^; 

donc,*(/aw  un  triangle  rectangle,  t"  le  sinus  d’un  des  angles  aigus 
est  égal  au  côté  opposé  divisé  par  l’hjy/oténuse  ; 

a*.  La  tangent»  d un  de  ces  mêmes  angles  aigus  est  égale  au  côté 
opposé  divisé  pàtéj^  côté  adjacent.  • 
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D'ailluiirs,  à cause  de  sin  C = - et  sii»  B = - , on  a 

a n ’ 

S'"  B * • 1.  . ■ . . i 

— = - • OU  sm  B sin  C ; ; b c\ 

siii  C c • • • J 


ainsi,  dans  tout  triangle  rectangle,  les  sinus  des  angles  aigus  sont 
pmportionnels  aux  cotés  op/msés  à ces  angles. 

De  la  relation  c = a cos  B , on  tire 


a — c — a(\  — cos  B); 
mais  I — cos  B = a sin*  i B;  donc  - < 


On  a aii.ssi 


a — c = ia  sin*  ^ B. 


a 


1 1 — CO»  B I . „ 

=:  fl  - . sin  B : 

«n  B 


et  a cause  de 


I — cos  B 

sin  B 


tang  -J  B,  il  en  résulte  que 


a — c = h tang  ^ B ; 


donc  l'excès  de  l’hypoténuse  sur  un  des  côtés  de  l’angle  droit  est  égal 
au  double  du  produit  de  cette  ligne  par  le  carré  du  sinus  de  la  moitié  de 
Fangle  aigu  adjacent  à ce  côté,  ou  bien  est  égal  au  produit  d'un  des 
côtés  de  l’angle  droit  par  la  tangente  de  la  moitié  de  l angle  opposé. 

. RÉSOLUTIOM  DES  TRIANGLES  OM.lQUA»GI.ES. 

1 .e  théorème  fondamental  représenté  par  l’équation 
fl’  = hj  c’  — ■xbc  cos  A , 

sert  à faire  connaître  directement  le  troisième  côté  d’un  triangle  recti- 
ligne, par  le  moyen  de  deux  côtés  et  de  l’angle  compris;  mais  pour 
rendre  plus  facile  l’Ojiération  par  les  logarithmes,  on  met,  au  lieu  de 
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cos  A sa  valeur  i — i sin’  ÿ A,  et  alors  il  vient 

• a’  = — c)*  + l\hc  sin’  ^ A 

La  fraction  jj-  pouvant  en  général  être  plus  grande  que  le  carré 

de  l'unité,  supposoDS>la  égale  à tang’  6;  dans  ce  cas  on  a 

a = (6  - c) f I + tang’  5]’  = 

Toutefois,  la  solution  numérique  ne  sera  rigoureusement  exacte  que 
lorsque  la  différence  h — c sera  grande;  si  cette  différence  au  contraire 
était  très-petite,  il  faudrait  substituer  dans  ri-quation  fondamentale, 
pour  cos  A sa  valeur  a cos’  | A — i , parce  qu’il  viendrait 


mais  dans  cette  circonstance  on  doit  avoir  < i,  sans  quoi  la 

racine  de  a serait  imaginaire  ; nous  pouvons  donc  supposer 

4ircos'fA  . ,, 

,-=sin’5; 


a = (i  -4-  c)  cos  0. 

48.  Pour  trouver  "d’autres  formules  qui  conviennent  aux  dilférents 
cas  des  triangles  obliquangles,  tirons  d’abord  de  la  première  relation 
(A),  cette  valeur 

i*  -f-  c*  — fl* 

tbc  . ’ 


cos  A : 


et  substituons-la  dans  l’équation  sin’  A = i — cos’  A;  il  viendra,  après 
les  opérations  convenables. 


sin’  A = 


3û*ft*  -t-  afl*c*  -t-  aé*f^  — fl*  — é*  — c* 
■ ^ 4é*c> 
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d’oii  l’on  tirera , après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre, 
et  multiplié  le  second  membre  haut  et  bas  par  a , 


mais  si,  pour  abréger,  l’on  désigne  par  M toute  la  fraction  qui  multiplie 
a,  on  aura 

sin  A = 


or,  la  quantité  M étant  une  fonction  sytnétrique  des  trois  côtés 
<lu  triangle,  et  par  conséquent  invariable,  on  en  conclura  pareil- 
lement 


donc 


sin  fi  = 5M,  sin  C = cM; 


sin  A a 

sin  B b* 


ou  sin  A ; sin  R ; ; rt  ; A; 


donc  enfin,  dans  tout  triangle  rectiligne,  les  sinus  des  angles  sont 
proportionnels  aux  côtés  opposés.  . * 

49.  La  proportion  précédente,  pouvant  être  écrite  ainsi 

a : h ; ; sin  (fi  -t-  C)  : sin  B , 


puisque  le  sinus  d'un  angle  d'un  triangle  rectiligne  est  égal  à celui  de 
la  somme  des  deux  aiitix's , on  a 

a sin  B = A sin  (B  -t-  C)  ; 

or,  en  développant  le  second  membre  par  la  première  formule  de 
l'art.  45,  divisant  de  part  et  d'autre  par  sin  B,  et  faisant  attention 
que 

cos  C = I — a sin*  ^ C,  et  sin  C = a sin  ^ C cos  A C, 

on  a 


formule  qui  donne  directement  l'angle  B,  mais  en  passant  des  loga- 
rithmes aux  nombres,  et  des  nombres  aux  logarithmes. 
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De  la  même  proportion  ci-dessus , l’on  tire  sur-le-champ  celte  autre 

siii  A -I-  sin  B ; sin  A — sin  B ; : a + A ; fl  — /< , 


d’où 


a-^b  &îoA-<-sinB. 
a — b sinA-^-sinB* 


mais,  par  le  tableau  des  fonctions  circulaires  (art.  ‘♦■5;,  on  a 

siaA  -l-sinB tangj(A-t-  B). 

sin  A — tin  B tang  i (A  — B) 

ainsi 

a b tang  |(A  B) 

a — b tang  ^(A  — B)’ 
ou 

rt-l- A : fl  — A ::  langi(A-+-  B)  : lang|(A  — B); 


et  en  langage  ordinaire  : 

La  somme  de  deux  côtés  quelcotujues  dun  triangle  rectiligne  est 
à leur  dijfféience , comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles 
opposés  à ces  mêmes  côtés  est  à la  tangente  de  leur  demi-dij- 
Jérence. 

De  là  on  tire,  à cause  de  — i*  — 5, 

. a a 


, /A— B\  a — A,  /A-»-B\  a — b . 

tang  =„--itang  ^ coliL. 


Cette  formule  se  rapporte,  comme  la  précédente,  au  cas  où  l’on  connaît 
• deux  côtés  fl,  A et  l’angle  compris  C;  c’est-à-dire  qu’elle  donne  le  moyen 
de  trouver  la  demi-différence  des  deux  angles  inconnus  A , lî  : et  comme 
on  a d’avance  leur  demi-somme,  puisque ÿ (A  -t-  B)  = i'  — iC,  on  a 
tout  ce  qu’il  faut  pour  déterminer  ces  angles;  en  effet 


« I I I A B A B 

le  plus  ^and  angle  = — ^ - -h  — - — , 

le  plus  petit  angle  =s  — • 


Si  les  deux  côtés  fl,  A sont  connus  par  leurs  logarithmes,  ainsi  qu’il 
' 8.. 
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arrive  fréquenitnent  dans  la  pratique , on  pourra  se  dispenser  de 
chercher  les  deux  nombres  correspondants  pour  calculer  la  formule 
précédente:  voici  alors  comment  il  faudra  ojjérer. 

On  considérera  a , b comme  les  côtés  d’un  triangle  rectangle , et  en 
désignant  par  <f  l’angle  opposé  au  côté  a , on  aura 


ungç>=j; 

cet  angle  sera  plus  grand  qu’un  demi-quadrant,  puisque  l’on  suppose 
(t>h , et  voilà  pourquoi  nous  égalons  à une  tangente  la  quantité  frac- 
tionnaire P donc,  à cause  de  tang  (y  — 5o*)= 
tang  5o^  = I , on  aura 

tang  (y  - 5o^)  = 


mais,  par  ce  qui  précède. 


I t 4‘ 


cot|C 


donc 


tang  = ‘-■O*  l'C  tang  (y  — 5o*) , 


fonnule  qui  donnera  de  même  la  valeur  de 


A — B 


50.  Maintenant  si  dans  l’équation 


cos  A = 


— n* 
a6f  ’ 


'qui  fait  connaître  un  angle  au  moyen  des  trois  côtés,  l’on  met,  au 
lieu  de  cos  A,  sa  valeur  i — a sin’ } A,  on  aura , en  changeant  les  signes 
de  tous  les  terpies,  et  en  laissant  seulement  sin’iA  dans  le  premier 
membre , 


sin’  ^ A = ■ 


— e”  aie 
4ic 


fl*  — (6— .c)* 
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Le  numérateur  du  second  membre  étant  le  produit  des  deux  fac- 
teurs (a  -t-  A — c),  (a  — i -f-  c),  on  donnera  à cette  équation  la 
forme 


s,n4A=i 


a-t-c  — i a -i-h  + c ^ — e 

a a ’ a 


a -i-  b — e a.f-é-1-r  ^ 


si  donc  on  désigne  a-\-  b + c par  ip,  on  aura , apres  avoir  extrait  la 
racine  carrée , 


formule  qui  peut  être  calculée  facilement  par  les  logarithmes,  et  qui 
donne  très-promptement  un  angle  d’un  triangle  dont  on  coniiait  les 
trois  cotés.  Si  l’on  y restitue  l’homogénéité,  et  qu’on  l’énonce  en  pro- 
portion, il  en  résultera  que  dans  tout  triangle  rectiligne,  le  produit 
de  deux  côtés  quelconques  est  au  produit  des  dij/érences  de  ces  mêmes 
côtés  au  demi- périmètre , comme  le  carré  du  rayon  des  tables  est  au 
carré  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  que  ces  côtés  comprenant. 

On  peut  exprimer  d’une  manière  analogue  le  cosinus  et  la  tangente 
de  : en  effet,  puisque  i 4- cos  .A  = a cos’|.4 , on  aura,  en  mettant 
ici  pour  cos  .A  sa  valeur  en  fonction  des  trois  côtés. 


* 4-c*  — û* 


d’où 


— aie  =^cos4A, 
tos  iA--^  , 

puis  procédant  comme  ci-dessus,  il  viendra 
. cosiA  = 
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6 a 

Pt  à cause  = tangÿA,  il  s’ensuit  que  l'on  aura 


tang  •J  A 


— 

p{p  — a) 


SI.  S’il  était  nécessaire  de  connaître  les  segments  formés  par  la 
perpendiculaire  CD  du  triangle  ABC  {Jig-  ta)»  on  y parviendrait  de  la 
manière  suivante: 

De  la  formule  primitivement  obtenue  (art.  47),  savoir, 
a’  = -*-c’  — acj: , 


et  qui  j>eut  s’écrire  ainsi 

(a-t-6)(rt — h)=-c{c  — aa:), 
on  tire  «ette  proportion  facile  à graver  dans  la  mémoire, 
c'.a+  b\'.a  — h'.c  — 'xx. 

tVest-à-dire  que  quand  la  perpendiculaire  CD  tombe  dans  l’intérieur 
ilii  triangle,  In  base  ou  la  somme  des  deux  segments  est  h la  somme 
des  deux  autres  côtés,  comme  la  dijjérence  de  ces  mêmes  côtés  est  à la 
dijféience  des  segments. 

Soit  donc  d cette  dernière  différence;  on  aura 

le  plus  grand  segment  = , 

P ^ 

le  plus  petit  segment  — — — . 

.‘>2.  Un  s’assure  bien  aisément,  par  l’analyse,  que  la  seule  connais- 
sance des  trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  ne  suffit  pas  pour  en 
déterminer  les  côtés;  car  si  dans  les  trois  équations  (A)  l’on  considère 
a,h,  c comme  les  inconnues  du  problème,  et  que  l’on  ajoute  la  pre- 
mière équation  à la  seconde,  la  première  à la  troisième  , et  la  seconde 
a cette  dernière;  ensuite  que  l’on  divise  respectivement  ces  trois  sommes 
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par  3C,  ib,  la,  on  aura  les  équations  suivantes  du  premier  degré; 

c — b cos  A — a cos  B = o,  \ 

b — c cos  A — a cos  C = o,  \ (Cl 

a — c cos  B — b cos  C = o.  ) 


Mais  parce  que  celles-ci  ne  renfennent  aucun  terme  tout  connu , les 
valeurs  de  a,  b,  c qu’elles  fourniraient  seraient  nécessairement  in- 
déterminées; et  l’on  aurait  pour  le  dénominateur  commun  <le  ces 
valeurs 

I — cos’  A — cos’B  — cos’  C — acosA  cosBcosC  = o : 


c’est  en  même  temps  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  trois  angles 
d’un  triangle  rectiligne,  pour  que  leur  somme  soit  égale  à deux  droits. 
(^Application  de  V Algèbre  à la  Géométrie,  par  M.  Lacroix,  p.  i4>0 


DIVERSES  EXPRESSIONS  DE  L AIRE  D UN  TRIANGLE  RECTILIGNE. 


35.  Soit  S l’aire  du  triangle  rectiligne  ABC  (Jig.  i a) , etjr  sa  hauteur; 
on  aura 

S = — - ™ = ^‘ 
a a ’ 

mais^  = A sin  A ; donc 

S = ^AcsinA.  (i) 


D'ailleurs, à causedesin  C;sinB::c:A,  on  a b= 


csin  B 
sinC  * 


et 


g c*  ain  A sin  B 

a sin(A-HB)* 


(>) 


Telles  sont  les  deux  formules  qui  donnent  L’aire  d’un  triangle  recti- 
ligne, connaissant  deux  côtés  et  l’angle  compris,  ou  bien  un  côté  et 
les  deux  angles  adjacents.'D’iin  autre  côté , à cause  de 

a’  : 6’ . c’  : : sin’  A : sin’  B ; sin’  (A  -t-  B) , 
on  a cette  autre  proportion 


a*  — A’  ;c’  ; ; sin’  A — sin’  B ; sin’  (,\  -t-  B)  ; 
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■linsi,  Ml  dotlnitive,  la  valeur  pn-ci-dente  de  S devient,  en  y mettant 
celle  de  c’  tirée  de  cette  dernière  proportion, 

„ a"  — 4*  sin  A siii  B . 

~ ~ i~  ‘imiA— Bj’ 

expression  qui  se  présente  sous  la  forme  J lorsque  n = b \ mais  aloi's 
l'équation  (a)  donne 

S = ^ lang  A. 

il  est  utile  en  outre  d’avoir  la  valeur  de  .S  en  fonction  des  trois 
cotés:  or,  si  dans  la  formule  (i)  l'on  met  d’abord  pour  sin  A sa  valeur 
a sini  -V  cos-^  A , on  aura 

S = bc  sin  -J-  A cos  J A . 

Ensuite,  si  pour  sin|  A et  cos  j.A  on  substitue  leurs  valeurs  trouvées  à 
l’art.  ”0,  on  obtiendra  sur-le-champ 

S = V7’(/> —«)(/’  — *)(/>— 0-  W) 

De  cette  derniere  expression  de  S ressort  naturellement  la  vérité  de 
ce  Ihéoréine,  savoir;  Entiv  tous  tes  triangles  isoperimètres  et  de  même 
base,  le  triangle  isoscèlcest  le  plus  grand. 

En  effet  la  somme  des  deux  facteurs  variables  et  inégaux  p — a,  p — b, 
étant  constaininent  égale  à c pris  pour  base,  leur  produit  sera  toujours 
moindre  que  le  carré  de  la  moitié  de  cette  ligne;  si  donc  a = b,  le 
triangle  sera  isosccleet  sa  surface  un  maximum. 

Tous  les  théorèmes  préci'-dents  jieuvent  s.aiis  doute  se  déduire  de'la 
simple  Géométrie,  et  plusieurs  même  dérivent  de  constructions  fort 
élégantes;  aussi  n’avons-nous  adopté  dans  cette  circonstance  la  méthode 
analytique  qu’à  cause  de  sa  fécondité,  et  que  parce  qu’elle  fournit 
de  la  manière  la  plus  simple  toutes  les  formules  trigonométriques 
connues. 
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CHAPITRE  II. 


DE  I.A  TRIGO.'tOMÉTRIE  SPIl^HIQGE. 

Théorème  fondamental. 


t 54.  Iæs  principes  pour  la  résolution  des  triangles  sphériques  dé- 
rivent d’une  seule  équation  que  l’on  déduit  naturellement  d’une  pro- 
priété des  triangles  rectilignes,  représentée  jiar  l’une  des  équations  (A', 
(art.  47). 

Soient  (_/îg.  1 3)  AD  la  tangente  et  OD  la  sécante  de  l’arc  AB  ; 

Soient  de  même  AE  la  tangente  et  OE  la  sécante  de  l’arc  AC. 

Si  l’on  désigne,  comme  à l’ordinaire,  par  A,  B,  C les  angles,  et  par 
a,  A,  des  côtés  opposés  du  triangle  sphérique  .ABC  construit  sur  la  sur- 
face d’une  sphère  du  rayon  i , et  dont  le  centre  est  en  O,  le  triangle 
rectiligne  A DE  donnera,  en  faisant  DE  = x, 

x'  = tang’  h -t-  tang“  c — a tang  b tang  c cos  A ; 

le  triangle  ODE  donnera  de  même 

JC*  = séc*  b -t-  séc*  c — a séc  b séc  c cos  a : 

soustrayant  de  cette  équation  la  première,  et  faisant  attention  que 
séc*  b — tang’  6 = i , on  aura,  réduction  faite, 

sinésinc  . cosû 

I H î COS  A , - = O , 

cosecosr  cosoct»sc 

et  par  conséquent  après  avoir  chassé  le  dénominateur, 

COS  a = cos  b cos  c -t-  sin  ô sin  c cos  A. 
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Ttrlle  est  l'équation  fondamentale  qn’il  fallait  trouver,  et  qui  ferait 
eonnaître  le  troisième  côté  d'un  triangle  sphéri(|ue,  si  les  deux  autres 
cotés  et  l’angle  qu’ils  comprennent  étaient  donnés:  elle  est  facile  à 
retenir.  La  démon.stration  que  nous  venons  d’en  donner  est  ilue  à 
De  Gtia,  qui  l’a  publiée  dans  les  Mi-imires  île  ïilcitdêinie  des  Sciences 
(anni'e  1783;.  Lagrange  et  d’autres  géomètres  célèbres  l’ont  depuis 
adoptée  dans  leurs  Traités  de  Trigonométrie:  on  en  verra  une  nouvelle 
dans  le  livre  IA',  au  chapitre  des  parallaxes. 

Une  simple  permutation  de  lettres  fournit  deux  autres  équations 
toutes  pareilles  ; ainsi  l’on  a • ^ 


cos  a = cos  A cosc  + siné  .sine  cos.V,  , 

cos/j  = cos  a cosc  ■+■  sina  sine  cos  B,  S (a), 

cose  = cosrt  cos  A sinn  sin/>  eos  C.  t 

^ Il  ne  s’agit  plus  que  de  combiner  convenablement  ces  trois  équa- 
tions, pour  parvenir  aux  relations  qui  offrent  le  moyen  de  résoudre 
tous  les.  cas  possibles  des  triangles  sphériques. 

« 

’iS.  Si  de  la  première  équation  Ton  tire  la  valeur  de  cos  A , et  cpi’on 
l’introduise  dans  la  relation  sin’.A  = t — cos*A,  on  aura 


sin’  A 


cos*  a coo*  b coS*  c — acos  a co»  h cos  c _ 
sin*  b sin*  c • ’ 


réduisant  les  termes  du 'second  membre  au  même  dénominateur, 
multipliant  haut  et  bas  parsin’ci  et  extrayant  la  racine,  on  obtiendra 


sin  A = sin  a. 


^ (t  — ros*  a — cos*  b — ct»s*  r -f-  s cos  /?  cos  b cos  c ' _ 


sin  a sin  0 sin  c 


flésignant  par  M toute  la  fraction  qui  multiplie  sin  a , on  pourra  écrire 
plus  simplement 

■ sin  A = M sin  a ; 

et  puisque  M est  une  fonction  symétrique  ou  invariable,  quel  que 
soit  l’angle  dont  on  cherche  le  sinus,  il  est  évident  que  Ton  aura 
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pareillement 

siii  U = M sin  h , 
sin  C = M sin  (7  : 

de  là 

sin  A :sinB:sin  C;  : sin  aisin  A'.sin  c, 

on  bien 

ain  A sin  ^ sin  A sin  rt  sin  B sinfr, 

sin  B sin  t’  sin  C sin  e’  sinC  sin  r’ 

ainsi  les  sinus  des  angles  d’un  triangle  spliéricjue  sont  proportionnels 
an  sinus  des  côtes  qui  leur  sont  opposés.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
proportion  dite  des  quatre  sinus-  ' 

-Mais  pour  proc^ler  du  simple  au  composé , examinons  d’abord  les 
propriétt-s  des  triangles  sphériques  rectangles,  quoique  celles-ci  ne 
soient  que  des  cas  particuliers  des  propriétés  des  triangles  sphériques 
quelconques. 

HÉSOLCTIOH  DES  TBIAHGLES  SeBÉRIQUES  RECT.\aOLËS. 

ôiti.  Lorsque  l’angle  A est  droit,  le  côté  opposé  a se  nomme  l’ hypo- 
ténuse, et  les  relations  (a)  deviennent 

cosa 
cos  b 
cosc 

Il  suit  de  la  première  relation  que  dans  tout  triangle  sphérique  rec- 
tangle, le  cosinus  de  Fhypotémue  est  égal  au  produit  des  cositms  des 
côtés  qui  comprennent  l'angle  droit. 

Eliminant  cos  a des  deux  dernières,  on  trouve 

cos  h = cos  Acos“  c -t-  sin  a sin  ccos  B = cos  i — sin*  c)  -t-  sin  asin  ccos  B , 
cosc  = costrcos*A-+-sinasinôcosC  = cosfi  i — sin*  A)  + sinasinôcosC; 

réduisant  et  divisant  tout  par  sine,  on  a ces  deux  relations  entre  les 

9" 


= cos  b cos  c , à 

= cos  a cosc  sin  a sine  cos  B,  > {o/) 
= cos  a cosô  -t-  sin  a sin  A cosC.  * 


« 
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trois  côtés  et  un  angle  oblique  ; 


sine  cos  h = sina  cos  R, 
sinÿ  cose  = sina  cosC; 


mais  II  cause  de  sin  a = tang  a cos  a et  de  cos  a = cos  b cos  c , ces  nou- 
velles relations  se  changent  en  celles-ci  : 

sine  cosô  = tanga  cosb  cosc  cosB, 
sin  ô cosc  = tanga  cosb  cosc  cosC; 

d’où  l’on  tire 

taog  c = tang  a cos  B , 
tang&  = tanga  cosC; 

c’est-à-dire,  que  dans  un  trinn^'tphén^^  rectangle , la  tangente 
de  Fun  des  côtés  de  [angle,  droit  ^ Imtangenie  de  [hypo- 
ténuse, est  égale  au  cosinus  de  'adjacent  a ce  côté; 

a",  que  les  tangentes  des  deux  côtét'  (fe  l'angtk  droit  sont  récipro- 
quement proportionnelles  aux  cosinus  des  stngles  qui  leur  sont  opfiosés. 

57.  Nous  remarquerons  en  passant^  que  si,  dans  la  pratique,  il 
s’agissait  de  trouver  l’angle  B au  moyen  de  l’hypoténuse  a et  du  côté 
c adjacent,  on  aurait  à résoudre  l’équation 

cos  B = cot  a tang  c ; 

mais  dans  le  cas  où  l’angle  B serait  très-petit , les  tables  ne  pourraient 
le  donner  exactement  par  son  cosinus.  En  le  déterminant  au  contraire 
par  la  tangente  de  sa  moitié,  on  aura  toute  l’exactitude  requise.  Or,  à 
cause  de  tang^{B  = ona,ensubstituantpourcosBsa valeur. 


tang^  ï B = 


tanga 


tang  a — tang  c sin  (a  — rj 

tang  a -+■  langjr  ““  sin  {a  c)  ’ 
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et 


tangiB  = 

.®  * V Mn  (a  -I-  r) 


Un  angle  d’un  triangle  sphérique  étant  toujours  moindre  que  deux 
droits,  A B sera  nécessairement  aigu;  ainsi  l'on  devra  rejetter  la  racine 
négative,  puisqu’elle  donnerait  jB  obtus. 

d8.  Si  l’on  combine  les  deux  équations  (a”)  par  voie  d’addition  et 
de  soustraction,  on  aura 


sin  (t  -H  c)  = sin  a (cosC  + cos  B)  = a sin  a cos 
sin[h  — c)  = sina(cosC  — cosB)  = a sin  a sin 


et  si  l’on  divise  maintenant  ces  deux  résultats  l’un  par  l’autre,  il  viendra 
cette  autre  relation  remarquable 

laquelle  nous  apprend  que  quand  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle 
droit  est  plus  grande  qu’une  demi-circonférence,  la  demi-somme  des 
deux  angles  opposés  ' est  né'ccssairement  plus  grande  qu’un  qua- 
drant; car  tang  ~ ayant  toujours  le-  même  signe, 

B -f-  C 

tang  — - — est  positive  ou  négative  selon  que  sin  {b  -+-  c)  est  positif  ou 
négatif. 


39.  Pour  trouver  d’autres  propriété“S , élevons  au  carré  les  premières 
relations  la'),  (a");  il  viendra 

cos’  h cos’  c = cos’  a , 
sin’  c cos’  h = sin’  a cos’  B ; 

celles-ci  étant  ajoutées  entre  elles,  on  aura,  en  simplifiant, 

cos’  h — cos’  a ■+■  sin’  a cos’  B = 1 — sin’  a sin’  B , 
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.Hin’A  = siii’n  siii’B  ou  sin6  = siu  a sinB; 


c’est  aussi  ce  qui  résulte  de  la  proportion  des  quatre  sinus,  démontrée 
à l’art,  rti»;  ainsi  dans  un  triangte  sp/ièri(jue  ivctanÿle , le  sinus  d'un 
côté  lie  l’angle  droit  est  égal  au  sinus  de  l'angle  opposé  multiplié  par  le 
sinus  de  rhjrpoténuse. 

ttO.  En  Trigonométrie  l’on  entend  par  cas  douteux  celui  où  l’in- 
connue est  donnée  par  son  sinus;  parce  qu’alors  le  problème  est  en 
eéuéral  susceptible  de  deux  solutions.  Si,  par  exemple,  dans  le  triangle 
spbéri([ue  l'ectangle  on  connaissait  h et  B,  qui  sont  toujours  de  même 
es|H‘ce,  et  qu’on  voulût  déterminer  l’hypoténuse  , on  l’obtiendrait 

par  la  formule  sin  a = "''i  le  sinu^j d’un  arc  moindre  qu’un  qua- 

drant étant  le  même  que  celui  d’un  arc  qui  en  est  le  supplément,  on 
ne  saurait  pas  si  a est  aigu  ou  obtus.  Il  existe  donc  deux  triangles  rec- 
tangles qui  satisfont  aux  données  du  problème. 

(il.  Puisque  l’on  a,  par  ce  dernier  principe, 

sin  h = sin  a sin  B , 
sin  c = sin  a sin  C , 


on  obtiendra,  en  divisant  ces  deux  équations  res|iectiveiuent  par 
celles  (a"). 


tang  B = 
tang  C - 


Uui^é 
sin  c ’ 
Uânt;c_ 
sin  b ’ 


ainsi  dans  un  triangle  spltérii/ue  rectiuigle , la  tangente  dun  angle 
oblique  est  égale  à la  tangente  du  côté  opposé , divisée  /mr  le  sinus  du 
côté  de  i angle  droit  adjacent. 

On  sait  de  plus,  par  ce  qui  pi'écede,  ipie. 
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cos 


tanga 


n Siii  6 

sut  B = - . 

sma 


Divisant  les  équations  supérieures  par  celles  inférieures,  et  faisant  les 
n'-diictions , il  vient,  à cause  de  la  première  relation  (a'), 

• 

cos  B tanc  c sin  o , cos  C Une  h sin  a 

. „ = — = coso,  ; = COS  c; 

sin  C Ung  a «D  r au  B Ung  a sin  i 

donc , dam  un  triangle  sphérique  rectangle,  le  cosinus  rf un  des  cotes 
de  l’angle  droit  est  égal  au  cosinus  de  iangle  opposé,  divisé  par  le  sinus 
de  t angle  oblique  adjacent. 

Enfin,  multipliant  l’une  par  l’autre  les  équations  ■.a"  on  a pour 
]>roduit 

taneB  taneC  = — . - = — , 

" ,.,,5  h f CS  „ 

ou  bien 

cos  a = cotB  cot  C. 

De  cette  relation  l’on  conclut  que  le  cosinus  de  l’hjrpoténuse  est  égal 
au  produit  des  Cotangentes  des  deux  angles  obliques. 

62.  Considérant  toujours  le  triangle  ,\BC  rectangle  en  A , on  a 
d’une  part 

sin  A , . Unec 

SU)  a = -.  et  de  I autre,  cos  B = - ; 

. sin  B Ungn 

puis  changeant  les  tangentes  en  sinus  et  cosinus,  il  vient 

I,  „ sin  A 

sm  c cosrt  = cos  B cosc  sin  fl  = cos  B cosc 

sin  B 

Maintenant  si  l’on  substitue  pour  sin  a et  sin  c cos  <i  leurs  valeurs  dans 
la  formule  connue 


sin  (fl  — c)  = sin  fl  cos  c — cos  a sin  c. 
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, I — <xisB  B 

on  trouvera,  a cause 


siii  l a — c)  = sin  P cos  c tang  - , 

résultat  qui,  en  y niettaiit  au  lieu  de  cos  c sa  valeur deviendra 
sin  (a  — c}=  tangi  cosa  tang 

Si  l’on  change  les  6 en  c et  vice  verstl,  dans  ces  deux  dernières  formules, 
on  aura  sur-le-champ 

sin  (a  — h)  = sin  c cos  h tang 
sin  (a  — b')=  tango  cosa  tang 


ce  qui  fera  connaître  l’excès  de  l’hypoténuse  sur  un  des  côtés  de  l’angle 
droit.  Ges  forniides  ont  été  donné*>s  pour  la  première  fois  par  Prony, 
mais  sans  démonstration.  En  voici  deux  autres  qui  s’obtiennent  par  le 
même  procédé: 

cos(«  — c)  = cosi -(- sin  t sin  c tangiB, 
tang(n-o)= 

mais  leur  forme  rend  l’emploi  des  logarithmes  moins  commode. 

B3.  Voilà  tout  ce  qui  concerne  la  résolution  des  triangles  sphériques 
lectangles.  En  ayant  égard  dans  les  formules,  aux  signes  qui  doivent 
aflècter  les  valeurs  de  sin,  cos,  tang,  etc.,  d’un  angle,  on  ne  sera 
nullement  embarrasse  sur  l’espèce  de  l’angle  ou  du  coté  cherché,  dans 
tous  les  c.is  qui  ne  sont  pas  douteux  de  leur  nature.  L’équation 
cos  U = cos  b cos  c,  par  exemple , nous  apprend  que  chacun  des  trois 
cèilés  d’un  triangle  sphérique  rectangle  est  plus  petit  qu’un  quadrant, 
ou  i|ue  si  deux  côtés  sont  plus  grands  que  loo^,  le  troisième  sera  néces- 
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virement  plus  petit;  ou  enfin  que  si  les  deux  cotés  de  l’aneJe  droit  sont  • 


espèce  différente,  l’hypoténuse  sera  plus  grande  qu’un  quadrant. 
1)e  luéme,  par  l’équation  tanjj  B ie 

oblique  est  toujours  de  nicnie  espece  que 
est  constauunent  positif. 


HESOLDTIOa  Ilis  triahgi.es  sphériques  OBLIQUAHGLRS 


lERS. 
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puis  décomposons  en  fadeurs  les  numérateurs  des  seconds  inembiTs 
en  s'ertii  de  la  formule  rapiielré  précénlemment,  il  viendra 


. la  h — -c\  la  -h  h\ 

i)H  A=  1— i. 

* ' une  sine 


apisinr  J ■ 

-s  - . 4 * 


. la  + b — e\  . /é  •+  *>—  fl\ 

sin  > 4 B = -A—’  .--■'-j-A  » 

» Mpa  uhf  'y 


^'a  -l-r  — b\ 

fb  + c — a^ 

r I 

wn 

i 

cos’  i-A  = ■ 


/o  + A r\  . /h  + e—a\^ 


/a  b -h  e\  /ff  A-  c ^ b\ 

coshb  = ~---  rinÆr ’ 

. - . /o->-i-hf\  ■ (a  + b — 1\ 

ros*  rl>  î=  r-  '7“  , 


sin  A sin  ^ 


* » • 

Ces  six  valeurs  peuvent  se  combiner  de  plusieurs  maniérés  difie- 
rentes.  En  divisant  l’une  par  l’autre  celles  qui  se  correspondent,  on 
trouve 

► ^ * * 

sinj(a  + i — c)  «inÿ(g  -f-c  — b) 

•3"g  J A — i + c)  sinfli  -I-  c — a)’ 

Il  B »iii  Afa  1-  — c)  sin  î (*  + c — V/.-. 

••'“’S  — nn;(a-»-A-t-r)«nT{a+c  — i)’  ' 

, , tin^la  4-  c — b)  sin  j (t  -f-  c — ai 

, tang  ^.(.(a -f- iM-r)  »ÎD7(a é — r) 

Ainsi  l’on  pourra  obtenir  un  angle  d’un  triangle  sphérique  en  fonc- 
tion des  trois  côtés,  en  calculant  le  sinus  ou  la  tangente  de  la  moitié 

de  cet  angle.  ■ 

Maintenant,  en  multipliant  deux  à deux  les  relations  (y),  on  trouve 
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•î  '►  • *«5^-  'V^i-  • ■ 


aia^iaeiit,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée,  . ' ^ 

sinfA»in^B=sin  cos | A cosj B=siii -■  C— - 

* ’ * sinr  • •‘  V sine  ' . ji'  ' 


sin  1 A cosiC=  C9»i  , 

■ ' ‘ **iniBcosiC=cosi  A*-^î!-î-^^'^^^^;-  cos| Bsiii ^C^cos^ a“”T^“^ i' 

ma  ' ’ s 5 « -.  9ina  ^ .»*  . i rA»'S 


sinlAsin^Çs^siri^B**"*^"^^*^,  co8|Acos-|C=sin4  ^ 

in|Bsin-LC===8inAA”"i^.^p=^\  cos  j;  BcosiC.^sin^ 


* sintosintu=8intA— 

: *5  . C '"■a 

- s^’.  ^ sin^Acos{-B=cos|C— . — 

r î*vTa.:. -* «•  ' ».  ’ * ’ . * iinr 


0«î  A .!„  !C-C«i 


-■  ■>r'î’''-»L'ï  » '8iniBcosi(À=cosiA 

jS-  • * * sin< 


; Heniarqiua  que  quand  on  a obtenu  la  première  relation  de 

,’.J.  système,  il  snfiit  d’iine  simple  peruuitation  de  lettres  pour  avoir  les 

■ deux  autre»  relations.  ' = •'  ^-7 

.•  • ^ J»  ♦ ■ *:  g ,■ 


®u*  conséquences  les  plus  utiles,  : 

- d’abord  de  ces  dernières  relations  les  valeurs  suivantes; 

P. 


v.^vv.-. 


r - ■;>,;.  ..  ^ sin-^(A-t- B)=sin^Acos^B-t-cos4 Asin-^B  = co»-^C  ”?t("  ., 


sini(A — B)=8inJ*Acos^B  — cos^Asin-|Bi£:co8^C-"t^”  ^ 
cosi(.A-4-  B jF=co^  Acoa  — sin  J A sin  J B — sin 


K*) 


iî  -■  - ■ 
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Puis  divisant  la 
mière , on  a 
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quatrième  par  la  troisième,  et  la  deuxième  par  la  pre- 


tang|(a  + /^)  = tangue 


cosKA.— B) 


tang-i(rt  — b)  = taiig 


«in7(A  — B)  ^ 
sin.J-(A  H-  B)’ 


Telles  sont  les  quatre  analogies  de  Néper.  I.es  deux  premières 
servent  à trouver  deux  angles  d’un  triangle  sphérique  dans  lequel 
on  connaît  les  deux  cotés  opposés  et  l’angle  compris;  en  effet, 
l’on  a • ■ ■ 

Il  1 1 A A -t- 8 A— B 

, le  plus  grand  angle  A = — ^ — H — , 


et 


le  plus  petit  angle  B = 


A -f-  B 

3 


A~B 

a 


Les  deux  autres  analogies  s’emploient  pour  trouver  deux  cotés  lors- 
qu’on a deux  angles  et  le  côté  adjacent. 

On  arrive  à ces  formules , aux  deux  premières  par  exemple  , par  une 
méthode  plus  simple,  ainsi  qu’il  suit. 

Il  est  d’abord  à remarquer  que,  d’apres  l’art  4,') , * 


tang|^A-h  B)  = 


«n.A-+-5inB  * 
cosA-hi'OsB’ 


et 


tang|(A-B)  = 


sin  A — «n  R 
cos  A 4- cos  B’ 


ainsi  il  ne  s’agit  que  de  rendre  les  seconds  membres  de  ces  égalités 
fonctions  de  a , A et  c.  Or,  si  entre  les  première  et  troisième  équations  (a) 
l’on  éhmine  cosc,  il  viendra  cette  relation  entre  cinq  parties  d’un 
triangle , 

* cos.\  sine -t- cosCsiimcos/i  = cosrtsini ; 

par  conséq’uent,  changeant  A en  B et  «en  ô,  on  aura 

cos  A sine  = cosrt  sin  A — cosC  sina  cosô, 
cos  B sine  = cos  A sin  a — cosC  sin  h cosn , 


V-T»-  , 


•;  *.  «•  ■ 
SV  . ‘^%.:y 


.*  * - r . - 

*V^"V^EJ:V  'f  : •" 


r/  :Y.V‘  ■*-.  • 


:,-,>'.-.xu^  '-v' 

■r.'  :,y:Af- 

■-  ■ ■ 

■.  ‘ 'V''r  =-^  ^ 
i;,  ■■•■ 


ajuutant  ces  deux  équations,  U eu  résultera,  réduction  faite, 
sine  (cos  A -t-  cos  B)  = (i  — cosO)  sin(a-t-6j.  (m) 

D’un  autre  côté , ()ar  la  règle  des  qtiatre  sinus  (art.  .*>5) , ou  a , 

sine  siiiA  = sinasinC,  r , 


i''' 


sinesinB  ='sinÀsinC; 

ajoutant  et  soustrayant  ces  deux  équations,  il  vient 


*^* ’'=*■  r 


aO:, 


sine  (sin  .A  + sin  B)  = siuC  (sino  + »\nb), 
sine  (sin  A — sin  B)  = sinC  (sinn  — sin 


-«ÎV 


- • v;c  "35. 

. . ‘t'.>r  a.  J 


■•TU.-'- 


«livisant  successivement  celles-ci  par  la  précédente  (i 


-V**  V”w;*  “ 

sin  A -l- sin  B 

sinC  /jjna-t-sinÿ' 

co»A-4-co»B 

1 — cos<F\  lin  (a  -i-  ^)\ 

■y'  ;■:.  ■••^v  ,,,'-. 

f;i"v 

S:-  '’ y ^ _ . ', 

sin  A iin  B 

sinC  /sin  a sin  A'' 

cosA-(-cosB 

I — cosC  \sin(a  — 4)  / 

;inft); 

m).  on  a .^1 

- ' ‘a -■' ■ * ■ * 'Il 

>”  -M-  ..  3 


a-'.  A.  ' y,  i,  . . ■ 


' iVf'.WT,  ,. 


enfin  transformant  ces  valeurs  à l’aide  des  relations  de  l’art.  f-> , on 
; . trouve  comme  ci-dessus , 


tangi(A-t-B)  = cotiC^ig^j, 


c- 


. •.  ^ r.i-  ,J. 

•-  •'  -■'“■■.‘-"V  .-î 

•»  J y*  iÿ  il  - * ■ 


- - - ta,^^(A-B)  = coticgg-p*{, 

et  de  la  cette  propriété  remarquable , 


t ; V,.  T-  •■  - _V  -■•.  - ■ 


,'t'T  ‘ v<' 


rA'--  ï 


Umg.{-(A-f-B)  taog-l  (g  + i} 

t«ngî(A  — B)  ~ îaDsi(«  — J) 


B.'i.  Lorsqu'on  n’a  pour  but  que  de  déterminer  un  des  angles 


inconnus,  l'angle  A par  exemple,,  on  l’obtient  directement  de  la  r-\i' ■ " ■ Vi  * é> 

manière  suivante  : . ‘ 


' .V-.; '’-v  ; ' ;.  -;v 
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Mettant  dans  la  relation 

. cosA sine  = CQSrt  sin A — cosC  sina  cosA, 

tr^uvtv  précédemment,  pour  sine  sa  valeiir  on  a de 

stiife  , , 

cot  A sin  C = cotrt  sin  b — cos  G cosA , 

et  par  conséquent  ' . ‘ . 

, cota  »in4 

cotA  = — cotCcosA. 

• . mdC 

Cette,  f’oriuule  donne  donc  immédiatement  l’angle  A,  au  moyen  de 

deux  côtés  connus  et  de  l’angle  qu’ils  comprennent.  Chadgeant  A en  R, 

a en  A , et  réciproquement , on  a de  même 

* • ^ * . * • 

- cot  6 sin  fl 

V cotCcosa.  . ^ 

* * 

« f , 

<H».  relations  (y)  nous  ontproenré,  par  leurs  combinaisons , 

■ plusieurs  formules  remarquables;  on  en  déduit  aisément  encore 
, d’antres:  par  exemple,  en  multipliant  entre  elles  celles  qui  .se  trouvent  - 
sur  la  première  ligne,  puis  prenant  la  racine  carrée  et  doublant  le 
• produit,  on  a , en  faisant  d'ailleurs  a 4- A -t- c = a J, 

...  , , . , ï[sin(j)Bn(x  — a ( sin  (i  — i) *in (» — c)]'» 

asm^.AcosiA  ;=  sinA  = -i— — — r — — 

“ stn&sino  ’ 

A •» 

or,  eu  rapprochant  cette  valeur  de  sin  A de  celle  de  l’art.  îi»,  on  voit 
évidemment  que  ' 

4 sin  (s)  sin  {s  — <j)  siii  (f  — A)  sin  (f  — c) 

= I — cos’fl  — cos’A  — cos*f  4-  acosrt  cosA  cosc. 

Il  n’est  pas  plus  difficile  de  reconnaître  que  les  relations  iy)  et  (y') 
donnent 

sini  A sin-tR  siniC  = • 

3 i ^ sioastQflunc  ’ 
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4sm^«sîh|/>;  il  viendra,  en  faisant  attention  que  asin  cositiï^Rina, 
. . ...  , ,,  4>'0’îa5in*7A -H  lina  sin/>  cosC 

t.ang{  (A  -t-  B — C)  = i ,-t-- ; 

° ' ' uoasioesinC  ’ 


puis  éliminons  cosG  au  moyen  de  sa  valeur  (°),  et  remplaçons 
4siii*|rt  siii’;f’  par  le  produit  (i— cosrt)  (i— cosA);  alors  nous 
.aurons  » 

. ^ "w»  r.  m ('  — cosaii  I — cosi) -4- cosf  — cosacosé 

tahg!.{A+B-C)  = ^ ^ 

i-t-cosr  — co&fl  —cosA 

siuasin/i&mC  * 

• * . • 

expression  dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  à la  place 

, . ^ 1 il  — coa*a— cos*6  — co5i*c?-haco5flCosAcosc  , 

de  smC  sa  valeur , — -.trouvée  a 

anasinft  ’ 

Part.  .‘»3.  Soit  donc  M toute  la  quantité  radicale,  on  aur.a 


tang  J [A  + B — C) 
tang.^{.A  +C  — B) 

, Ring'^lM-C-A' 

('.es  formules  élégantes,  démontrées  d’une  toute  autre  maniéré 
par  U-geiidre,  ont  servi  à ce  savant  géomètre  pour  déterminer  la 
position  du  pôle  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  spliérique 
(Gêomptrie , notcX).  .Soit,  par  exemple  {_/î^.  i4j>  O le  pôle  du  cercle 
(jui  passe  par  les  sommets  des  angles  du  triangle  sphérique  ABC.;  les 
arcs  de  grand  cercle  AO,  OB,  OC  seront  égaux,  et  les  perpen- 
diculaires abaissées  du  point  O sur  chacun  des  côtés,  les  partageront 
en  deux  parties  égales.  .Si  donc  x désigne  l’angle  inconnu  0.\B,  on 
aura , à cause  des  trois  triangles  isosctjes  dont  se  compose  le  triangle 
profK»s*'4, 


I -l-CMc  — COS  fl  — case 


M 

I -ecosé  — cosfl  — rose 

M T'' 

I -^cosfl  — cQsi  — mse 

St  T' 


angle  ACO  = .\  — x, 
angle  BCO  = B — x. 
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^eVpartaht,,  • ' , f/..  ^ . î /*.  ' * - ' • ■ ; , 

•y»/  (B  . 


. ,«II  Bien  V -,  /'  .*»•  ’ 

• ■ ' , • ..V  • ■*.  . 

V*  ••  • % • ^ ^ % 1* 

I*  _-_IÜ  _1* *1^  • ■ »X‘..Vli..JL  i 


, - , . *-  H7.  <Ei  sait  .qu'uo  triangle'spWri<(ue  ési  détcriniué  de  grandeur,  .*  . 

• ' ‘qiiaYid'dn  connaît  leTaJon  de  la  sfdiJrë  à laquelle  il  appartient , •ainsi  . 

■'  ■ ‘que  deux  de  ses  "côtés  et  l’augle  qtr'ils  fontifaU  entre  eux;  car  par  ‘ • • 

A l’une  d^-forntuted^fc^  Bon-peut  obtenir  le  trwSiètne  côté.  Un  triangle 
• ■ . , dé  ctjto  espèoe^êsfai^t  détermine  de*  gr^ndéitr',  sT,  outre*le  rayon 
*,de_la  sphère on  coui»ait*»lêux'*înglcs  et  le'côt^qui  ftajoinl.’  Cher- 
’ chons  les  formnles  relative^  à ce  câi’.et  pour  cet  ei}et.réwen6t>s  la 

• • . ‘cosA  sine  ^ cosn  sinô  .r-*co»C.sin«  eos^.'f  • 'yC*- '•<' 

.é*«‘  ^ , ••  - ■ ...  , 

. ■ -•  s-*'  *v.  ■ . *.•••: 

, ■ Ou  voifqu’en  y niet,tant,  pour  sinq,  et  sihcJenrs  valeurs  respectives 

BnB.*’-  MoB  ’ . « ' 

• •-  » . • . . . • .■...» 

* . r *.  4 M * 


•.  cos  Â.  sinU  :p'cosa  si  n B .tr  siii  A 'cos  C cos  b ; 


• V 
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ou  a donc 
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* V 


cosA  = cos<2  siii B sinC  — cosBcosG, 
cos  B =:  cosJ  sinA  siiiC  — cos  A cosC, 
’cos  G =■  COSC  sin  A'sin  B — cos  A cos  B. 


(0 


< Ce  système  d’équations  est  analogue^  celui  que  nous  avons  di’signc  • 
•}îai-[à'),-y5jl^estreraiifqual»le  que  runsedédtiipde'l\'iutre,.en  écrivani  • 

ABC  au  lieu  de  «fco,  .et  réciproqucmciitt'' lès  cosinus  étant  toutefois  •* 
affectés  du  signe  négatif.  I.a  propriété  du  tnangté  pnlaire  ou  supph^^  , 
dofuie lieu  la  niêrae  conséquence;  car  si  A',  sont  les 
_^angles  de  Cf 'triangle,  et  o',  A' f' les’^côtc’s  opposés, .j^oii  a (Géowctne  de  . ' 

I egendre v.prnpos.  j4X.  , Uvre  yil),ées.  relations  * ‘ . 

3 aoo*  — A , ■.A'  = aoo*  — a,  . ' '• 

B'=aoo,  — A;.  ’ ; . 

’C' = aoo  — ' » 


, •■•vv 


s'*-''"  * ’c'  ^ aoo  — C, 


mais  noiiA  savons  que 


cosu'  =.  cos  A'.cosf’  + sin  A'  sine'  cos  A'; 


par  conséquent 


« • 

. > 


..  ; cos{aoo^’ — A f = v”!*.(aotT  — B)  ços(4on  — C}'  / 

; . ■ .+  sintaoo  — B)sinéj((io  — C)colt(.aoo—u)Ts.'' 

• ' ' ' - ” • • s . 

■ . ‘ . 

et  enfin,  coiiiiiie  ci-dessus , 

* ■ : ■ ' ’ . ■ 

■ _ • — cosA  = cosB  cqsC  sin  B sluC  cosu.  • , v ■ 

4 * ^ ' * **  A *''*♦»  * * • 

(î8.  ^)n  peut  donc  appliquer  la  règle  q]jeji’«li  yienl  d’éiio'ncer  a-  . . I 
toutes  (és  formules  démontrées  jusqu’à  présent,  ou  laièo'traiter  ana-  ' . 
lvtiquènie(iE' les  fonrtules  {il,  comme  nous -avons  traité  Jeu  r.s  aiiâlo-  i • 
■gnesia;  de  l’une  ôn  dp'Tanlre  ma'nière  » l’on  pa"rviendra  à de  non- 
veaux  systèmes  d éqiiatioos  t[ui  compléteront  là  résolution  de  tous  les 
Xas  lie  la  1 rigononictrie  splierique.  f’oUr  nous  boryier  aux  expfessions'  ■ ’• 

•t'*  ' • * 


A' 


• ^ r 


•« 

■é . 


’*A  ..*• 
^ * • 

• 1.* 


\ 

r*  • 


. ‘ pigitirfed  by  C 


„ .t  ■ • ■ •*  ,.v.  » - - - •.  ^•.  . 

«f'; -fc;  - ^ ^ “ ,-îo  * ' 
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• \ ■ l(«  phis  ittU«s,  noii6  remarquerons  il'ubord  que  l’on  a 


> • 
k 


siii  'Q  ûn  C . . . 

- - » , , « ’cosA  4r^e«s(B -r*£'. 

*•  . • -..C  l i+  CO^rf  ,i„B  àr: 


- - . i 

:x  a cos*  Irt; . 1 


/•  en  géiféral 


. -.ains» . ^ ' ■ . • V * 


I i>V; 


. . .>.7 


tin  B tint 


■'  ' . i s ■ co3  .':•*  * ■ 

• •- s • • -‘‘““‘"'f'-  ■.;  . ■ 

’•  »r  *,  •'  ' * ’ . * . / : ' ' , — ' •* 


■‘  • nie’ de  ces  trois  formules  donnera  un  côté  au  moyen  des  trois  angles;  • _ •' 
• ■ “^insi,  par-.la  préiniél*e',  on’a  . ’ •■..,*.*■ 


• : 1 •/ — co>4’(A  -(- B ■^^.— A j 

, ^ ••.-  -,  . V ' ■ ’".  ilq  B liirtr''^  *"  • ',  • . 

• -r'-S.,  - • V ■ • ’i.  r,.  • 

....  • 1 . ■ ■ . s*  ‘ ' . . ' . 

, • ’ t • 'Si  la  quantité  qui  est  sous  le  signe -cailical  était. fiégafivn,  ronime 

• ■'  .’  .••  qlle  Je  parait  d'abord  , il  serait,,  impossible  de' déterminer  la  yaleiir  de.  * * 

. ...  ***^,  sln*^'/i  :•  cette  valén;- est  eejiendanC  tonjmws  réelle,  c^  g^érjil 

. -../y  *ii*(.* -:  co5<t_^ifonc  ^ •'  ,..^V  ■.‘■t’.,-’.  ■' 

* * • .»'*•**  < * ’ * • • • ■ . - , a ^ ^ • 

: .J  . VA-f-B4-V,  t\  CV 

- ; «n(— y sX  ^ 

. . ^ ^ . - I.»  . ' . /,.*  * î*.  ••*.'•  • 


■ , .■  • /■  _ .qyantHé  qui  est  toujours  poAitiv^  parce  que  A -t-  .ll  + C étant  lié- 

'•  . tÿisaireiDent  compris  entre  a*el  6*  , , on  a • * , .^  4 “•• 

' • ^ •*:*  ‘ • ; ■ >'  , •*>•  •; 

.»  » . : . ’ V î!*  -e 


• *.  • .**»  • 
• . * r r- 


V..‘ 


• • ; î ' ' t 


'*.••'  *%•  k*  • . 0 

* t.*  ■ * -9  ' ' plgitizM 


t - 
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.4  • 


somme  des  deux  autres 


i"'  — A<a’  — B-f-  • 


lires,  on  a,  par  la  propriété  du. triangle  polaire , * ‘ 

^ — C,  d’où^-^-~*  <.  i*:  'angle  dont  le  c'osiims^  •*. 
a-.'  , *’ 

est  posiliÉ  . 4 , . . 

" » • • ^ ^ " 

Bîl.  Nous  pouvons  maintenant  tirer  des  eonséqiiences  seiftblables  à . ■ • 

celles  des  ar[.,ü5 'et  6<i,  saydir,  ône*  » 4 ' .4,  ■ 

— co»*{>— ^âcg^A'OMB  coi|C  . ' • 

.si»*  lîiin’G’s*  * ^ ' J 


* îi  A , .1  — <y>s*  A V^c5s'£  — < 
sin’a  = -.= - 

. 1 4^  Vf  COS  S cos(S^^  A ) coi  [ S — B)  005/  S G j * " 

Éin'^Hdlrîifr:  — 


,sin’B  »in 'it  7. 

* , f ' * 

■iS  dcslgnaiil'la  somme  des'  trois  angles.^''  v 

_ = 'V*-  . < . 4. 


qiû,^commc  jioiis  l’avofis  déjà-dit,  servent  à*  trouver  à la  lois  deu\  • 
<î6t^,d’tifi  irfangle  spliériqiîe,  un  moyen  du  troisième  côté.et’des 
deux  angles 'qui  lui  sont  adjactaits,  ou  voulait  obtenir  dins-fementj,  *. 
l’un  dus' côtés  a,  h,  le  côté  «,  par  exeanpie,  H fandrait  avoir  recours  ' • 

....  ‘ » • 4 . . ' • . I » ' ■ . ■ 

a I équation  ■.  ^ " i ■ , , * *■  .* 

■ • t 4 , -■.•  coi-A  siii n , ‘ ...  ■ ' • H 

X , . 'cot  U = — . 4-T — I- cote  cos  li,-  • . : r * • 

• . * . . . . ■ 

; . 4 ' . . . 

que  l'fm  trouve  sui>le-chanip  en  changeant  dans  l'éqnatioD  àiialogue  ' • 
cot  A = C cosô  (art.  6.1!,  les  lettres  mapiscuîes en  m'i-’  , • • 

nnscules,  et  luce  versd,  et  al'fectanl  les  cosinus  et  les' cotaugentes  diL  .'  , ' 

signe  négatif,  comme  nous  l’avpiis  déjà' fait  observer  (ar't-  07).  \ . 

On  a. pareillement,  par  luie  siinpÉ*  pcrrautalioii  de  lettres,  . . . 


■ - , - rot  B sin  A ' , ' 

cotn  = - 4 . — + cote  cos  A , ' •>  > ■ 
. • »inr  > • - ' - ». 


, . rot  B stn  C . t ..  i-  ' , 

cott»  = -4-. — — -t- cot  O.  COS  G;  "•  “ 

5in  a • - ' 


A 


% ■ 


I 


•*••  • » •••  •••  ♦..*•* 

• ._.  ■/  ■••  r •'  : ■ LIVRE 'deux  IF.ME.  -■/.•.  J.*  «J  ■'«?  *.^■  ' 

* "^ge'qin  clonoe  ui^p  rnlation  éiitre  deux  .mgles  et  deux  côtés.  Pour  en  - ^ ; 

• avoir  une  entre-les  troi#  côtés  et  deux  angles t dilTérente  dé  «dlo  de  ' .•  • 

.,  V l'art.  66,  diviftz-TuDfj  par  J’autre  les  équations  . ■*  ' '..  ; ••  • 

.'  ■ ' L •<  * * • .-  ■ * --  ^ • 

■*•  • , '.cosa  = cosô  cosc'-t- -sin  ô sinc.cosA,  * ' j,  * ' ’ 

• , ' . .^siDa  suie 

• * iinÂ“.5aC-  . ;•  ..  . ' V. 

* il  viendra  de  suite  .-  ‘ ' * * ' ’ * ‘ ‘ ' • ■ ..* 

■ . - ■ « -sinA'.cotrt  ^ sint;  [sin ô cos A.+  eosfrcolC);  , *.  • 

*.'•  *•  •*’  ' ' * ‘ ■ 

'•  la  relation  semblable  entré  les  tfois  angles  *et  deux  côlést  sera  yisi- » , , 

blemenf  ■'•***.  *'  '■  , * ^ 

■ • * * ••  . ■ • r * 

■ , , * • sinu  cdtA  s=  sine  [sinB  cosA  — cosBcotÇ].' 

•..  . 71.  Toutes  les  formules  que  nous,  venons  de  démontrer  suffisent'*  , • 

’ ',I  , pour  les  besoins  ordinaires  de  l’Astronomie ,7 et  surtout  de  la  Géode.- 

. sfe  J ^cejiendant  nous'aljonx  cîi -donner  cncore,*d’antres  qui  pourront,-  ^ 

• trouver  leursap[ilications,  ou  du  tuoinsqui  concourront,  avec  les  ju)é-, 

. cédentes,  à faire  cpnnaitre  la  fécondité  de  l’.\nalyse  trigonolnétrirpie.  ,•  ‘ - 

* . Si  de  la  formule  '•  ♦ ' j '•  '.i,»  ’•  * ' '.*• 

• . ■ * ■ ' ..  • . 

■■ÉP 

- sin  (■«•  — Tl  = sjnVt  cosf  — cosrt'sin  c,  . ‘ • 

* , , ...  V-  • 

V , V .X 

- . . • ' _ • , • ./  ■ , ‘ ' i . .*■  . 

on  élimine  sinia  «l  sinos  ilont  leé  valeurs  restiecdves  sont  • 

»in6$itiC  * ' * \ J*  * 

on  aura  • . .-as  • , - ♦ . - , J“  • • • 

. • s*aB  . .--*H  . ' • ji'  •*  • ✓ 

• ...  * , . - ' , r 1 . ‘ I ; *• 

' *y  > ttisc  wnA  — coiétsiitil  * • • ’ * ê î 

• ' 'mais  à cause  lie  la  relation  oosc  sinA  cosC  sinB' -H  cosa  sinücosü,  * • *.  ' 

• donnj'e  à rart.  67,*il  est  évident  que  l’éxpressîon  précédeuRsse  cliap-.  •*  .♦ 

. - , sera  en  cëlle-ci  ; ■ * ■ » ■ , ^ ^ “ 

• • *sin  (a  — c)  F=  sin  A cosC.— cosfl  liai  sinC  I- ■ . 

•.  , ■'*  . \ uoB  * / * ...  , 

• ' • ' * . . * • -V  


^ • : . • ■.  . .'t  , I V 

*^.îv  V-,.-  . 


' ! traité' de  géodésie.'  ; 
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.U- 

■■•■  . - |>î-,siiifa.^'cj  = sihé  cosG  — cosrtsinw  sinC  tang^’Ri 
' .•*  • ' ^ ' f 

• Mômitile  donnée  par  DelaAiljre'et  démontrée  dans  son  •Aq^nomie'a 
» , ■ ‘Paide Id’iine  constniction  ijue  nous  avons  voulu  éviter  ici/a(in*de 
• •■‘  rpiidré?  notre" ni^édé  uurenient  atiaWliouè.  Cette  formule  est  une  eé- 


• . • -en-\  nifitant  pour  cosB  sa  valeiir'i  — a sin  ’ i fl  ,‘devient  ’ ■ • , 

**  ^‘*.‘*  . /■  . ' ■*  . •« 

,•  ! ■ cosA.:s:  cosfa  — c)  — U sinasine  8in*^fl;  ^ , / 

. * * • ..  * • * • 

y*  ' J sia*  iinc  Siné  sine  ; i-,.;,  ' 


• . S1U0&U1U  »in®smc  1»  • 

--V  : p»US;.a  cause  de  sme  ==  °n  “ • 

' • 

t • ' 


* ' » J*  chèrehée  ■ . 

***'^**  ¥ -e» 

■ ■ ‘ _ • ' cosin  ^ c)  = cos^> -+- sina  sin^>sinC  tangifl, 

• ' *1“’  consét|uenl  ' • *.  ■ • , 

• ..  ' tana^  cnsC  ■—  ensa  tanj^  >inC  ungfB  _ »■ 

7'  I -t- «no  tan^  sinCtang^B  • ’ " " . 

• ••■J*  • " » *■.  \ .*•■' 

J*  '.pinnides  nouvelles  et  qui  rentrent  «■•videinuient  dans  celle  de  Part.  0Ï,  ' 
. lor^ue’le  triangle  sphérique  tel  rectangle.  “ • ^ • 

•••  7.^  * 7i5  !,es  n-lations  i de.  Part.  61  procurent  de  suite  une  expression 

' ■'  W-simple  de  sin [a  — c]i  en  effet  Von  a,  en  y cliaugaftnt  B en  Cet 


• • 


N'.’;*.  . ,-h5UA+C)==cosiB^,- 
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multipliant  càles-ci  l’une  et  l’autre ‘et  simplifiant*  on  a 


• ’ •*  «*-  ■*  . *- >^-L  , ■ " • • •••*  *•  ; . 

. - . i t'..  “a-  • . ^ ■-•  r A.  «««'-Çm»  ' . . •-  »v*.-  ■ •-. 


. V • * T ; .J,  i ' . • ' X V.  :*•„  r”  . • • vc.rv  * • 

^ ® î • • f ^ A \ ^ #e  • 0 * ^ É 

. r r *•-  ' A • • I.  . ^ -5,  *.  • --l-'. 
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■lomicrait  surje-champ  des  relations  si^nblables  entre  les  trois  côtés  et 
” • • irti  angle.  • • • ' ‘ ‘ \ • • 

■ /3.  On  arrive  trèsrsimplenient  4 diverses  relations  filtre  les'six*par>  . 

, ■ ■ . i«'s  d'un  Lrianglê,  ainsi  qu'il  suit.  ■ * '•  ' ' \ ‘ • 

■ * • ' ^ ■ lai  vertu  des  art.’6-l  et  (57  on  a . ‘ ■ * • 

k • cos.A  sin  f = cbs«  siii  è — cosC  sin  ij  cosfi,  • ' * •'  _ 

' ■ i.'  . . .eosrt’sin’iJ  — CttS-'V  sin  R -h  cosf  sin.V  cosb;.  . : 


• •«  ' flivisanl  cés  deux  équations  en  eiojx,  il  vient 


' t : •>-. 


ro»  A ÿin  B ! cos  c sin  A ensB  * • ^ • roskisin  C ■ . ■ ' • " ^ 

• . ■ « • rns'Annr  ’ — ii  oSC  sin  o rosi# -i  * . . 

* - ' ■ ’ ' • **v  . • 

'et  siliipliBani , on  a ■ / . •••  • , .’  * * 

*•.  ; •*•**.*•,  sin  B -47  coac  tang  A r<i*B  ^ ‘ siiiC  , • * - * * t ' • * 

. .sinc  T ~-sin7-  — vosî^S(,^ô.^A_’  ~ ‘ 

. . * • '.divisant- au  contraire  membre  par  inèmbre  les  mêmes  équatimis,  et  . ■ 

• « * • ^ • smr  sintf  ^ ^ . . 

• ^ ^ •remarquant  que  -r — , ori  trouw  , ^ • ••••  s? 

' . • - • ^ ^ smC  8in  a’  * • • ^ ‘ * 

• ^ ^ L ^ *.  .*^*'  *,  A»  • 

.î  ^ cos/y  sln  b cmC  ain  /i  çp»h  • ^ ^ • • • 

" • . • - ■ - *cdt«  C0&A  sia  B 3L  cost  sin n fosB  • • • • * : 


■ Si  dans  la  premiereé(]uation  ron  cliangtiail'Aeu  R,  rt  en  A,  et  rêcipoô-  . ’ •• 

■ queiiicnl.'eT  qu’on  procédât  comme  devient ’d’étre  dit  eji  premieulieûr  • ' 

^ . on  tomberait  sur  la  robation  ^ • ’*  ‘ »t*  ’ * 

*.  • * ' t ' ’ * *'  ■*  : ' " " . ■ c ' . 

* r<**A  JapcB-i- sÎD  jCct^c-  «.  'muC  . ’ ^ * * 

A • • • • ^ » W - ^ ^ =*-l.  • ^ «.Jl, 

. » «j*^*-*  . cri^o  tau^R  — ^stii  « çnsO  ' » . *• 

. » . • • '. I..». ^ ' .....  • • 


; • , <■  ‘^donnée  par  Delambre.  , ; • •■ 


" ‘Knfiu'sr  l'on  niulti|ilie  par  cosB  les  deigi  membres  Je  Féquation.  , • j>  . 

• " • • ./I  . ; ; ' • ‘ i ;•  ■ • " 

. ■ .*  V *'  * "‘cosB  »inC  = Cosftsin  A — siu  B iv»sC  Cosn,-  ’’  *s;*' 

'v^V  - / ■ 

♦ ••  “ ' W »m  i • * - 

• * • * . «-t  « s • . 


• as 


^ » • • • 

. / / Di^r  ’ ,d'by  Gopgle 


.V  ■ LIVRE  DEUXIÈME, 
obtenue  à l’art.  67 , on  aura 


89' 


•.r> 


•sin  C — sin*  B sin  C cot,b  sin  K cosB  — sin  B cos  B cosC  coso  ; ' 


ou  bien 


■^,C  — coti  ùnAcusB 


■oR 


= sin  B sin  C — cos  B cosC  cos  n ; 


transportant  cette  relation  dans  le  triangle  polaire,  on  aura  de  même 

i • 

. sin  C ^ cosB  ftioa  cos^ 


Ûob 


süi  6 sin  c -i-  cos^cosccosA;  i 


niais  les  premiers  membres  de  ces  deux  dernières  équations  sont  égaux, 
car 

• iin  C — coaé  tin  \cosB  sin  C / . sinA\ 

‘.•T;  : — ^ I — COSOCOSn-; — ;;  1, 

^ «n  B un  B V un  C( 

‘ ■ 

5*  sine/  , „tina\^  " 

— T I I — cosn  COS  B — ). 

tiD  ® \ sin  c/  ^ 


tin  e w {t)tB  sin  a cos  h sin  c 


D'ailleurs 


sin  h 

- j . . ’ 

sin  A SID  a 


- >: 


Mil  C sin  C ’ sin  B sin  6 * 


sin  C sin  c 


: >y 


*c 

< 1 


V * 


OU  a doue  cette  autre  relation  symétrique  entre  les  six  parties  d*un  " 
triangle,  ; '*  v • , •. 

....  .. 

sin  B sinC  — cos  B cosC  cosa  = sin  i sine  -t-  cos  A cose  cos.\;.  . 

\ * 

celle-ci  a été  trouvée  par  Cagnoli  par  un  procédé  analytique  toiitdif-.> 
férent  {voyez  sa  Trigonométrie , p.  3a6,  a' édition).  Cet  astronome  en..  • 
a fait  usage  dans  la  recherche  des  formules  d’aberradoii.  ^ 


tsi.  •• 

. • • r..  ► •/.-  . . - • 

- - *•  . * 4,  . ' 


Digitized  by  Googlf 


O'’ 


TRAITE  DE  GEODESIE. 


. rOR.Mtn.FS  USUELLES  POUR  LA  R^LUTIOM  DES  TRIASGLES  SPIlfiRIQUES 

. . EN  GÉNÉRAL,  ETG. 

‘ 

. 74.  I.e  calcul  d«\s  triangles  spht^riques  ne  comprend  que  six  cas 

. généraux.  ' _ * •• 

■ • ■ i^Cas.  litant  donnés  les  trois  côtés  a,  h,  c,  trouver  undes  angles.  “ 

. •,  Par  exemple,  veut-on  l'angle  A?  on  l'obtiendra  par  la  formule 


, , , Jtistls  — ilsinf.'  — r) 

sm  .\  = 4/  — ^ ; .--- ' , 

’ . V «inAjinr 

dans  laquelle  s exprime  la  demi-somme  des  trois  côtés,  ou  par  cette 


autre 


’ V sui  e lin  r 


. qui  évite  une  soustraction.  . ■ 

Si  l’on  voulait  calculer  directement  l'angle  .4,  il  faudrait  résoudre 
l'éqoation 

rosa  — rosi  rose  _ 
sini  linr  ’ 


COS,\  = 


mais  alors  pour  n'employer  que  les  logarithmes  de  lignes  trigouome-  ^ 
* triques  ) on  supposerait  que  cosô  cos  c = cos  a,  ce  qui  serait  |iermis,  , 
puisque  l’unité  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  un  produit  , 

. de  cosinus:  de  cette  manière  on  aurait 


. cosa— •«»» 

' COS  A = ~ ■ = — 

. sinaiinr 


»in^  sine 


/flt  — <1  \ é • * 

Le  signe  de  cosA  dépend  nécessairement  de  celui  de  sin_^-  - — ji  et  . ..  ^ 

*.  ' remarquez  que  l’arc  subsidiaire  a est  < ou  > i",  selon  que  les  cotes^  ^ , 

h,  c sont  de  même  espece  ou  d’espèces  différentes  (art.  65).  v • 

• ■ 75.  Csi.^i^lant  donnés  tes  trois  angles  K,  }i,  C,  trouvei  lin  des  • • 

'côtés.  • . , , 
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• ••  On  aura  Je  côté  a,  par  exemple,  à l’aide  de  la  formule 


ain  ' fl  - .‘/-<^°»TtA  + B + C)«>iUB4-C-A).  , . 

. ' * V sinBsinC  ’ . 

I * * ■ 

OD  pourrait  aussi  obtenir  i a par  son  cosinus  ou  par  sa  tangeiile  . " 

(art.  68).  • ; 

76.  3' Cs.s.  Étant  donnes  deux  côtés  a,  b,  et  l'angle  compris  C\ 
trouver  les  autres  parties  du  triangle. 

On  aura  le  troisième  côté  c par  la  formule 

cosc  = cosfl  cosô  sinrt  sinô  cosC; 

•*  •.  • • 'e 

mais  son  emploi  immédiat  exige  que  l’on  fasse  usage  de  la  table  des  , 
sinus  et  de  celle  des  nombres.  On  remédie  à cet  inconvénient  en  dé- 
composant en  deux  facteurs  le  second  membre  de  la  formule  mais 
cette  opération  ne  peut  se  faire  qu’à  l’aide  d’un  arc  auxiliaire.  Soit  . ' ' 

donc  f cet  arc,  et  de  plus  M un  coefficient  indétemiiné,  en  sorte  .> 

'qu'on  ait 

cosc  = M cos(rt  — f );  • ' •. 

développant  cette  expression , il  vient  i'  . • ^ 

cos  c = M cosa  cosf  M sin  a sin  9 , . • ^ . . • . * 

■ cosc  = cos  a cos  b + sin  a sin  h cos  C; 


d’ailleiirs 


et  comtne  ces  deux  valeurs  doivent  être  identiques,  on  a , en  les  égalant 
terme  à terme,  ■ > , ' . • 


d’oii  ■ 


.*1  Mcosç=cosô,  M sin  ç = sin  ô cosC,  - 


et  par  suite. 


tang  f = tang b cosC,  M = . 


co&b  f 

^ COSC  = cosffl— ‘Ç). 

cos  Ÿ , i ' 


la.. 

«> 

> • 


X - 
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cosc  = cosb  [cosa  ■+■  tang/>  cosC  sin  a] , 
et  si  l’on  fait  tangè  cosC  = tang9,  on  aura,  comme  ci-dessus , 
COSC  = cash  [cosa  tangf  sina] 

CM  b r . . -1 

- . = — ~[cosfl  CO&9  -4-  siny  smrtj 

ros  b ! V 
= * COS  ia  — © }. 

fOS»  ' 


L’arc  auxiliaire  f représente  donc  le  côté  de  l’angle  droit  d’un  triangle 
sphérique  rectangle,  dont  b est  l’hyjwténuse  et  C l’angle  oblique  adja- 
cent (art.  56);  en  d’autres  termes,  c’est  le  segment  adjacent  à l’angle  C, 
, forme  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l’angle  A sur  la 
base  a opposée.  Lorsque  tang^  sera  négative,  auquel  cas  le  segment 
‘ sera  extérieur  au  triangle , on  prendra  f négativement , et  par  con- 
séquent l’on  aura  cosc  = cos  (a ç)  ; du  reste  il  faudra  avoir 
égard  aux  signes  des  cosinus. 

Quant  au  segment  5 de  l’angle  A , opposé  au  segment  ip  de  la  base  a , 
• il  est  donné  par  la  relation  cotS  = cosô  tangG,  démontrée  à l’art.  61. 

77.  Si,  dans  l’expression  de  cosc,  on  met  pour  cosL  sa  valeur 
I — asin’  J C,  il  viendra  d’abord 

•i. . cosc  = cos  (a  — b)  — asin  a sin  b sin”  j C ; 

puis  si  l’on  change  de  même  les  autres  cosinus , on  trouvera , réduction 
. faite , 

sin’-Jc  = sin'''  J(rt— /')  + sinfl  sinAsin”.[C 


_ Soit 


= s.n”K«-*). 


■i*-. 
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oïl  aura  évitleininent 


sin|c=^  sin-i(a- A)(n-tang’5)' = \ 

solution  analogue  à celle  de  l’art.  47:  elle  est  surtout  utile  lorsque  le  < 
côté  c ne  peut  être  déterminé  rigoureusement  par  son  cosinus,  à cause 
de  l’exactitude  limitée  des  Tables  de  logarithmes.  En  effet , quand  c est 
très  petit,  son  cosinus  diffère  si  peu  de  l’iuiité  que  le  logarithme 
correspondant,  qui  ne  renferme  que  7 chiffres  décimaux,  appaiiient 
indifféremment  à un  arc  plus  grand  ou  plus  petit  On  ne  tomberait  pas 
"dans  cet  inconvénient,  si  était  j>eu  différent  du  quadrant,  et  qu’il 
fût  donné  par  son  cosinus. 

- Pour  l’obtenir  de  cette  maniéré,  on  remarquera  qu’à  cau.se  de 
cosf  = acos’.jf  — I,  et  de cos(«  — b)  = acos’^(«  — b)  — 1, 


>_  • * cos*|c  = cos^^rt  — b)  — sina  sin& sin’^C 

- air  tvl  sinnsiniun'-ÇC  I 

= cos»i^-A)|i--^^.,,^^|.|. 

• or,  ici  l’on  peut  égaler  au  carré  d’un  sinus  la  quantité  qui  suit  l’unité 
dans  le  second  membic,  parce  que  le  problème  n’est  possible  qu’autant 
que  le  facteur  binôme  est  positif. 

. Soit  donc 

. - 5in|C  T— 

. = ci;rKÏ34jVS>««sinA, 


on  aura 


cos  Je  = cos  J (o  — b)  cos  6 : 


la  seconde  racine  négativeest  inadmissible , puisque  Jf  < i".  Ixirsque 
a — b est  très-jpetitj  il  vaut  mieux,  pour  l’exactitude  de  la  solution 
numérique , changer  cosC  en  acos“  JC — 1 , et  l’on  voit  bien  pourquoi, 
, d’après  iine  transformation  analogue  opiVée  à la  fin  de  l’art.  47. 

^ , .^-  .r  . ; 

78.  Quant  aux  angles  incoiiniis  AjB,  ils  se  déduiront  tous  deux 
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, des  analogies  de  Néper,  qui  donnent 

tangi  (A  + B)  = col -JC  > ' ' - . 

^ : - ,angi(A-B)  = cotJcgj^J; 

car  ensuite  on  a 

• A=J(A  + B)-Hi(A-B),  et  B =^(A  + B)  - J(A  - B). 
On  aurait  aussi  directement  ' ' ’ . . ' 

COt<l  SID  6 — eus  C cos  6 


■ >. 


cotA  = 
cot  B = 


sinC  ' 

cot/*sioa  — cosCcoSA  , 
sinC  ’ 


et  pour  réduire,  si  l’on  veut,  à un  seul  terme  cliacun  des  seconds 
membres,  le  premier,  par  exemple;  soit  comme  ci-dessus  ç un 
angle  auxiliaire-,  et  M un  coefticient  indéterminé,  puis  su'ppiosons 
que  ' 

cot  A = M sin  (A  — 

on  aura , en  développant , • • 

cot  A = M sinA  cosf  — M cosA  sinp;  ‘ 

s , ■ ■■ 

ensuite,  en  comparant  cette  valeur  à la  précédente,  il  viendra 


Mco8ip  = ^Tj^,  Msin9  = cotC, 


d’ou 


tangip  = tanga  cos  C,  et’  cot  A = sin(A  — ç); 


ce  qui  revient  ii  diviser  le  triangle  proposé  en  deux  triangles_  rec- 
tangles. 

» f * 

79.  lis  angles  subsidiaires  ont  donc  pour  objet  de  transformer  les 
expressions  binômes  en  un  seul  terme,  afin  de  les  rendre  plus  faciles <• 


♦ 


V *t 


\ ' .«Oigitized 


A 
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à évaluer  par  les  logarithmes.  On  s’eu  convaincra  de  nouveau  en 
résolvant  le  problème  suivant  : 

t Étant  donnés,  comme  ci-dessus,  a,  b,  G,  déterminer  directement  , 
Parc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  côté  inconnu  c,  et  compris 
entre  ce  côté  et  le  sommet  de.  l’angle  C opposé. 

.Soit P cet  arc  ou  la  haviteur  du  triangle,  on  aura  évideminenr 

« 

’ *.  • 'i  • a nDAsm^sinC 

...  sin  P = sm  h sin  A = . ; ♦ . 

, •»  ' * wnc  ' 

d'ailleurs,  par  ce  qui  précède,  ■ 

• • 

sine  = — cos’c  = V(i  -|-cosc)(i  — cosc)  ^ 

, • ,•'  cos(a  — b)  — asinrtsinisin’AC^ 

.•  [i — cos  (a  — ‘ A) -E  asinasinisin’^C] 

' ; . = 2y'[cos’{^(rt— ft)  — sinasini  sin’-iC] 

• [sin’.J-(a  — A) sinasinA  sin’ çCj. 

■s  Substituantdonccettevaleurdans  l’expression  précédente,  on  trouvera, 

' après  quelques  transformations  aisées,  • , 


sjn  P = 


siQ/Tsin6  sinC  > 


v'(cos<}8iii£  “ sin  a co*  b cosCJ*  sin*  a sîo*  C 

, • ■ . • , oot^C  \ 

• ~ /r  , I I 1 i 

y (^uDatîn^sio*-^  ..  J I sionstD^sin*4^  j 

' * * Soient  maintenant  * ' • , . ■ * / 


cros*4*(a  — ô)  ■ . - ' Sin*yfa  — , 

= sec*  U , et  = lanc*«  ; • 

fltnr<sm6sui*4't'  ^ «n<»*uiosin*yC  ® , 

* 

''alors  l’expression  précédente  se  changera  en  celle-ci  : 

/ - . , * ' 

• . - sin/>  = cotM  cos«' cotjC.  , ' 

' > 

" 9 

. ^ Lai  solution  qui  se  présente  naturellement  est  de  chercher  d'a- 
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bord  le  colé  c par  son  cosinus,  et  de  résoudre  ensuite  Téquatioii 

^nasiu^sinC 

^ sin/^-= : • 

^ * «me 

Vo}ons  cependant  si , en  calculant  directement  la  perpendiculaire  p 
par  sa  tangente,  il  n’y  aurait  pas  quelque  chose  à gagner  du  coté  de  la 
hrieve.té. 


On  a 


^ «io*^  sin'asin*  6>in*C 

^ I — sin*^  «in*c— sin*nsin*Âsin*C’ 


.substituant  pour  sin*rsa  valeur  *i  — (cos^i  cos^  H- sinu  sinA  cosC)*, 
puis  déx'cloppant  et  réduisant , on  trouvera  ' ^ 


stD*asin*&«in*C 


laug  ^ ^ — cos*rtco5*6  — «tn*  flsin’  — ««ioacttsosin^  rm^cosC  ’ 


lueUant  dans  le  dénominateur,  siii*a  + cos* a à la  place  de  l’unité, 
et  réduisant  encore , on  obtiendra  facilement 

J «in*n«iD*6«in*C  

P sin*  n co«*  i 4- cüs' n «in*  A — 2wnarosasinicosico*C 

un*^nn* siQ*C  . , . 


entin,  faisant 


— h)  + 4^mé2cosa  stnicos^  sin'^C 
«m2/T«ina6sin*jC  ^ 

—.if-  = “«"P 


sm*  (#»- 


x.m^p  = - 

soliilioii  plus  tourte  cjue  la  première. 

• ' 80.  Il  est  facile  tle  trouver  tl’autres  expressions  de  l'arc  perpendicu- 
laire, lorsqu'on  ne  s’astreint  pas  à les  rendre  uniquement  fonctions 
(le  deux  côtés  et  'de  l’angle  compris.  Par  exemple,  si  l’on  éleve  nu  < 
cjirré  l’equation  .sinp  = sinA  siiiA,  et  qu’on  fasse  attention  que 
siuè  sin A = sin (Z  sin B,  on  aura  évidemment  * ’ 

b ^ * ■ 

sin’p  z=  sinu  sin  ô sin A sin  R,  delà  cos’^  = i — sinrz  sin ô sin  A sin B. 


ro«4  »tn  O &iü  6 «mC 
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D’*illeurs,  à cause  de  cosC  = sin  A sin  B cosc  — cosA  cosR , on  a 


sin  A sin  B = 


«isC  4-  1:0s  ArosB 


et  par  suite, 


co*r — ûn<TSin6ros(^  — sinnsinAiMisAcusB 

^ co«r 

. a 

cosucusi  — sin  a sin  irosA  rosB 


expression  due  à Delambre,  et  qui  renferme  trois  côtés  et  deux  angles. 
On  peut  aussi  rendre  sin  ^fonction  des  trois  côtés  seuiement,  en  met- 
tant dans  réquation  sin p = sin  b sin  A,  pour  sin  A sa  valeur  donnée  à 
l’art.  3».  * ■ 

Mais  aucune  de  nos  solutions  n’indique  si  la  jx-.rpeiidiculaire  p i>sl 
plus  petite  ou  plus  grande  qu’un  quadrant.  Potir  lever  le  doute,  il  fau- 
di»it  connaître  les  angles  A et  B;  car  s’ils  sont  de  même  espèce,  la 
^ peipeudiculaire  tombera  dans  le  triangle , et  sera  aussi  de  l’espèce  de  ces 
angles  (art.  63).  , * ' 

* ■ j* ■■  r. 

81.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  la  3*  équation  (a),  art.*S4,  prend 

cette  forme  ■ * 

‘ 

sin’-Jf  = sin’|(fl  — ô) -+-sina‘sin  ôsin*-|C;  _ 

•<,  T 

^ , son  analogue  («),  art.  67,  devient,  par  le  même  procédé , . • 

4V  ■ t V ' '•<'  A v’i  . . . 

’’’  sin*^C  = cos’-J'(A-t-B)-t-sinA8inBsin‘'Jc;  ‘ • 


or,  si  l’on  élimine  sin’  {O  entre  ces  deux  résultats,  on  obtiendra 

• ‘ *• 

3 ,,,«  1 J.  _ T — A)  -I-  »in  a an  A co$‘  A 4-  B)  ^ 

t ’ ’ t — nna«né$ioAsinB  " I ' 

4 , , 4.y  , V r-  ' •* 

Par  ufie  marche  parfaitement  semblable:  on  trouverait 

■ ‘ ‘ ‘ 
cos’ I c =’ cos*  ^(a -t- ô) -t- sin  fl  sin  A côs’ A cy 

. ’ cos’|ti$in*-^(A  — B)-t-sinA8inBcos’|*,, 

I-  ■ ’ ; ' ' ' 1 3 ' 
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par  suite 


et  enfin 


cos’  i c = 


«•os*i(n  + A)-esinasin  t>sin*  ÿ 'A  — Bl 
I — sio  a sinTsin  À siii  B * 


tang’^c 


sin*  A(fl  — è)  -e  sin/isin  4- B) 

cos'.ÿ(a4-  i)  -)-  ûnti  sini  sin’y(A  — Bi' 


C'est  une  dis  relations  curieuses  trouvées  par  Delanibre(y^jf/x)«om/V, 
tome  I,  page  aoi).  Il  en  existe  une  toute  pareille  entre  les  trois  angles 
et  deux  cotés,  et  cela  est  une  suite  naturelle  de  la  propriété  du  triangle 
polaire.  Mais  en  veut-on  une  differente  composée  de  ces  mêmes  quan- 
tités? Il  n’y  a qu’à  multiplier  l'une  par  l’antre  les  deux  équations  sui- 
vantes ; 


cotA  = 


rosffsiné  — siiwï  co»  A cosC 
ùn  <1  sin  C 


cotB  = 


C09  Asina  — sin  A cos  n cos  C 
sinAsinC 


sin((T  4- A)sin*^C  — sin  fa — A)  cos'ÿC 
sin  a sin  C 

sin  (a  -i-  A) sin’ je  4- sin  (a  — A)  cos’ jC 
sin  A sin  C 


obtenues  à l'art.  65,  et  l’on  aura 


cot  A cot  B 


sin’ (a  4-  A) sint  je  — sin’ (a  — A) cos*  je 
sin  a sin  Asin’e 


ou  autrement,  à cause  de  sin’  C = 4 titi’  ^ Ccos’  ^ C,  il  viendra 

4 sin  rt  sin  A cot  A cot  B = sin’én -I-  4)  tang’ C — sin’  (a  — b)  cot’  ^C; 

relation  qui  nous  paraît  nouvelle  et  assez  remarquable. 

Si , au  contraire,  on  ajoute  les  valeurs  de  sin  <t  cot  .A  et  sin  b col  B,  un 
aura  de  suite 


sin  b cot  B 4-  sin  a cot  .A  = sin  (a  + b)  tang  j C, 
pareillement 

' sin  b cot  B — sin  a cot  A = sin  (n  — b)  cot  | C ; 


enfui  multipliant,  ensuite  divisant  ces  deux  résultats  l’iiu  par  l’autre,  il 
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viendra 


sin’A  col’  B — sin’  a cot’  A = sin  (a  -i-  /;)  sin  (n  — /'), 

sin  i col  B -f- stn  a rot  A sin  fa -(-A)  ‘ 

sinAcot  B — sinwcolA  sin  (a  — b)  a 

Toutes  ces  relations  fort  simples  pourraient  servir,  dans  un  calcul 
trigonoinétrique,  à réduire  en  un  seul  terme  des  quantités  complexes. 

R2.  Avant  de  quitter  cette  digression  sur  les  recherches  de  ce  genre, 
nous  ferons  encore  remarquer  que  les  deux  équations  fondamentales 

sin  AsinccosA  =acos£i  — cos  A cosc, 

^ sin  A sin  a 

sin  B sin  i’ 

étant  divisées  Tune  par  l’autre,  donnent  tout  d'abord  cette  autre  rela- 
tion connue , . 


cotAsinB  = 


cosa  — cosAcosc 
sinasinc 


On  pourrait,  par  de  semblables  artifices  de  calcul , trouver  beaucoup 
d’autres  relations  trigonométriques , mais  qui  seraient  plas  curieuses 
qu’utiles. 

85.  4'  Las.  ï^ianl  donnés  deux  angles  B et  le  côté  c compris j 
résoudre  le  triangle. 

La  solution  relative  à ce  cas  est  toute  pareille  à la  précédente;  ainsi 
on  aura  les  deux  côtés  a,  b par  les  formules  de  Népter,  savoir, 

tangi(«-t-A)=  tangic- 

. / i\  I iin-7(A  — B) 

lang  - h)  = tangic 

ou  par  celles-ci  : 

. col Asin B -H  cosBcosc  rnsr  c“*  A 

cota=- ; — = - cosfB— <p),  tang<p=  — 

Sine  cos^  cos 

cotBsin  A -i-cosAi-osc  cosc .. 

cot A = ^ = ; cos(A— V),  tangÿ  = . 

sine  cosf  ' rose 

l3. . 
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\yaiit  détoniiiné  aexb,  on  ti-ouvera  sin  C par  l’équation 

Mii{j=  ou  directement  par  la  tornude 

sinrt  * 

cosC  = cosc  sin  A sin  B — cos  A cos  B; 
ou  bien  soittant'0=  on  aura 

cosr’ 

, co»B  . , , 

cosC.  = — sin  (A  — a), 
sin  y '■  ' 

Pour  trouver  l’expression  du  sinus  ou  de  la  tangente  île  l’arc  peqjeri- 
diculaire  au  côté  c en  fonction  des  données  actuelles,  procédez  comme 
dans  le  cas  précédent,  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  transférez  au  triangle 
polaire  les  résultats  ci-dessus  (art.  7ÎI'|. 

84.  5*  Css.  Étant  donnés  deux  côtés  a,  b et  l'ang/e  .A  opposé  nu 
premier  côté,  trouver  le  troisième  côté  c et  les  deux  autres  angles  H,  C. 

L’angle  inconnu  B s’obtiendra  par  la  formule  sinR=  f* 

(xnir  trouver  l’angle  (^,  on  aura  à résoudre  l’équation 

cot  A sin  r.  -t-  cos  C cos  h = eot  a sin  h, 

qui  monterait  au  second  degré  si  l'on  y mettait  |>oBr  costi  sa  valeur 
V/i  — sin’C,  et  qui  fournirait  par  conséquent  deux  racines.  Ainsi  le 
problème  proposé  est  susceptible  de  deux  solutions.  Mais  au  lieu  de 
suivre  cette  voie,  il  est  plus  simple  d’inti'oduire  dans  le  premier  mem- 
bre de  l’équation  un  angle  auxiliaire  tel  ipi’on  ait 

M sin  (C+  p)  = cotrt  sinô. 

Pour  déterminer  cet  angle  ainsi  que  le  coofHcienl  M,  développuns  et 
comparons  terme  à terme  les  deux  membresdeceséquations , il  viendra 

M cos ^ = cot  A,  Msin.f  = cosô. 

De  l.i 

. I ■ Uiic&sin? 

tang^=tang,Acos/<  et  sui(C  + ÿ i = — : 
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ici  i"  — ^ est  l’angle  au  sommet  C du  triangle  formé  par  le  côi»'-  b et  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  la  base  c (art.  61).  ' 

Ix>rs((u’on  substitue  pour  cos  & sa  valeur  déduite  de  la  seconde  rela- 
tion (î),  on  a . ^ 

xos  B -e  cos  A cos  C 

tang?)-- 


on  a en  outre 


aisA  sinC 


sinC 

tâng^  colalangi  — cosC’ 


Ia*  troisième  côté  c sera  donné  par  l’équation  sinc=  ou 

bien,  en  n’employant  que  les  données  primitives,  par  la  formule 

cosftcosc-V-cosAsinftsinc  = cosn, 

qu’on  transformera  en  celle-ci 

, , cosacosv 

coa{c  — p)  = - - , -t,  - . 

».  ' an  b 

àl’aide  d'unarcsubsidiaire^  donné  par  l'équation  tang  = cos.A  langô. 

(iet  arc,  qui  est  le  segment  adjacent  à l’angle  A,  et  qui  se  trouve  formé 

parla  perpendiculaire  abaissée  de  l’angle  C sur  le  coté  opposé,  peut 

'n’expriraer  analytiquement  de  plusieurs  maniérés  différentes,  selon 

les  données  du  problème;  par  exemple,  si  les  trois  côtés  sont  connus, 

on  aura  , , 

^ , » , cm  a — ros  b c 

tane®=stane0cosA= .--i • 

, ® COS^SIDtf  • • 

Si  deux  cotés  et  l^angle  compris  sont  donnés,  on  aura 

sin^cos  A cosflsinc  — &in  éi  cosccos  B 

, ' tang^  COSC -f-sina$inccosB’ 


c’est  ce  qu’il  est  aisé  de  voir.  Il  n’est  pas  plus  difficile  de  recounaitre 
que 

smccosA  ^ sinr  cotAsinR 

® cotB ftio  A -4- cosccosÂ  tang  À cot  B -f*  co»éc<îcos6* 


1 
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l.e  itipine  segment  pourrait  aussi  s’exprimer  en  fonction  des  trois  angles. 

85.  6'  Cas.  Étant  donnés  deux  angles  A e/  B avec  le  côtés  opfxtsé 
au  premier,  trouver  les  deux  autres  côtés  b,  c et  le  troisième  angle  C. 

La  solution  de  ce  problème  se  déduiede  la  précédente  par  la  propriété 

du  triangle  polaire;  ainsi  l’on  aura  le  côté  6 par  l’équation 
et  le  côté  c par  la  formule 

cot  a sin  c — cosB  cosc  = cot  .A  sin  B, 

de  laipielle  on  tirera 

■ / UneBsin* 

sinfc— ^)=  — -J, 

'■  ^ ' ung  A ’ 

en  } introduisant  un  angle  auxiliaire 9 donné  par  l’équation 
tang9  = eos  B tanga. 

Enfin  l’on  trouvera  l’angle  C au  moyen  de  l'équation 

« 

cosû  sin  B sin  c — cosB  cosC  = cosA  ; 
mais,  pour  abréger  le  calcul,  on  fera  tang  p = loti  aura 


. ...  cosAsin» 

sinfC  — <p)  = H— 

' fosB 


problème  est,  comme  le  peiW^dent,  susceptible  de  deux  solutio'ns 
fart.  liO).  Voyez  la  Trigonométrie  de  Legendre,  pour  savoir  distinguer 
dans  ces  deux  cas  si  parmi  des  valeurs  particulières  des  quantités  don- 
nées, il  existe  deux  triangles  qui  satisfont  à la  question,  ou  seulement 
un  seul.  Ici  nous  supposons  les  cas  les  plus  généraux. 


8t>.  Si  l’on  connaissait  deux  angles  A,  B,  ainsi  que  les  deux  côtés 
opjKwésa,  b,  et  qu’on  voulût  déterminer  immédiatement  le  troisième 
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angle  C,  on  pourrait  transfornrer  la  relation 


io3 


sin  (a  — b) 


sinrsinKA  + B)  siOf(A  — B) 

cos*  je 


ilémontrée  à l’art.  72,  en  cette  autre, 

sin  ("  ~*)  = tangjCsin  j(A-t-B)8in  j(A  — B}, 

qu’on  obtient  en  multipliant  le  second  membre  de  la  première,  haut  et 
bas,  par  sinC;  et  de  là  on  aurait 


tangjC  = 


un  A sin  (a  — b) 

ssinnsin  j(A-Hfi|8>n  j(A — B)  ’ 


sans  ambiguité. 

Il  résulterait  en  outre  de  l'article  cité. 


cotte  = sin  Asin(«-f-A) 

* asinaco«j:A+B)ros  j(A— B)' 


Si  l’on  voiüait  l’angle  G par  son  cosinus,  il  faudrait  de  l’équation 
cosC  = cosc  sin  A sin  B — cosAcosB 


éliminer  cosc  — cos  a cos 6 -t- sin  a sin  é cos C,  et  l’on  aurait,  mais  d’une 
manière  beaucoup  moins  commode  pour  les  logaritiimes , 

,,  cos  B cos  i sin  A sin  B — oosAcosB 

COS  -■-*  ■ . ..  - — ■ 

I — unaunSsm  AsinB 

Ijorsqu’on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  ci-dessus  de  lang  j (',  et 
cot  j C,  on  a de  suite*1a  relation 


sin’  a sin  (b-i- é)sin  (a— i] 

sin*  A ~ tin(A-t-B)sin(Â^B)’ 


• « 
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que  l'on  peut  vérifier  ainsi  qu’il  suit  : ' 

En  général,  ^ 

sin’  a — sin’i  = sin  A}sin(<t  — b 
sin’  K — sin’  B = sin(j\  -(-B)sin'A  — B) 


art.  4â; 


ain.si , 


f''-  sin’é'' 

*1 


Mil*  a{  I ^ — ' , 

sin*  a / 


sin*  A 


/ ^ sin*  B 
sin*  A ’ 


sin  (n  h)  sin  (/i  ^ b) . 
'siû(A'+-B)4in(A  — B)  ’ 


mais  — -- 


sin  B 


; donc,  etc. 


sin  b 

Nil  a sin  A ' 

Dans  les  applications  numériques,  il  faudra,  pour  éviter  les  solu- 
tions inutiles  ou  fausses,  avoir  egard  aux  signes  des  ligues  trigonomé- 
triques  (art.  46),  et  se  rappeler  les  trois  règles  suivantes  : 

1^.  Tout  angle  ou  tout  cfté  d'  'un  triangle  sphérique  doit  être  plus 
petit  que  deux  qnndrans; 

a".  l>e$  plus  grands  angles  sont  opposés  aux  plus  grands  cotés,  et  ri'-- 
ciproqueiiient; 

S".  Enfin , un  angle  ou  un  coté  d’un  triangle  sphérique  ne  peut  être 
négatif.  ^ , 


DE  QOELQl'ES  PHOPRIETKS  BEÜIARQUXBI.ES  I>V  TRIAMGt.E  SPHERigt'E, 

ET  ROTAMMEXT  DE  mvF.RSES  EXPHESSIOH8  DE  SA  SURFACE.  ■ • 

87.  11  existe  une  propriété  du  triangle  sphériqtie'de  laquelle  on  dé- 
duit immédiateuient  une  relation  entre  les  trois  angles  et  deux  côté-s. 
t>tte  propriété  est  que  si  f nit  divise  en  deux  parties  égalés j par  des  arcs 
de  grand  cercle. , chacun  des  angles  d’un  triangle  sphàrique,  ces  arcs 
se  coupeivnt  au  même  point.  • * , ' 

■Supposons  que  les  arcs  An,  Ce  {Jig-  i5),  dirisent  en  deux  parties 
égales  les  angles  A,  C,  et  se  coupent  au  point  B;  il  s’agit  de  prouver 
que  l’arc  de  grand  cercle  BR4  divisera  aiissi'eii  deux  parties  égales 
l’angle  B.  » ' . 

Or,  les  deux  triangles  CAR,  RA  e,  donnent  ^ '■  • •••  ■ 


8in  AC 
sio  R 


sin  CR 

UinTÂ’ 


sinAr  sincR 
sin  R sirr}A* 
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divisant  ces  deux  équations  l’iuie  par  l'autre,  on  a 


io5 


sinAC 

sinAc 


sin  CR_ 
sinr  R’ 


ainsi , quand  un  arc  tel  que  AR  divise  également  un  angle  d'un  triangle 
splwrique , les  sinus  des  segnieuts  du  côté  opposé  sont  entre  eux  connue 
les  sinus  des  côtés  adjacents. 

Le  triangle  ACB,  dans  lequel  Ce  partage  en  deux  parties  égales 
l'angle  C,  donne  }>ar  conséquent  < * 

sûi  AC  sinCB  _ *•  . . ' • 

» ^ Af  tin  rB  ' 

' ■ - . • 
de  ces  deux  rapports  égaux  il  suit  que  . * . • ' ’ 

, _ iinCR  sioCB_ 

* * sin  cR  i ' 

* - a • • » 

dond'arc  BR  divise  également  l’angle  B.  Eionc,  etc.  ' . 

Maintenant  il  résulte  de  l’art.  70  et  de  l’hypothèse  ci-dessus , que  les 
deux  triangles  BAR,  CBR  donnent  respectivement 

. cotBR  = coty  cos|  B,  • 

%.  cot  BR  = — ’ 9— H-  cota  cosL  B ; 

• tuia  ’ 

*-on  a donc  la  relation  clKrchée  en  égalant  ces  deux  valeurs , et  en  rédui- 
sant,  savoir:  , > . • - 

■ ' . sin(û  — c)  = (cot.t^Csinc  — cot|  Asiua)  tang-i  B; 

c’éstà  quoi  l’on  jiarviendrait  encore  par  quelques  artihees  de  calcul 
appliqués  à la  valeur  de  sin  (a — c),  donnée 'à  l'art.  72. 

.Si  1 on  fait  attention uiu  a cause  de  --  — , I on  a 

■ cm  A cm  f!  ’ 


sin  (I  cot  K = 


sioccosA 
sioC  ’ 


sine  cot C = 


sindcosC 
«înA  ’ 


I. 


i4 
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fl  par  <>o(istraction 

si n c cote  — sinn  cot  A = - (cosC  — cos  A); 

8m  A ' ' 

% • 

alora  en  mettant  pour  cosC  et  cos  A leurs  valeurs  acos’^G—  i et 
ïcos*j  .\  — I , il  viendra 

sine  cote  — sinacotA 


Par  conséquent  l’on  a aussi 

sin(a  — c)  =(cotCsinc  — -cot A sina)  tang^B. 

88.  Si  du  point  R de  comours’des  arcs  qui  divisent  également 
chacun  des  angles  A,  B,  C,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  opposés , ces  perpendièulaires  seront  nécessairement  égales  comme 
dans  le  triangle  rectiligne,  et  elles  partageront  aussi  les  trois  côtés  en 
six  segments  égaux  entre  eux  deux  à deux.  Par  exemple,  les  segments 
adjacents  à l’angle  A auront  chacun  pour  valeur  le  demi-périmètre  s du 
triangle,  moins  le  côté  opposé  à cet  angle-.  Ainsi,  par  la  propriété  du 
triangle  sphérique  rectangle,  Vune  des  perpendiculaires  dont  il^s’agit 
étant  désigné-e  ]>ar  p , on  aura  (art.  60)j  ' 

• ^ tang/i  = tangi  .A  sin(f  — <i)  . 

. =tang^Rsin(r — *A) 

• » 

= tangue  sin(f — c); 

de  là  cette  nouvelle  relation , signalée  par  M Molweide , savoir  ; 

■ sin(»  — Aj 

langiB  sin(» — a) 

(Voyez  la  Comuiistance  des  Tems  pour  l’année  1820,  page  34h.)  . 

11  est  évident  que  la  distance  a du  point  R à l’angle  .A  sera  donnée  par 


= (cos’|C  — cos’ A.A) 
sinA  ' * » ' 

tin  r.  cos*  i C sin  o.  cos*  j A 

tio|CraSjC  tinjAcotjA 

= sinccotjC — .sinacotç A..  , 


la  formule 
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tanga  = 


tang  ;'i  — a) 
coj-j  A 


Quand  on  est  parvenu  à des  fonnules  nouvelles,  d est  utile  de  les 
vérifier  par  des  exemples  numériques  : on  |>ourra , jioiir  cet  effet , 
employer  le  triangle  d’épreuve,  dont  Delambre  a calcidé  toutes  les 
parties  (Àstron. , tome  1,  page  327),  ou  celui  qiie  nous  avons  donné 
(art.  li>8). 

11  est  remarquable  que  si  les  arcs  Aa , RA , Cf  étaient  cliaciin  j>erpen- 
diculaires  aux  côtés  a,  h,  c,  ils  se  couperaient  pareillement  en  un 
même  point  R.  Cette  autre  propriété  n’est  pas  plus  dUiicile  à démontrer 
que  la  précédénte,  et  elle  résulte  de  ce  que  les  cosinus  des  deux 
segmeuts  de  la  base , formés  par  la  perpendiculaire , sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  côtés  adjacents. 

89.  Occupons-nous’ maintenant  de 'la  recherche  de  l’aire  d’un  tri- 
angle'sphérique,  eu  fonction  de  trois  des  six  parties  dont  il  est  composé 
t)r,  on  sait  que  l’aire  d’un  tel  triangle  a pour  mesure  l’exces-  de  ses 
trois  angles  sur  deux  angles  droits,  c’est-à-dire  qu’elle  est  égale  à autant 
de  triangles  trirectangles  , ou  de  huitièmes  de  la  surface  de  la  spjiere, 
qu’il  existe  d’angles  droits  dans  l’excès  dbnt  il  s’agit  [Gmmétrie  de 
Legendre,  liv,  VH,  prop.  a3).  Soi|i,  d’aprés-cela,  i l’aire  cherchée , 
I’  le  quadrant  pris  pour  unité  de  mesure  des  angles,  et  A,  B,  ('.  les 
trois  angles  d’un  triangle  sphérique  ; on  aura 


; 2=A-+-B-t-,C-2'.  (I-, 


Mais^  désignant  le  rayon  de  la  sphère  à laquelle  le  triangle  appartiènt,. 
et  n la  dçmi-circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité, 
on  a pour  l’expression  de  l’aire  de  cette  sphère,  /jso’,  et  pour  celle  T 
du  triangle  projKisé,  évaluée  en  mesures  carix^s, 


* T = i ’ (“j 

' ' ».  . 

formule  dans  laquelle  le  facteur  2 doit  être  un  nombre  abstrait.  Par 
exemple^  si  2 était  donné  en  degrés,  il  faudrait  remplacer  ce  facteur 
I " • ’ * * • 

par — , parce  qu’alors  90*r • • 
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On  |>eiit  avoir  S soiis'difFérentes  formes.  D’abord  il  est  évident  que 

■ ^ î . /A  + B-f-C  /A-i-B'  C\.  ' 

sm  - = s,n  j = _ cos  (-  — -H  -}î 

i * 

développant  le  second  membre,  il  vient  ' 

• . •'ï  /A  -f-  B\  C *,  i ^ B\  . C 

sin  - = — cos  ( ) cos  - -t-  sin  ( sui  - , 

î.  , \ 3 J 3 \»  / » 

•i  et  substituant  pour  • sin  *®*‘'’*  valeurs  en 

fonction  dea,  A,  c,  C (art.  64),  on  trouve,  ’ . , ^ _ 


t ùn4Cco>,-C 

sin  - — — i — 
a coi^e 


[cos|(rt— 6) — cos{(rt-+-A)]  1 . », 

arin|asUl|iwnACc<»7C sin^asiniiainC  I 

ooa|c  C0S7C  ^ J 

enfin  remplaçant  sin  \ (i  et  cos  | G par  leurs  valeurs  (ÿ)  donnéesà  l’art . 64, 
et  faisant  ai  = fl  -f-  fc  + c , pour  abréger,  on  a 

. I l/'siniun(i— a)&in (jr  — 6}sîb 

* . Sin  - ==  — — p-  -,^T ^ •' • (4  •. 

a acodjflcoa|6cos|c  ' , 

* * • 

£ * 

('.hérchons  en  outre  l’expression  de  cos  - : on  a d’abord 
»,  * • 

i /A+B+C  ' . /A+B  , C\ 

cos-=cos(  — ^ - i*^=sin(.  ^ H-;]. 

= sin  f-i— )cos^ -t- cos  ( -i-2  i «in  - . 

\ > / a.  \ ■^  J a . . 

,,§iibsbtuant  comme  ci-dessus  pour  sin  j et  cos  ^ j leurs  va- 
leurs, il  vient  . . • ' , 

, *I  co4“(fl  — 6)coa*^C*+“Cos7i<J4-A)siD*  IC 

coft-  = — — « — - 

2 , co»|c 

ros|(«  — ft)  -f-  — cos|(o  — 6)]sin*  j C 

COSyf  , • • 

cosy(4i  — é>)  — 2iinyfl«iny6$in*|C  * , • . 

* COSyC 

* * coSyâcos|6 + sinyasin  (f  »»asiD*yC!  •* 

• • •— — — • 

^ C05y<r  ‘ ' 

ft 

» . . • « J#  • . 


K 
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on  bien,  à cause  de  cosC=  i — asiii’-^C, 

r 

' î cosÿfl  cosy^-l- wnŸa  sinÿt  cojC 
, a coj-fi 
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Cette  formule,  oti  celle  (3),  fera  connaître  l’aire  d’un  triangle  sphé- 
rique* au  moyen  de  trois  côtés  et  d’un  angle.  Pour  en  avoir  une  qui  ne 
dépende  que  de  deux  côtés  et  de  l'angle  compris,  on  divisera  Tune  par 
l’autre  (3)  et  (5);  en  effet,  on  aura  sur-le-champ  * 

, i 2 = »inT"«in T *>•“?_.  _• «»°gf  “ “liei * 5^  . 

* ’ cosTaoosjé -t-sio^asinl  icusC  1 H-Uog4">aDgTé<ai9C’  • ^ 

. ' . . 
expression  encore. toute  rationnelle. 

La  valeur  précédente  de  cos  - peut  se  mettre  sous  une  autre  forme , 

• * 

ainsi  qu’il  suit. 

De  ce  que  , • * 

cosi2  = 

* rosŸç  cos|e  ’ 

il  en  résulte,  en  éliminant  sin’  \ C,  que 

" • 

cos  -t  2 = _ »■»(»—'»)  «g  (<—  *) . • ' 

* ^ Cüs^r  acos.ya  co4.fé  cosÿr’ 

mais  ■ , • , 

■ sin  (j  — a)sin(j  — i)  = ÿ[cos(ô  — a)  — coscj; 


cos  .^2  = 


^acosÿncosj.  tcosf  (a—i)  — | co<(a  — é)-t-  7 cosr ^ 
. I .aoos  7 a CO»  7 i CO»  7 c , ^ 


et  comme  cos  (a  — f’)  = acos’j  (a  — ô)  — i , le  numérateur  du  second 
membre  de  cette  équation'devient  ^ ' * * 

^ * 

[cos^  — é)-t-  cqs{(a-t-  ii)]cos4(a  — ô)  — cos*f(a  — 6)-t-^cosf  -H-j, 

et  se  réduit  à • • 

* * • 

♦ ♦ 

I / . 1.  \ • / f_\  .4  I * COS  O *^“COS  é CO®  c I 

cos^a-H  o)cos|(a  — o)-H  Vcosc+|=  T_,  ._T  . 
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On  a donc  cette  formule  remarquable, 

I CO»  a 4-  Cos  b 4-  cos  c -H*i  \ 

I f \ • 

CO»*  I fl  4- cos*  i 6 4- 008*  j c — / V7  V 

2COft|fl  ccisf  é COS^C  ’ ) 

* * ■ « I 

et  en  ta  divisant'par  celle  désignée  précédemment *par  (3),  il  vient 

■ cosfl  H-  CO»  6 4-CA>*r 


col^i  — 


SU)  fl  sin  ^ sia  C' 


Cherchons  maintenant,  à rexemplc  de  Legendre  [GéonuHrief  note  X)* 
l'expression  du  rapport  ^ Premièrement,  parce  gui  précédé, 


I — CO»|ï  ^ , _ 

• -,iirrx  - = *^"6i-  = 


J ^ I —cos*  Afl  co»*i^  — co«*4c  4*  a cos  7 fl  cos CO» 

p^sin  # »in  (i  — fl)  sin  (#  — 6)*in(j  — c^  . • 


en  second  lieu,  le  numérateur  de  cette  expression  étant  le  développe* 
ment  de  la  quantité  . • 

— COS’|rt)(l  — cos’jfi) — (cOSjflCOS-^A — cos^c)’, 

il  s’ensuit  qu’il  peut  être  remplacé  par  le  produit 

S 

(sin  jasin^  A 4- co8^  rtcgs^-é  — cos^-c)  I 
(sin^asin^A  — cos^acos^A-hcos.^  c)’|’  • •• 

' ou  par  cet  âutre , - i ■ ’ , 

* **  • 

» [cos^(a  — b)  — cos^-c]  [cos^J-c  — cos|(a 4-  A)] 


Mais  en  général , 



un.lx  . / sin’lx  V.”'  1 

. ■ ^inx  ~ » îsin^.rcos'|x  ~ ü 


/,-a\ 

L cîn  J 

/s  — 

i <kin  i 

1 

\ ■>  J 

1 \ 

« 

{ ^ J 

} »“*  \ 

4 

l > J 

* 

« 

!• 

s 
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ainsi  l’on  a dé&nitivement  la  formule  suivante , due  à Lhiiiliêr,  de 
Genève  : • ' 


tang|2  = yj  [^tang  tang  tang  tang  | . (8) 

Toutes  les  relations  précédentes  sont  • connues  ; mais  la  route  qui 
nous  y a conduit  nous  parait  nouvelle  et  directe,  et  c’est  ce  qui  nous 
engagé  à les  reproduire  ici.  ' ' 

90.  Avant  de  terminer  cette  matière,  appliquons  d’abord  la 
formule  (6)  à la  recherche  du  maximum  d’aire  d’un  triangle  sphérique, 
dont  deux  côtés  sont  constants;  et  dans  ce  but,  égalons  à-7.éro  la 
différentielle  du  second  membre  de  cette  formule,  afin  de  caractériser 
ce  mnxrmum  y il  viendra  sur-le-champ  ' 


ou  bien 


O = I -h  cot^a  cot|ô  cosC,  * 

O = sin^a  sin^A  ■+■  oos\a  cos^b  cosC. 


Or,  en  mettant  successivement  pour,cosC  ses  deux  valeurs,  i — usin’-^C 

et  acos’  ^ G — I , on  a ' , 

• \ «• 

acos^a  cos.jAsin*^C  = cosj(a  — 6), 

, • ^ acos^u  cosÿAcos’jC  = cos^{a  + b); 


et , divisant  ces  deux  relations  l’une  par  l'autre  , il  vient 

çoSy(a — b) 

««T  («  -t-  é}'  ' ;■*. 


^ tangue 


Mais,  par  une  formule  de  Néper,  • 

• ,angi{A  + B)=-  ' 

slan^i-C  cx»Y{o-ho) 

ainsi,  déflnitiveinent, 

\ , 

tangue  = tanglfA -l-B),  et  C=A-|-B. 
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Ollw'rvous  toutefois  qu'on  arrive  au  inème  réîultal  sans  l'interventimi 
du  calcul  différentiel,  car  en  multipliant  l’équation. ^3)  précédente  par 
la  valeur  de  cos^(.\  + R — C)  trouvée  àl’art.  (>6|  on  a cette  expression 
nouvelle  ‘ ^ .i.  i 

sin{  1 = tang^rt  tang-J/i  cosi{,%*-h  B — C), 

....  * . * 

laquelle  montre  évidemment  que^l'aire«2  est  un  maximum  lorscpie 

C = A+'B. 

.\iiisi  de  tous  tes  triangles  sphériques  Jormés  avec  deüx  côtés  donnes 
^et  un  Itvisième  à volonté,  le  plus  grançi  est  celui  dans  lequel  l'angle 
compris  par  tes  deux  côtés  donnés,  est  égal  à la  somme  des  deuxasUres 
angles.  , ' t ' * 

CherclionsparCillenieint  l'aire  maximum  d’un  triangle  sphérique  dont 
le  périmètre  est  donné','  et  pour  cet  effet  ayons  recours  à la  formule  8), 
dans*  laquelle  le  côlé  c = os — a — b,  puis  faisons  tang  J- i = «,  pour 
abréger  ; on  aura 


« = V tang  j i iang{  — a)  lang  J {s— b)  tangj  (a  + i — é;  , 

. . * • . ‘ ‘ 

...  , . , fia  du 

et  les  équations  relatives  Au  maximum  étant  — = o,  t.  = o,  on 


da 

trouvera  d’abord 

— l»ng|(a  + b — s] 


da  cos^^as-b — x' 

OU,  en  réduisant. 


CÛA*y(# fl’ 


en.siitte 


ainsi 


^ = sin  (s  — a)  — sin  (rt  + i — d = o : 

</«  ' • ' . ' f 


- ^ sin  (f  — b)  — sin  (a  + 6 — j)  = o : 


s — a-=ia-\-b — s,  s — b=dsa-^b—s, 
et  p.ir  conséquent 

a = b = c. 
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D’ailleurs  les  coefficients  différenliels  i négatifs, 

ils  indiquent  que  u est  un  maximum.  Donc,  entre  tous  les  triangles 
sphériifues  ou  rectilignes  de  même  périmètre,  te  triangle  équilatéral  est 
le  plus  grandi^. 

On  trouvera  au  livre  VII  de  la  Géométrie  de  I.egeudre,  d’autres 
démonstrations  de  ces  deux  théorèmes,  et  les  conséquences  qui  en 
découlent. 

I.a  formule  (4) , qui  donne  l’aire  d’un  triangle  en  fonction  des  trois 
côtés,  procure- une  expression  très-simple  du  rayon  du  petit  cercle 
inscrit.  En  effet,  p dénotant  ce  rayon,  l’on  a,  par  l’art. 

tangp  = tangl A sin {s  — a); 

partant, 


tang'p  = tang^  A tang^B  tangçC  sin  — ^lsin(.i  — A)  sins  — c). 


Substituant  pour  tang.|A,  tangJ^B,  tang^C  leurs'  valeurs  (art. 64),  il 
vient,  réduction  faite,  et  après  avoir  extrait  la  racine  cubique. 


» » 

et  enfin , à cause  de  la 


* tango  ^ 

* - ® ^ ^ . 


tang  P : 


7til>|lCOS  jgÇQsl^COSjC 


( ^ ) Au  reste,  la  démonstration  analytique  de  cette  proposition  relative  au  triangle  rec- 
tiligne n'exige  pas  le  secours  du  calcul  difTérentiel,  car,  i cause  de  (r  * 6)  -f-  (#•  c)  = r, 

il  suffit  de  prouver  que  le  produit  des  trois  parties  d'une  quantité  est  plus  petit  que  le 
cube  du  tiers  de  leur  somme.  Or  si  x,  x + jr  -f-  ^ sont  généralement,  par  ordre 

de  grandeur,  ces  trois  parties,  le  tiers  de  leur  somme  sera  x -h  — 3"^* 
veloppe  les  débx  expreanons  *4^  # A 

x(x  + i)4^+t+3'),  + 

on  reconnahri^uc  le  leoond  résultat  est  plus  grSod  qua  le  premitr.. 

I.  . » -,  <e  l5 
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expression  <|ui  reiitn*  n^essairenient  clans  celle  relative  au  triangle  rec- 
tiligne, Inrscpie  les  ccctés  du  triangle  spliéricjiie  sont  inrniinient  |>etits. 

Quant  nu  rayon  K <lu  cercle  circonscrit  (art.  G5),  il  est  donné  par 
cet  te,  équation 

tancR  = 

e »ia|ï  ’ 


et  si  l'on  diercdie  ce  cpi’elle  devient  dans  le  cas  du  i"  thc-orenie  pre- 
cedent,on  trouveR=ÿr,  àcause  de  tang^ri  tang-j />=  — cosC=sin|i: 
ainsi  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  sphc'rique  dont  l'aire  est 
un  maxinium , est  au  milieu  du  coté  variable  ; et  l’on  conclut  de  cette 
propriété  que 

- - sin’^c. 

On  reconnaîtra  avec  non  moins  de  facilité  que  le  sinus  de  la  plus 
courte  distance  du  sommet  de.  l’angle  au  cc'ité  opposé  c,  ou  de  la 
hauteur  p du  triangle  ABC  (art.  7Î11 , a pour  expression 


2<ostn<-os|i  . , .. 


i étant  toujours  l’aire  de  ce  triangle. 

Démontrons  encore,  par  l’analyse  trigonoinétricjue , ce  beau  théo- 
rème dû  à I,exell,  savoir:  (pie  hs  ioiniiu'ts  de  tous  les  triangles  sphé- 
riques de  mènu-  hase  et  de  intime  surface  se  trouvent  sur  un  cercle 
unique. 

.Soient  a,  h,  c les  trois  côtés  d’un  de  ces  triangles,  c la  base  commune 
et  i sa  surface  ; prolongeons  les  arcs  a , h vers  le  sommet  de  l’angle  C. 
qu’ils  forment , de  maniéré  que  chacun  d’eux  soit  égal  à tine  demi-cir- 
conférence a : alors  la  plus  courte  distance  de  leurs  nouvelles  extrémités 
A',  B',  mesurée  sur  la  sphere , sera  égale  au  cc’ité  c ; et  si  nous  faisons 
a' =n  — a,  h' = t: — h , non-seulement  le  triangle  d' A'c  aura  même 
sommet  C que  le  triangle  abc,  mais,  d’apres  ce  ipii  a été  démontré 
(art.  (Uî  i,  le  rayon  R d#  cercle  qui  lui  sera  circonscrit  sera  donné  par 
cette  relation 

jsin-fd'sinfé'sin^^r 

V 1 — cos'ri'  — CïH*  h'  — coefe  -e  Xrosd'rosé'cosc 
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Or  on  a ' 

cosa'= — cosrt,  cosh’ = — cos  A, 

sin A rt'  = cos^rt , sin {h'  = cos^  h ; 


par  ronsAquenf 


tangR  = 


4co»y  « CO»  j A co»ÿ  r langue 

sT 


D’ailleurs  1 étant  l’aire  Ju  triangle  sphérique  ABC  dont  les  côtés  ■ 
sont  ahc , l’on  a 

IT  “ 

sini2  = T — -,-r — 

’ 4™*t"  ™»î®  ™S7C 

multipliant  ces  deux  équations  membre  à membre,  il  vient 


tang  R = 


langue 
sin  { ! 


Donc  R est  une  quantité  constante,  donc  enfin  la  circonférence  qui 
passe  par  le  sommet  C et  par  les  deux  points  A',  B'  diamétralement  op- 
posés aux  extrémités  A , B de  la  base  commune,  est,  ainsi  (|ue  M .Steiner 
l’a  fait  remartpier  le  premier,  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous 
les  autres 'triangles  équivalents.  Cette  démonstration,  beaucoup  plus 
courte  que  celle  de  I>-gendre,  complété  en  meme  leii;ps  le  théorème  de 
I.Æxell  renfermé  dans  l’énoncé  précédent;  mais  celle  de  M.  Steiner, 
fondé-e  sur  des  considérations  purement  géométrUiues , est  d’une  admi- 
rable simplicité.  {Payez  le  Mémoire  de  cet  habile  géomètre,  inséré  dans 
le  Journal  de  Mnlhéimtu(ues  pures  et  npplitiuées  de  M.  iàouville, 
tome  VI  (184 1).]  * - 

Les  auteurs  de  Traités  de  Trigonométrie  sphérique  à l’usage  de TAs- 
tronomie,  donnent  ordinairement  une  collection  de  forumles  différen- 
tielles trigonométriques,  et  même  de  formules  aux  différences  finies: 
nous  en  démontrerons  quelques-unes  à mesure  que  le  besoin  s’en  fera 
• sentir;  maison  ponrra  consulter,  pour  plus  de  détails,  le  1"  volume 
de  ï’ÂsIronoiniede  Delambro.,  ou  la  Trigonométrie  de  C'.agnoli , a'  édi- 
tion , traduite  de  l’italien  par  Chômpré.  * 

Voyons  maintena'nt  la  ré-solution  des  triangles,  par  la  voie  des 
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rji  vpiTRE  lii 

RÉSOLUTION  PAR  LFS  SÉRIES,  DE  DIVERS  CAS  PARTICULIERS  DE  LA 
TRIGONOMÉTRIE.' 


91.  La  résoliilioii  des  triangles  par  les  formules  que  nous  avons 
données  dans  les  deux  chapitres  prÉcÉdents,  a tout  le  degré  de  géné- 
ralité que  l’on  peut  désirerj  mais  il  arrive  quelquefois  dans  la  pratique, 
que  l’erreur  des  Tables  des  logarithmes  indue  sensiblement  sur  les 
valeurs  auxquelles  conduisent  les  solutions  générales:  par  exemple, 
lorsqu’un  angle  est  donné  par  son  sinus , il  ne  peut  être  déterminé 
rigoureusement  à l’aide  des  tables  ordinaires  à sept  décimales,  lors- 
qu’il diffère  tres-peii  de  l’angle  droit.  Pour  obvier  à cet  inconvi-nient, 
nous  analyserons  quelques-uns  des  cas  particuliers  dont  les* solutions, 
quoique  approximatives,  ont  cependant  l’avantage  de  procurer  des 
résultats  nniuériipies  plus  exacts  et  plus  indépendants  de  l’erreur  dont 
il  s’agit. 

Nous  emploierons  les  relations  suivantes,  qui  sont  assez  connues 
pour  que  nous  soyons  dispensé  d’en  rappeler  les  démonstrations. 


sin  X = X — i 

I .»  3 

X* 

COS  X = I — 

1 .1 


tang  X = X -t- 


1.3 


1 . 7. . 3 . 4 • 5 • ■ * ’ 

X* 

r^ST4  ~ » 

1.3.5  ^ 


I i3.,  1.3.5 

X = sin  X -I î sin*  x -i î-i  sin*  x -I >—/■—  sin'  x -|-  . . . , 

7.3  s.-L  a 7.4*t>.  7 

X = tangx—  J tang*  x -H  ^ taug'x  — 4^  tang'  x , 

log  (i  ±x)=±x  — ^ — ^ — ~±...  (le  moclule  étant  = i). 
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cos  X = cos  X,  sin  X = sinx, 

a cos’x  = cos  îX-4-  I , asin’x  = — cosax-|-  i , 

4cos’x  = cos3x-(-  3cosx,  4s*n’  X = — sin  3x  -t-  3sinx, 

8cos‘x  = cos4x-(-  4cosaxH-  3,  8sin*x  = cos4x  — 4cosax-(-  3. 


Nous  aurons  aussi  occasion  de  convertir  en  parties  du  quadrant,  ou 
en  grades,  un  arc  donné  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité.  Cette 
opération  est  fondée  sur  la  considération  suivante; 

Si  l’on  suppose  que  le  rayon  soit  développé  sur  la  circonférence,  il 
comprendra  un  nombre  de  parties  du  quadrant , que  l’on  obtiendra 
4 l’aide  de  la  proportion 


n ; I 


a' 


n désignant  la  demi-circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  =:  i , Q le 
quadrant,  et  R un  arc  égal  au  rayon. 

Dans  la  pratique,  i*  dépend  du  système  de  division  que  l’on  adopte; 
ainsi,  dans  l’hypotliése  que  i*  = loo  grades  ou  degrés  décimaux,  le 
rayon  sera  exprimé  en  centigrades  ou  itiinutes  centésimales,  par 

R'  = -;~  =6W,>977^37, 


dont  le  logarithme  = 3 8o388oiaag7,  à cause  de  ît  = 3,  i4i59a653.Sg, 
et  de  a*  = aoooo'. 

De  même  le  rayon  sera  exprimé  en  décimilligrades  ou  secondes  cen- 
tésimales, par  * 


R* 


7.000000 

K 


6366ig’,77a37 , 


dont  le  logarithme  est  5 . 8o388o  i ^ Nous  employons  l’accent  grave  pour 
désigner  les  minutes  et  secondes  de  degré  décimal , afin  qu’on  ne  puisse 
pas  les  confondre  avec  les  minutes  et  secondes  de  degré  sexagésimal. 

Ainsi,  un  arc  quelconque,  donné  en  parties  du  rayon  cnnsiiléré 
comme  unité,  sera  exprimé  en  secondes,  par  exemple,  en  le  multipliant 
par  R’  ; et  un  arc  donné  en  secondes  sera  converti  en  parties  du  rayon , 
en  le  divisant  par  R”. 
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Si  l’on  employait  l'ancienne  division  du  cercle,  on  aurait,  à cause 
de  a’  = 1 8o  X 36oo", 

R"  = ao6a64",8,  et  log  R"  = 5 3i44û5l. 


11  est  remarquable  que  R"  = tnotns  à très-peu  près.  Pour 

s’en  convaincre,  il  suflit  de  remarquer  que  le  sinus  de  i",  vu  sa 
petitesse,  pouvant  être  pris  |X)ur  l’arc  même,  on  a sensiblement 

. ' , = - --7,;  mais  - ' „ = R"  exactement  ; donc  - 
sm  I arc  i arc  i 


Nous  lerous,  par  la  suite,  usage  de  l’une  et  de  l’autre  expression 
du  rayon  réduit  en  secondes. 


K^SpLtTlON  n'.UN  TRIANf.LE  RECTU.IG\K  OOîlT  PKI'X  COTÉS  SOXT  DONKÉS 
AVEC  l’a»GLE  COMPBIS. 

i".  En  supposant  cet  angle  trcs-nhtus; 

a°.  En  supi>osant  tplun  des  côtés  donnés  soit  très-petit  à l'éga'nl  de 
[autre. 

92.  Soient  a,  b les  cotés  connus,  et  C = a’  — S l’angle  .compris,  5 
étant  très-petit. 

La  formule  (A)  de  l’art.  47  donnera,  en  conservant  la  notation 
qui  y est  indiquée,  et  en  faisant  attention  que  le  cosinus  de  C est 
négatif, 

c’  = n’  -t-  -t-  'xah  cos5; 

mais  l'angle  5 est  si  petit  par  hypothèse,  que  les  tables  des  sinus  qui 
ne  renferment  les  logarithmes  qu’avec  sept  décimales,  ne  donneraient 
pas  le  log  cos  0 avec  assez  de  précision  ; ainsi  l’évaluation  du'  terme 
lah  cosO  ne  serait  pas  assez  exaefè:  à la  vérité  on  pourrait,  dans  ce 
cas,  recourir  à la  formule  de  la  page  57,  mais  il  vaut  encore  mieux 
procéder  ainsi  qu’il  suit. 
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D’abord,  d’après  l’art,  précédent. 


ainsi 


c’  = fl’  + 


iiih  = (fl  -V-  hy  — fl/)9’  : 


donc  si  l’on  prend  la  racine  carrée  en  se  bornant  aux  termes  de 
l’ordre  5’,  on  aura 


c = {a-^-  b)  — 


J oM* 

* (o  -+-  Aj' 


(>) 


Il  est  remarquable  que,  dans  cette  formule  très-simple,  5 est  intro- 
duit comme  un  arc  donné  en  parties  du  rayon  ; mais  dans  la  pratique, 
cet  arc  est  donné  en  minutes  ou  secondes;  et  comme.  U doit  être  em- 
ployé dans  la  première  hypothèse,  il  faudra  diviser  0 par  R'  ou  R';  on 
aura  donc  en  général 


c = {a  + b)  — 


ah  /4\» 
fl  -f-  A \ R/ 


Maintenant , de  l’équation  -î"-^  = -,  ou  ? on  tire, 

^ un  C c ’ sn  0 r ’ 

stitûant  la  valeur  de  c et  celle  de  sin  5 = 9 ï, 

1 . S 


en  sub- 


Mais  l’angle  C étant  très-obtus,  l’angle  .\  sera  fort  aigu;  ainsi  le  sinus 
de  celui-ci  pourrait  être  pris  pour  son  arc,  et  vice  versti._  Mais  d’ail- 

sin  ^ A 

leurs  on  a sln  A = A — -g-  ; donc  \ = sin  A —g—-  Substituant  pour 
sin  \ et  sin  A*  leurs  valeurs  déduites  de  réquatipn‘(a),  on  aura  plus 
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exactement,  en  se  bornant  toujours  aux  termes  de  l’ordre  0*, 


. . , sin’A 

A = sm  A H > - 

O 


a-f-A\  ~(a-t-iy  ' 6 )' 


Il  faut,  clans  celte  formule,  comme  dans  la  valeur  précédente  de  c, 

et  pour  la  meme  raison,  écrire  - au  lieu  de  S:  mais  la  valeur  actuelle 

R . 

de  A serait  donnée  en  parties  du  rayon;  donc,  pour  l’avoir  en  mi- 
nutes ou  en  secondes,  il  faudra  la  multiplier  par  K,  ce  qui  revient  à 


A 


fr  J. 

a + b\_'  (a{a  + bY 


H3.  Supposons  maintenant  que  b soit  beaucoup  plus  petit  que  a, 
et  qu'on  veuille  l’angle  B en  série  ; on  développera  d’abord  la  formule 


a »in  ( B -f-  c) 

4 sin  B ’ 

qui  deviendra 

a sin  B = A (sin  B cosC  -h  cos  B sin  C) , 


et  de  laquelle  on  tirera 

sin  B Inm  C 

. coft  B a — ''écosC’ 

Mais  en  général 


e étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  ou  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  = i par  conséquent  l’équation  précédente 
deviendra  -éV»'»'»' 


Celle-ci  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  plus  symé- 


DEUXIÈME: 


1 #1 


trique;  car  en  divisant  le  premier  tueo|bre’  baut  et  bas  par  e*'**''^*  *, 
on  aura  pour  qiiftçiîiiV  ^ i ‘ • •' 

X ^ ■ ’wv.  • , • .»,>•*■  V 

• - V ~ 'Î--T7  ■ .■  • 

‘ •*“  ’ .*■  *•  . ,»►  * •* 
et  le  second  membre'poûrra  s’écfire  ainsi: 


^ • 


f 2 OU,  plus  simplement,  - ^ 


a — 6e 

î ' ' ^ 

I/ècination  (^3)  est  donc  de  la  forme 

• - ^ ‘ • t 

^ ' 4 — y • ■»• 

«'  <•  , • a-l-  I ~ Æ-l-y  ■■■ 


> + r! 


or,  si  dàns  cette  dernière  on  chasse  les  çlénominateurs , et  que  l’u«i  Pé-  ' 


diiise,  oh  lroii>er;^ 


“=■? 


■ r ,.1..-  . 

eusi  l’on  remplace  a,  y par  les  valeurs  que  ces  lettre*  représeafent 
on  aura  ' '.'IT  -•  ' A - -i  ’ 

. . ’ ‘ . i'.'  r»*. 


»bV—  I “ — i» 

♦ • • a — be 


-c/—  - ,^Î,-C/ST  , 


' D * JpV^>  ’ 

ù.  ‘ - ■•  ■ . 

• * •*  • 4 ^ * * * * 

ou  prenant  le  logarithme  népérien  de  chaque  membre,’  , 

* . •■  ■'  . 

• * aB»/^r  = logN- logD.  - f.'  ■'.'■•  !'•■  ' . 

‘ ^ - . • ' , • A 

r Maintenant,  développant  le  second  membre  d’après  la  formule  con- 

^ , X s*  * ,*■*»,* 

nüe,  log  (i  — jc)=  — — etc.,  on  aura  » • • 

V-,  ■ . ' 

V*^  *î  \ I • 

• t . • _ * e ^ v'fT  _ **  ^-3c:  s r . ' 

“ . a*  ^ 


: , 

M atf* 


' . • vA 

X ‘V 


i6 
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puis  itivisant  tout  par  a — i',  et  réduisant  au  moyen  de  la  formule 

' — ™cV— • 

' . ..  ‘ ^ = sin.  mC,  , 

, ‘ ‘ \ — • • • ^ t 

♦ . ♦ / '# 
on’aura  enfin  pour  la  valeur  de  l’angle  B,  exprimée  en  parties  du  rayon, 


i b i*  ' b* 

B — - sinC+  - — sin  aC  + -s  sin  3C  + . . 

a %a*  '"•* 


b^' 

3flJ 


. J 

EoB-  série  élégante,  à laquelle  Delanibre  est  parvenu  le  premier, 
•est  évuleniment  d'autant  plus  convergente , que  b est  plus  petit  à l’égard 
de  a:  elle  donnera  B en  secondes  en  multipliant  tous  ses  termes  par  B". 

llsuit,de  là  que  si  l’on  avaità  résoudre  l’équation  tang  j"  = 
et  que  t<  fût  nue  tres-|)etile  fraction,  connue  ci-dessus,  ou  aurait 


(t*  / 

J-  =}  esinC sin  aC  + -s  sin  3C—  . 

, a 3 


Pour  avoir  le  logaritliulo  du  côte  c par  une  série  qui  procédé  suivant 
les  cosinus  des  inulliples  de  l’angle  opposé,  mettons  au  lieu  de  cosOsa 

valeur,- »— ;onaura- 

et  par  cons('t|ueut  - ■ ,,  ■ ...• 

7 '.  ^ c'=(rt  - (rt  - 


b b cfTi\ 

— a‘[\—rC  IM  — *-e  *' 


;■  • 


Preiiaiit  le  logaritlime  de  cliaqite  membre,  et  réduisant  en  série,  il 
vient  • . -s 

alogr=-alogo-^e  * --e 

lu  léi*  . _ 3n*  * 
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r ^ ^ t'  ' * ■ 

.pui»  simplifiant  à l'aide  de  la  fonnulo  cos  mC  = ^ ^ -r-> 

‘réduisant  et  changeant  les  logarithmes  népériens  en  .logarithmes  vul- 
gaires,- on  a , ' . " , , 

' jo  . A»  '■  ' 

JO’ 


loge  = log«  — M__cosC  *-  (U— , cosaC  — "p cos 3tl  — 


H désignant  lejnhdule  ai434ï945.  Ciette  série  tres-reinaifjnable  est  due 
à Legendre.  . .T  ' ~ . " ' ' 

• . A’  V ■ . "V  • , t • 

étast' cbsTMis  L’nTeoTési.SF  n'uji  iiUiSnl.K  sPHéjoyce  kectanule  , 

EP  Uît'oES  ANGLES  OBLIQUES,  TBOÇVRB  LA  VÀLKUB  Ht)  COTÉ  AWACEN  1 
A CET  A-NGLE,  IXeBIMÉE  EN  SÉBIE.. 

94.  L’équation  ipii  doimc  le  côté  de  l’angle  droit  C en  tonctioii  <te 
rhypoténftse.  <z  et.ile  l'angle  compris  B est,  d'apnis  l'art  5<>,  * ; ' 

. A ' *■  ' 

^ tang  r = tango-cosB;  ” . -* 

on  a donc  . 

tang^. — tang  c-.=  tang  0 1 1' — cos  B),’  ' _ 

*v  * 

tang  rt'-4- tange  = tang  rt  (i__-h  oos  B); , •••_ 

■i' 

or,  si  Ton  divise*  iIçuXa équations  Eune  par  E^utn*,  il  viendra^ 

* y * * ' . ‘ 

tangéY  •r- tange  E — voo&'B  • • ''  * 

^ ’ * UDg  a -f-  tang  c i -H’  cos  B * * • • ■ 

OU^  ■ ^ • - . ■ 

■ ..  -ïî^r:l)  ==  ungH»;  . 

e MD(a-f-r)  ...  O * ’ . ... 

'et  si  l’on  cliànge  les  sintis  en  exponentielles  imaginaires,  on  aura 

. • ^ ang  , B;  . . ^ - 

*'î  * * y * * ' »*  **  ’ S * ' ^ 

Mûltipliaut  et  divisant  par  , on  troute  • 

I*  J ^ ’ . r-T*  ,»(<■-') V^is-.V  ' * • ■ 


tb.. 
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• rfc  tajig’i  ^ tang^i  ‘ 

--y"  • \;v  -,  ;,  _ ...  _ • • •. 

-fz  ».  V - '•r*ï5Î‘^-  / — . ‘ , ' 


substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  o^ii  tire  enfin 

« - ^ e • *• 

/ ; . _ » + t»ne*îB.f^*^  / • 'î  - 

. . "•  I -I- tang'iB  . e~"'^ 

Ma'intenant  si,- comme  dans  l’article  précédent,  on  prend  de  part  et 
d'autre  lea  logarithmes  népériens,  et  que  l’on  développe  en  vertu  de 

la  forinide  log(i  + z)  = 2 — — -t-  — — . . . .,  il  viendra  ■.  • 

• ' ' ' . .•>  * 

3(111 — c)  v‘  — '»  tang' j Be’*  ’ — J Ung*^Bf^“'^“*  -j  UDg*iBr®''^ï  — . . . . 

• («i  • i Be  - -H  I tang  H »<■  _ -L  Ung  ‘ i Br 


rt  enfin 


* M — c ^ tang*^jB  sin  2a  — | tang^  ÿBsÎD  4"  -*-7  tang®  sÎd  Oa  — . . . . 

r-  y.  '•*  * - - ■ ..  *■ 

Cette  séné ,[  que  L^range  a jinhlnV- IxniV  la  première  Ibis  dans  les 
M(<môirvs"^'’tJcaS(f)ûc  df^Bfrlin,  anni^  '77fl>  *c  dé-4mU  aisément 
• <fe  celle  de  l’article-précédapt,  éqmmc  on  peiits’eii  assurer  icelle  ii^l 
qu'un  cas  particulier 'd’iih(r.^itre  plijj»«-nérale,-queLegeiicire  a tlon- 
néc  dans' ses  Exercices  de‘f*èilculjnh'ff^l î lorsqu’il  s’è<t  proposé' de 
développer’ eb  sérj^  conWrgenteSrraf<;<lpn»  Is^  tangcqt^tet- donnée^ 

f . 11  . ,1V.  : 
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*’*  >»*  * > 

réqiiatimi  hypothétique  , tanga  =~  tang  c,-oii,  pour,  abn-ger,  . . . 

lang  a = 9' tang  c;  àinsi,  en  vertu  de  la  série  précédente,  on  aurait 


se" 

" .a'v»-"' 


ofl 

<»V 


r * * * * < 

■ <•  i i (r^)’  ' 

- ^ ■ V.  ” . ’-j  ■ • »v’  ^r'. 

nu  bien,  en  changeant  les  signes, 

« - = (t  9 )’  i (tT5  )*  *‘î' 

• i*  ' ' 

(.es  s^rles’iie' peuvent  être  utiles  dans  la  pratique,  qu’autaiit  qu’elles 
convergé  rapidement , cf* qui  exige  que  soit  une  fraction  plus  ^ 
petite  que  runité.  . ' • " l . ^ 


.HéSOCUTIOH  d’un  triangle  SPHÉHIQUB  dort  DStlX  COTES  SONT  EFIf 

%-  »v  • • 

OlFFéRERTS  DU  toUADBANT.  - 

r-  ‘ ^ I 


.y 


IMî.  Soîent  a et  é les  deint Côtés  donnés,  siyj)o«is  très-pejp.diflSérénts 
du  quart  de  la  circonférence;  on  propose  de  trouver  C.enr’ïonçtion  des^ 


trois  côtés  a,  b,  c. 


i 


»’s'.  A ■ ’*•  • • 


'barhypothè^  .'U 

- > •JT’*  ' .'V  •*  -,  -e,  . , *.î  •i'y’  ^ , 

et  comme  a ef  *|3  sont  tTfe-petits^-d’angle  C a pour  iiiêsure  itn  arc  tré^^ 
|ieu  diflanent  dç  c^^it  alors  ' * ' , ' . 


sin*  AC  =*  siô?  S>“fc  cos^c 
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, • I , . . 

r.  rqf^ation  exacte  ^ * -v  . * * . 

’ sinHC  = — *)  - ■• 

^ * siauaini  ’ . ’ 

*'•  , . - ■■  . 

obtenue  dans' l’art.  G4-,  résoul.l.a  question  proposée;  maïs  vu  qu’ü 
serait  pénible  d’avoir  C avei;  une  grande  e.\actitiidc , U vaut  mie^x 
calculer  le  petit  excès  x de  l’angle  C sur  È.  Pour  cet  effet , Ton  niettfa" 
dans  l'équation  .précédente  pour  n , bel  sin’  JC  leurs  valeur  actuelles, 
et  Ton  aura  ' ' h . . • 


■■  sin’Jr  d- xsiniccos-^c 


, sin’drro*’  j(«  — P)  — cos’  |csin’|(«  — p) . 


cosacosp 


V puis  piTnant  la  valeur  de  X sin^c  co>-|c,  ff  viendra  • 

I X sin4c cc^sic  îf? r P?.’'”.'  ■ ; 

^ ^ ^ cosacosS  ’ 

i . . - ' ' # ‘ 

• • * ' * * 

«m^is  I . A 

♦*  N • . - . ' V 

cosa  côs/i=^cos  (a  H-  jS)-4-.^cos(à— 13)  = coà’ J(a— /5)— sin’-^(a4-^', 

* * ■ ■ . 

.puisqu’en  général  cosp  = i -iasin’4  /)  =acos’-i/)  — i ; 

donc  • > _ ' ' " . ' . , , 

* ’ ' * , 1 P)'i^"6Te  — sinM(«  — P)«>tT<  ^ ■ 

• CusacofS  '•  ^ * • 

Telle  est  la  Ibrmule  à Jaquelle  Dclambre  , est  parvenu  Jwnxine 
voie  différente:  en  prenant  les  petits  arcs 'pour  les  sinust  elle  rentre 
alans  celle  que  Legendre  a donnée;  c'est-à-dire  que  Ton  a,  d’après 
cette  hypothèse , , 

. • • . • 'é-:  î!"  •'  ■ . 

t x=|(a-4-p)’langjc --^a— |3)*cotic,.  ’^a);'  ' , 

a'  Solution.  On  paitient  plus  simplement  à cette  formule  ainsi  qu’il  ' 


suit . D’abord , à cause  de  ' 


„ cos’c  — cos  a cas  ^ 

COSC  = ; r , 

suuisme 
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• • • -« 

, * P co»c  — ainarip^^  _^C0SC — af  « 

■ * . ^ * cojatcosp  A(a* P*) 


■*  A ‘ -Ai 

’.■  « 5 JÈ  élb^l?  =-COSC  — J'silf<‘, 

*•  »•■■■..■  ■*-'■  *•■.■  ■ î ,,  4t  , 4 

le  conservant^qtie  les  quantités  du  second  ordre  ; et  de  là 


O’ailleurs , à cause  de 


«p^  j(g*-l-p*)c<»»c 


* ''jl  ■ 
cosc  = cos’  — sin’|-c, 


l (sin’ic-+- cos’^c)*  . , *■*  ' 

ton  a,  comme  ci-dessus,  * • ■ 

„ ^ («  + P)*»U*H*'  — (“  — Pi‘.'™'T_r  iA  . ... • 

^ 4*'“Tr™»4r  ^ ^ 

■"  ■ = ■ P •> 

DuKla  pratique,  les  quantités  a -f^eta — 13  sont  donnée*  en  minutes 
ou  secondes,  tandis  qu’elles  doivent  être  considérées  dans  cette  tOTimiie 
comme  des  arcs  comparés  au  rajon  pris  pour  unité:  mais  si  l’oln  y -met , 

àt  ô 01  â ^ ^ ^ * 

--  et  — à/Ja  place  de  a-t-p  et  de  a — la  correction  x'ferii 

même  partie  de  cerayoïr,  et  la  multipliant  ensuite  pâriR'.^lle'^ii:*' 
exprimée  en  seçopdes;  on  aura  donc  en  général,  maistTpne  maiyèrè  un. 
peu  moins  exacte , , v‘  ' ' A*** 

■’  A ‘"-A  . 

- , . 1 tang  i C — i cot  J '•  (a') 

, • . . .•  ' 
Il  est  évident  jSup  l’on  A>btieBdra  de  même  it  en  secondes  J’ en  ’uiiij- 

■ - '0  ' * -i'  * ’ / ^ fc  ■' 

tipliani  par  R''^t)U par > le  s^ond  mepibrede  la  forgj^df'T-  j’V'T  * 

' Si  l’on  veut  maintenant  r en  fouction  de^,  on  reinarqlier^qiie 
piiistqué  ces  deux  quantités  diluèrent  trérs-|jen  rime  de  l’autre/C  on 


peut  écriré  G au  *ieu  de  c dàn»  la  valeur  prépédente  de  x,  ce  qui. 

>♦  “ _V  • 
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revient  H n^glifjer  les  quantilré  tin  Iroisiètue  ordre;  ainsi,  d’une  part, 

- a . , . ' " ' ' . • • . . • 

*,.  ■ ••••'.»  •■'c,a?C>ar,*  , \ 

et  (le  l’autre,  si  l'on  fait.^ar=jr,  la  correction’ cher A(>e  sera 

• ..  . i «•  , v '- • , 

• . ;■  (3) 

^ * V - ' ’ C , 

" f . * • ,. 

On  \wra  par  la  suite  que  la  lornuile  (a')  sert  pour  ré<luire  un  angle 
à l’horizon,  et  que  la  formule  *:3)  est  employée  |>our  réduire  un  ^ngle 
horizontal  au  plan  des  cordes  de  deux  arcs  terrestres.  , . 


^ KKSOI.TÎT!ON^*l*W  TRI\NGLK  SPRÉRIQL'E  DONT  UN  COTÉ  EST  TBÈS-eETÎT 
/5t.4  - A L EGA.RO  DES  DEVX  AUTRES.  . . 

^ I>e  caicnl  des  latitudes,  longitudes  et  azimuts  des  points  fon- 

daii\enlaqx  d’injp  carte,  dérive,  ainsi  qu’on  le  verra  par  la  suite,  de 
' la  n'sor^twin  complété  d’un  triangle  sphérique  dont  un  côté  est  fort 
petit  par  ixqjpoii  aux  deux  autres,  Oceiip(jns-noLis  donc  de  cette 
question.  • 

^ • !"■  Solution.  Dénotons, comme  à l’ordinaire,  par  A , B,  C les  angles, 

.etpar  n , A,  c les  côtés  d’un  triangle  sphérique  quelconque;  et  cherchons 
V les  parties  iiicoiuiues  dè.  ce  triangle,  dans  lequel  lé»  deux  côtés  A,  c et 
l'angle  compris  A sont  sup|x>^s  donnés.  .. 

' < ilierchons  d'abord  les  angles  B ,'C , et  .supposons  c < A ; on  aura , par 

les  fomuiles  ;)r  N'épen  arl.,(»i).  ' 

! : tangi(B  + CV=cot  J A 

^ ...  r,  eV  V r’*;  . ' 

^ tang;-iB.-q=k:^A^^^ 


f » -ÉA  “T 


-e  r\  „ 

2 / • s ' i ■ 
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Renversant  ces  valeurs,  el  <lévelopy)anl , il  vicmtra 
J*  • V I 

■>  ' »ang  [ . W - tang  { A , 


lao 


U ' «f:  • 


i^Fif 


rang  I ioo>  - J =’— ,^{7  »a"?îiA. 


un{;|i 


Os  deux  écjuatiôns  étant  de  la  forme  de  celle  de  l’art.  95,  on  aura , en 
réduisant  en  séries  par  la  méthode  de  cet  article,  * 

s V . * 


• ,0<é^  _ C+.ï)  = 1A  sinA  + s,naA 

Z sin3A  4- 

100*  — sin  A -4-7!*°^.  r;  sin  aA 

\ a / » ' lïngfé  ^tang’fi 


■ V-  ' • 

(Toù  l’on  tire,  par  addition  et  soustraction , 


+ i|“*Ta  s‘n  3 A ■ 

'_>UDg»y* 


aoo*  — B=A  — [tang  -ji  — cot  ift]  tangue  siii  A 
4-  i-[tang*ift  cot’^A]  tang^.^c  sin  aA 
— L[tang’|A  — cot’i/j]  tang’Açsin3A  ■ 


et 


‘ V. 


;\ 


•.* 


(;=|taug-i/)-»-coti6]tang|fsin  A— ^[tang’-iA— cot*|A]tâug’4t^sinaA 
-t- ^tang’ i/>-t-cot*i  A]tang’-^csin3A  — .. 

(à*s  deux  séries  régulières,  dont  la  loi  est  évidente,  sont  dues  à Lagrange; 
elles  convergent  d’autant  plus  rapidement,  que  c est  plus  petit  par  rap- 
port aux  deux  autres  côtés.  * ■ " 

98.  11  resté,  pour  compléter  la  solution  du  problème  dont  il  s’agit, 
à trouver  le  côté  a en  fonction  des  mêmes  données  ô,  c,  A.  Or,  de  l’é- 

.1-  - '«7 


' ■.  I 


I !^o 


TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE 


cos  fl  = cos  i cos  c sin  i siti  <’ cos  A 

^ • * 

on  di’-diiit  aiscincDt  ccHes-ci  ; - * 

• 

sin’  ifl=siu’^Acos’  Jc-+-cos’|6sin*|c— asini6cosJcco!»A6sin|-ccosA, 
cos’  -Jfl =cos’  A h cos’l-  c+sin’l  A si  n’^  c-+-acosJ  A cos  ^ c si  n J Asin  \ c cos  A ; 

’ f ' ■ 

(TôiiTon  voit  quesin  -^fl  [>eut  être  considéré  comme  le  troisième  côté 
d’Rn  triangle  rectiligne  dont  on  connaît  les  deux  côtés  sin-J- A cos^  c, 
cos^  A sin f,  et  l'angle  A compris.*  Appliquant  donc  la  méthode  de 
l’art.  93,  on  a;  en  logarithmes  vulgaires , 

log  sin  ifl  = log  (sin  i A cosi  c)  - fx  cos  A - fx  cos  aA  - . . , 

et  _ ■ ' ’ . * 

logcosifl=log  (cos  I Acos^c) -E  fjL  cos,\  — fx J I cosaA-4-.,., 

(X  étant  le  module  o,4'342945  ; par  conséquent  en  .soustrayant , l’on  a , 
en  logarithoies  Dépérieiis, 

» • 

log.tang-irt  = log.  UngJ  A — tang|c[tang  J A-l-cot|  A]  cos  A 

-(-•J  tang’^f[tang’|  A — col’ -j  A]  cos  a A 
— itang’^c[tang’i  A-t-  cot’|  A]  cos  3 A -l- . . . 

Cette  série  et  les  préci'dentes  n’étant  pas  sons  une  forme  qni  permette 
d’évaluer  facilement  les  quantités  qu’elles  représentent,  lorsqu’un  des 
cotés  connus  est  tres-petit  par  rapjjort  à l’autre,  il  est  nécessaire  d’en 
obtenir  d’autres  qni  soient  développées  suivant  les  puis.sances  ascen- 
dantes de  ce  côté;  et  c’est  à quoi  Ton  parvient  par  la  voie  élémentaire 
suivante. 

. 99.  a'  Solution.  Dans  le  triangle  sphérique  B,  C on  a 
Ji)  . cos  fl  = cos  A cos  c -t- sin  A sin  f cos  A , 

. ' sin  A 

(®)  cat6sinc — cos<rco«A’  *■  i , m 

» ' 

sin  A ' 

(^)  “ coicMtié  — cmïcosA  v 
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* ^ . y * ‘ • 

* Or4l>ni^^  d’aborcl  le  t^ond  uiembre  de  l'équatiun  (i)  |>ar  rapport 
aux'piiissalices  ascehdaptes,  de  Parce;  en  y mettant  an  Ken  de  sitie  et 
cos  c lenrÿ  tueurs ^^séHe^(art.  ÎM);  on*  aura en  s’nrrèlaïit  adx 
aie^i:'?,  • ► * , , • * - / 


adx  ter- 


4 cosa  = coàh(  i I A' 

• ^ / A.  • y/  • “ 

. * fca  cos  A + c sin  b cos  A^  ic’  cos  A — ÿt*  siii  A'cos  A , 

^ k y 

ce  qui.  fait  voir  que  • ['■’  • ^ ^ 

(4)  a = A-hcP-t-c*Q -4- c*  R + 

P,  y,  it,..'.  étant  des  coefficients  indéterminés.  Prenant  donc  le  cosinus 
ifc  chaque  membre  de  cette  série  hypothétique,  il  viendra  « 


[ — cos  A — cP  sin  A — 


,'P  sin  A — c’  I (j  sih  A *e*-cî' 
— \ oôth-^c* 


(R_:^)slnA 
PQ  cos^  ; 


fr 


V .» 


et  comparant  terme  à terme  cette  valeur  de  cosn  avec  la  précédente, 

on  trouvera,  après  quelques' réductions  faciles, 


'"P  âjf*- cosA, 

Q = + -^cotAsin’ A, 

R = + ^ -t-  cot’  A)  cos  A sin''  A i 


■it 


ainsi  en  portant  ces,vàleurs  dans  la  série  (4),  on  obtiendra  celle-ci  ; 

•*  * • 

(I).  rt  = A— c cos  A •+•  I f’  cot  A sin’  A + ^ c’  cos  A shi’  A (|  -(-  cot’  A). . . 

• " * ' f 

l.e  moyen  de  déterminer  maintenant  l’angle  B est  de  faire 


tang^aoo‘— A — B)  = Ung  (loo  — ^ loo— B)*=  tang  ar, 

c.  . , 

car  aoo* — A — B éunl  un  très-petit  angle , on  pourra  le  développer  en 
série.i^ivant  les  puissances  de  sa  tangente.  Eh  effet , 


'^2  ^ TRAITÉ  »K  GÉODÉSIE.  • • / 

Pt  si  pour  taiig  B on  met  sa  valeur  (a),  ou  aura 

sinArosA(i  — coscl  + colAsinc  siiiA  ^ 

* ° I — coj’Âfi — ci»r)  — colîiinca««A'  • 

^c’sin  A et»  A + nlii  A cul  t 

• I — — eus’  A — ( c: — et» A col 6 ‘ ' 

a \ 6 J 

• ' > 

. ' Réduisant  le  second  ineinbre  en  .série  par  la  formule  du  binôme,  on 
obtiendra,  apres  les  réductions, 

tang a:  = c sin  A cot  A -+- c’ sin  A cos  A (J- -J-  cot’ A) 

-+-  c'  sinA  cos’ A cotA(i  -t-cot’  h) 


fi 

— 2,-  sin.AcotA. 

O 


Mais  eu  général 


JC  = tangx  — ^tang’x  + 


ainsi  substituant  ici  pour  tangx  sa  valeur  précédente,  et  faisant  atten- 
tion que  sin’  A = sin  A (i  — cos’  A),  l'on  aura  la  st-rie 

(U).  aoo‘  — H = A-t-csin  A cot  A -t-  -J  r’  sin  A cos  A (i  -t-  a cot’  A) 

- • . -t-  -J  c’  sin  A cos’  .V  cot  A (3  -f-  4 cot’  A) 

— J c’ sin.AcotA  (i -t- acot’ A).  . . 

Il  re.ste  à obtenir  l’angle  C.  Or,  l’équation  ^3)  devient,  en  y mettant 
pour  tang  c sa  valeur  en  série , 

«in  A I \ 

•tangC=  . - V 3/ 

° Sin  6 — cosAœsoUn^c 


sinè  1^1 — cos  A cot  A 3 


)]■ 


puis  développant  également  en  série,  il  viendra 


-,  sinA  . « sinAcosAcotà  c*  sin  A * sinA  ci»s*  A col*6 

tanffC=c-.  . — . , H ^ r H- c* . 

O «ino  Hino  ^ un  O «in  A 


3 sin  b 


Mn  b 


et  parce  que 


C = tangC  — -^tan^* 
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iSi 


on  aura 


,,  sinA  . .sinAcusAcuti 

• (-.=  C-r-j-  H-  f ’ . i 

vn  6 , un  0 

- * • ♦ 


h 

«I 


&in  A 
$inÀ 


sio  A cos*  A cot*  b 


I sin^A  I ® 
“ » rin'Tj  ’ 


• sin*  A = sin  A (i  —cos*  A) , et 


nn^6 


I-f-coèA- 


substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  C précédente,  on  trtnivera enfin  la 
S''™  f . ' ■*  , ^ • 

* 


■ t 


(III).  C = sin  A -f-  ^ 

" c*  r* 

-4-  i -.-T  sin  A cos*  A ( i-h  Acot*M  — i . , sin  A col*:/» . . - 

^ sin  6 ^ ^ ' • un  A 

' 1 ^ •> 

♦ * r î* 

Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  usage  de  ces  séries,  que 
nous  déduirons  plus  siuipleinent  encore. du  théorème  de  Taylor. 


RKSOLUTIOH  DES  TRIANGLES  SPBÉRIQL'ES  DONT  LES  «WEfiS  SONT  fRÈS-eri'ITS 
. PAH  RAPPOirrAU  RASOM.OE'LA’SPfttlRE. 

*•  . ' V . ^ ^ , “ ■ - ’ 

100.'  La  résolution  des  triangles  sphériques  très-peu  courbes,  se  ra- 
tueiie  ininiédiatpinent  à celle  des  triangles  rectilignes,  au  moyen  d'un 
tbéoréine  tres-reinarqeable  dû  à Legendre  , et  qui  est  de  la  pins  grande 
utilité  dans  les  opérations  gféodésiques.  En  voici  l’énoncé  et  la  démons- 
iratioii.  ^ > J) 

î.e  trianj^le  sphérique  très-peu  courhe,  dont  les  angles  sont  A,-B,  L, 
et  les  côtés  opposés  a,  b,  c,  répond  toujours  à un  triangle  rectiligne  qui 
a les  côtés  de  nihue  longueur,  et  dont  les  angles  sont  A — jf,  B — ^ ‘ 

Ç — -J  6i  t étant  l'excès  de  la  sohime  des  angles  du  triangle  sphériquq 
proposé  sur  deux  angles  droits.  ' ^ 0'  é 

Puisque  (/,  b,c  sont  les  cotés  d*iin  triangle  sphérique  roostriiiPsur 
une  sphère  dont  nous  désignerons  le  rayon  par/qun  triangle  semblable, 

tracé  sur  la  sphère  dont  le  rayon  r=  i,  aura  pour  côtés et  par 


Digitized  by  Google 


1^4 

l’art.  64, 


TRAITE.de  GEODESIE. 


b ■ r 
cos  - cos- 


cosA  = 


■ A 

sin  - sin  . 


Mais,  (KJiir  abréger,  nous  représenterons  respectivement  .îpara, 

j3,  y,  et  nous  aurons 

. • * . cosa  — rosAcos^ 

cosA  = ; , -, 

«n/S  smii  . 

r étant  fort  grand  par  rapport  aux  côtés  a,  b,  c,  il  s’ensuit,  sans  erreur 
sensible,  que 

. = T.^T’  = . ‘ 

» 

il  eii  sera  de  même  des  valeurs  de  cos  J0,  cosj.  et  sin 

De  là  l’équation  précédente  deviendra  , c 

• • A 

■ * 

’Tcaïuportant  au  numérateur  le  facteur  (i  — J — s >*)  élevé  à la  puis- 
sance — I , développant  justju’aux  quantités  du  quatrième  ordre  inclu- 
sivement, et  réduisant,  on  aura 


cosA  : 


(ô*  -f-7*  — at*  a*  “H  ^ -f-  — 5a*y8*  — 5a*7*  — 

: H ; 


remettant  les  valeurs  de  a,  /3,  >,  le  second  membre  sera  toujours  com- 
posé de  la  même  combinaison  de  lettres,  et  pourra  être  représenté  par 


cos. A.  = 


aAf 


'fSoit  maintenant  A'  l’angle  opposé  au  côté  a,  dans  le  triangle  rec- 
tiligne dont  les  côtés  seraient  égaux  en  longueur  aux  arcs  a,  b , c-,  on 


cos  .A'  = 


A*-t-c*  —a' 
2Ùe 


atc  ^ 
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élevant  les  deux  membres  au  carré , et  mettant  i — sin’  A'  au  lieu  de 
cos’  A',  il  viendra 

— 4 f>*  c*  sin’  A'  = a*  + A*  -t-  c*  — aa’6’  — aa’c’  — aé’c’  ■=  N . 

L’ équation  (i)  sera  donc  ramenée  à la  forme  . 

* hc 

cosA  = cosA'  — :r-.  s'n’  A'. 

» 1 
« Soit  A = A'  + ar  ; on  aura , en  Rejetant  la  seconde  puissance  de  a;, 

cosA  = cosA'  — «sin^'f  . t 
.d'où  l'on  tire,  après  la  substitution  delà  valeur  de  cosA, 

. A-  x=^sin  A'.  , ’ 

' .V 


» 


*■ 


^ «- 


Nous  voyons  par  là  que  x ést  du  second  ordre  par  rapport  ^ r 

ainsi  ce  réstdtat  est  esàct,.atu  quantités  près  du  quatrième  ortbe. 
Donc,  à causede  A=:A'-4-x,  . ' j . > 


6c 


A = A'H-g-sin.V; 


tf  . 


mais  6c  sin  A'  est  visiblement  l'aire  du  triangle  rectiligne  dont  a,h,c^ 
sont  les  çôtéS,  laquelle  ne  pas  seusiblement  dû  celle  du  triapgle 
sphénque  proposé  ; donc  si  fune  ou  l’abtid^ire  est  appelée  x,  cm  aura 


A'  = A - 


3r»» 


. > 


et  semblablement , 


« Sk  Jt> 
t V. 


a-  Jf  * * . if'  = 


(7  = 0 


3f» 


d’où  il  tésulle  que  ^ » 


A'-*-.B'  + C=a’=A-t-B+C-#. 


'•  f 


. ** 


•e- 

s 


■ * < 


> • 


s /. 
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Ou  peut  donc  considérer  comme  étant  l’excès  de  la  somme  des  trois 

angles  du  triangle  sphérique  proposé  sur  deux  angles  droits,  et  l’on 
doit  remarquer  que  dans  tout  ce  calcul,  les  angles  des  deux  triangles 
sont  censés  mesurés  par  des  arcs  de  cercle  dont  le  rayon  est  ruiiité.^ 
Telleest  la  déinonslralioii  donnée  par  Lagrange,  dans  son  excellent  Mê- 
iiuiire  surlii  Tngfmnmêtrie  spficivfue  (6'  cahier  du  Journal  de  l'École 
Poljriechniijue),  et  (|ue  Legendre  a adoptée  dans  sa  Trigonométrie. 

M.  Gauss  en  a imaginé  une  autre  fort  élémentaire,  que  M.  Liouville  ' 
a publéV  dans  son  Journal  de  Malliéiiuitit/ues  pures  et  appliquées 
•jtonie  VT,  cahier  de  Juillet  1841). 

V excès  sphérique i = qui  est  pru|jortiunncl  à l’aire  du  triangle, 

]>eut  toujours  se  calculer  à priori,  et  cela  en  considérant  le  triangle 
sphérique  proposé  comme  rectiligne.  Si  donc  deuxcéités  A,  cet  l’angle 
compris  A sont  donnés,  on  aura  l’aire  s = ^ hc  sin  A.  Si  au  contraire 
on  connaît  un  côté  a et  les  deux  angles  adjacents  B,  C,  on  aura  l’aire 
s =■■  in*  sinB  sinL  |,q,|„  l’avons  démontré  (art.  55/. 

La  l'emarque  de  Tart.  91  i-st  encore  applicable  dans  cette  circons- 
tancr,  ou  il  s'agit  d’avoir  l’pjrcéi  sphérique  t eu  secondes;  ainsi. 


La  valeur  de  s étant  toujmu-s  d’un  |>etit  nombre  de  si’condes,  il 
s’ensuit  que  celle  de  Taire  du  triangle  n’a  pas  besoin  d'étre  déterminée 
avec  une  grande  précision.  Mais  veut-on  savoir  ce  qu’on  néglige  en 
calculant  s par  le  procédé  qu’oiv  vient  d’indiquer?  ou  n'aura  qu’à  dé- 
velopp'r  en  série  Texjiression 


taneV/t  = 

I -4- tan(;|  a lanjîl  i cosC’ 


dt'mtinfrtV  a l'art.  89,  et  l’on  trf>nvera,  par  la  tnclhode  de  I art.  95, 

J.1  = tang  i nfangl  é sinC  — ^tang’Jfrt  tang’  ^ésin  aC 

-t-  J '•''"g  ’ s ta*'g  *i  * shi  3C  — ^etc.  ; 
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• #'  . ,»/r/viE'i)P.ÜxiT^,.V-*.  . . ■ • ‘ 

d’où'  l’on  - virti  «e'preiiant  le  pm«ier>terine  dela-kéfie; 

OH  t^’^iianhtAs  du  qiiatri«*nie’'oj-dré  Vt  d^'s  ordres  supérieurs , . 


eii  sii6stitiKint.en.outre  iuix  tan^ntrâtdes'pbu's  arcs  leurs  v}ilBiirs'e*n 

séries^,  et  iié'  tonservaiH  que  le  lerme  ifu  iedond  î qiii -^t  18  plus 

considérable*  U résulte-dé  JA  que T'aire'd’uq*  trtangle*'sjihéritpt(  ,peu-.‘  ■ ' ' 
courbe, ’peut' s’, évqluer'c'ÜHlitie  celle d'jiîi  triangle  retülteilé  .t  ' •• 

7 V".'  . ••  •••. 

V , ‘ • • . ■ . 

* ■ • ■ ^ t V v *• 

-A»  :v*,v  ; ;*  .:•  *• 

r'i.  ' • 

^ ^ * • ♦ ; • ' • • V ’ ‘ •*'^  * .*  ^‘  **  J"*  • 

! ‘ _ : * ■ ^ V •’ 

-,  ’r‘.  ^ .r  >*.'J  •• 

‘•••.r  ';'*'V:-  • ' ■ 

-*'\u  r *,  V 

.r»  r ■ V /.-.v*'  ' - i'  . • . . 

V - .'v‘-  . 

• é ■i»'  **,'.  V ; 7*'  *vV 

" -À  ; •-. 

^.;*  s^/V-vç-  .•  V ;-;7v  • ; 

V.-  1 î . 

- .•  ,»  - r'  . • ,**■.'  ■ . . 

• , - > ' • ■'  ■•*■  • ■ *.-  s •»*  ' V • * /.  ■ - . • . 

*•  - •*.«_  ” * A»  *!»•  • 

; V;.-  •;•*  ; ••.•*•  - . ■.  : 


, I. 


• r T 

i8 


s ■ 
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-M 


sife*.  • 


: 


^ V *.  v5**»*'  ■* 


•P9 


|(eV^è|^dé!« 


i_pî6»' 


'orHi- 

'J;‘ 


• • 


/V  . 

- i'ijiVtfi 


wjvD^Hé^  sé^uV5uvVnutnV|KMf<'ikÿ:(Ç,_  p^<*  * 
a jji'*  dT^îlinatl-s',  f<*Hos  f«*l^y  <<«■.  • 
-irin^'^pnjjlfs^pLTitut  Iti'ÿp^üs/-  Qgoiqiiê  JaiiK'|a  pi-a-» 

. . «liqifeBëlâ  ij^odfcupl’ôrt  airp<^u  afrajmji'e  rijilluenctMlos'ei^iVs  <if  cv 
^■g»'iu'c  ^o«'jjjiKlaiit  iJ..coijviflpt  fle‘*l^ntier  nne  ^tfre'iJes  ihoyfni'pâr^les-, 
i.'  gn  geiifcajîri-scTAér  les  rèsultals  que  l'o;)  theeth»'',  DoçÿqüJ^if.rfê-  '. 

• gran<le  ,e\aeljHiil<îqK)Sf>ible/ Ces.’mbyertS',  Tjiint  il 


•.  r 


• 7 V - • • • • • J * • ^ ^ • / • , • 

S-.  •.  ■ 

• " ■ ; .'  • • - •‘■(1+  V +••  ri-'-*-”  • •);'.  . ' • 
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eiis;rittt.oii  pr6{id/bie|>  logarjttj/nj^'cil^'deiix  nitlkhr^'s  de  riia'cune  des 


leux  ^MTOÎri^sYiçt  |’o|^'aijrÿ  aprà^J|»rc4<'iCtrpns, 


• • 


iî;.,.  • - i... .î,  V S- • J.*' ‘ J • ■*/■ 

ijwesQ-JeSlIus  sont  _tell»mein  conferieiues:  que  ft  l^n  sit^ORÿ;  •*  . 

• • â dii^Jci'malês,  ef  hileNï^  «Sffc-dl'is  P«lit  aiiéùT‘7Vt>h  pf)ur»i'Xarrétjv* 

, ' W^nn«^L.^*  *''r.  . 

llés^rnuilfs  coijnllfe  .4  ‘ 
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on  (léduit^ar  le  mènie  pr<^édé,  • • ’ ^ * 

/ : togji  ==log  sin'x-;4-*ë  shi*x.-^eU\-,'.  ■ ’ . 

» « • • • • . - - * . ^ 

M4  * I ' * 1 3>  ' 

• . loga*  = log  taop.r  — J? -f- .—  - fangVx  eltvr 

•%  W-  ,v  ■■ 

ce  qvi  cloiuif  le  VnWeji  i^e  trouver  l’arc  dont  le  logarittme  slnfi*  on- le 
jA^ndniftiiangèntc-'esrdonnê.  .*  • * - • ^ • i , * 

*,  Fv<^endrï“  Mtl*»iifue  «tf»  idrinùles  prêcèideiités  d’antres  l’printilfs  jdiis 
Aÿntageiiygi , Ini^ae l^c  paA<tet  ime  ctrt'aifiè  limile.fOn  arrive,  àrelles- 
‘ déveloj)pa»it. en  «érieTexpreSsiiîn  gcnérale.logvsin  (o  «t-jr.'i  Or 

sr^'^oni-  ^>{:^iri^1’içiù(iiit  l^gsiort  = r,.  le  .tliéoreme  de  Tas-lpr 
. • .■■■"*•'..  V . y ’ t 

• ■ V.  ,-■  ■■  ■ ' ' 


i 


» niai*' les'  CoenicieiiU  difl^enlieJs  deVatil*((ê  rapporter  aux  logarithmes^ 
• vtdgaires  pu  4e  Briggs , on.a  • ' 


• . * • ^ - 1 ‘ *■'  *!*  ■ • ’ * ' ijJ  i'ftsa  • 

* ”L,V  = s-i=f—-, — >et»r. ; 

• • » ■ ^ ^ ^ dtï*  « aa}  ^ o f * ^ * 


■pôttani',* 

••  • • ^ 


Ÿ • 

^ * ■ 


' ■lofi’sintn  + x)  = log  siuà  + tJut'ioIrtT  i.-fc  -4-, . etc.. 

■ , ' ■ V ■ , > • ■ , . * \ • .e»inx(i  ^sin’«/-,  ■ 

‘ ^ ' * ii  * , ■ ^ ’*  - ^«s  % . * k * t 

; U sera  tolit  aussi  Facile  de  Irpuver  cjiie  .■  ; • ' ' ' 

*»  « - *1,#  • • * ’r  ' • • ■ 

r • ' •,*  ^ ■ ■'•  • . • • • • . 

'f^Jog(,pds^fl+.r)^log  cp*«.-î;pLx;lajiga(i;4;^^^^^  _ 

• ■ 0 - fc  -.■A  ' •.  /# 

’ • . .log'tang(<l-4-x)  = foglai)g/T-+-  r= — .iTrfla<ïH-^Jc‘'-hîx“col’arti-t-'eU'. 

*.  • . . ■ ' 

••■ . ...  . >' k’V’  •*  • ' 

.■  ûri  viiiplow-ra  ces  lotrmules^qn^nd  les  logaVilhnies’diI  siiuls,  du  cosnju.s 

. '.  • 'et  de^' tangente  tomberont  daîisv|es  table*  entre  *'deu%  arcs  consi'- 

• •'  r ■ • ' ■ V ' . • •■  • '■  r ■ 

cuhis  rt,  a -4- n;  s . , •.,  , • . • 

■ ’ .•••■;  - - v‘ ^ ■ 


• % 


' ' 
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mais  coiiimé  il  faut  ensuite 4'aire  a;  ==  ô,'dai)3  ces  ctrfiiciÀits  diifsi^it 

tiels,  on  a |)lus  simpleqiieDt  • *.  »*  ' • 

, ; „ • * ' ' « 


,*  Ain.îrt. 


«•lise  I^r^aiil 


vient  (i(^  traiter  sU1l^  relatives  aiiv 
ea/  ejristé  tJ'analogufs  pour  4çs.  tailles  vies 

1,  i>V'  ’^  t .'  * ‘ « " "*  ■*-'  ■ 

t £inh  trbuver^',n9P<l<f^,^, 
IfTMnpivM  tèblês  dj^ •lo^rjtjîmes.. 'On  choi - 
céjQi  .dont^  t^itatie  ôii  em<| 
iVi^iag'avec  lo^.Aj,  et  iViu  aürafr*'  V, 


10.". 

taHlH 

sirahl^*^^^ 


e=  lots  n + r. 

vV;^’^ 

Sieiidr.T  • 


[ojit;  Je.  ■logaritlnue  Itj'perboliqjiÿ  ou '«épé/ien 
iiloKW  sert  piiur  pisser,  des  logat'ithnies’ of- 
I Éïllfrljpliqncse  c'est  à-diite  que.  .•■.*■.  !.'^ 


4^et<^r 


itiz^  by  -Google 


Wf;.  PjÇîfsoiit  a'imjyli<jueiiMjrt.|é^rd3çq]i'ç*i/T>(^((|f'ave«^î|ÿ  jliis. 

Jraiîdf  fat-iJIV^.  . .’ 

lé  l<>^ir>tlii)9*;  exaçt'j4^*u|t^*la.<)iiaténE|smç<t^gi^^le  ; 


w^hi  fîèrtrouyendnIjsXà  4a^^l<•;à'>trtenteM^•xf^rSudV désîl-aM»-/  . 


'wiy 


y.tized  by  C j 


±. 


1116IA&  hni 


Im'-ci  ; Êtapt  jtJbpné^ 
rtriimè,  de'h  ^ C où  cpl 
a'iin  seûj..  ^ 

* Supposai»  6 < B ; on  fera 


5^1“»  e‘ 


A',  'et  fonjuira  ■ ’ 


* f<i«Ap1ogl-  - logB.  •-  tbcvB-(-'C)-=  logB-t- logfiV  A)'.. 

/k  ■ * -î*  ■'  T ••':*'  A r *•  ^ ^ 

Mainlt.^iit  soifat  un  rtbfiiWiv  fort  approcUé  clé  el  dont  h>  ioga-- 
rithiW,%‘  trofiMé clans  lés.taliKs ,, ainsi  que  lôg  ;(i  ^,a^iu  log  (1  #-4  oT;< 

V “té  ^7;  V ’ 

r 'A^t  tvijh^è»^tité,quantitc^fl 


faut  clétc>rminer  avec  bédqcoup  de 
^^'r6s,  on  aura*  connue  ci-dessiisr 


twriitn^rire 


^ = ( *-  ■1"  ")  1 T ^ 1 ' T*  1 


er  pa^afftte  IcJgarithuijeK  v 

• * • »s  - ■ *•  ^ ^ 

U.  fl^nl  'toujours 


de  cBauue  oienil>re,'il  viendra 
■ - A . ; c i 


a ebuse  de  pA 
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et  si  l’on  &it  b = on  aura 'de  même 

I — a' 

log  (i  — A)  = log  (i  — a)^  br  — tiL±^  kr*  rp  etc.  (9) 

Pour  des  tables  ordinaires  à 7 décimales,  il  suffit  de  tenir  compte 
du  terme  en  r.  Legendre  pense  qu’à  l’aide  de  ces  dernières  on  peut 
calculer  aisément  toutes  les  formules  trigonométriques  à deux  termes, 
parce  que  l’on  évite  l’emploi  des  angles  auxiliaires,  qui  allongent  sou- 
vent les  opérations  numériques.  C'est  pour  cette  raison  que' nous 
sommes  entrés  dans  quelques  détails  à ce  sujet. 

* 

106.  On  peut  substituer  à ces  formules  particulières  d’interpolation 
une  formule  générale  qui  dispense  de  connaître  la  loi  d’après  laquelle 
se  forment  les  termes  successifs  des  tables. 

Soient  A,  A',  A",  A",  etc.,  les  termes  consécutifs  d’une  série  cor- 
respondants aux  indices  en  progression  arithmétique  ou  par  diffé- 
rences, a,  a + A , a -t-  aA , a + 3A,  etc.  ; on  aura  un  terme  quelconque 
y ou  A(„)  correspondant  à l’indice  a-y  nh  par  la  formule  suivante, 
démontré  à la  page  Sgi  du  Traité  élémentaire  de  Calcid  intégral,  par 
M.  Lacroix  (5'  édition),  savoir:  - • 


A,.,  = A -t-  ndA  + d>  A H- 

^ d* A -H  etc. , 


% 


dans  laquelle  dA,  d*A,  d*A,  etc.,  désignent  les  différences  1",  a*, 
3*,  etc.,  de  A,  supposées  continuellement  décroissantes  et  positives. 
Lorsque  les  tables  ne  donnent  que  les  différences  premières,  il  faut, 
par  des  soustractions  successives,  former  les  différences  ultérieures; 
après  quoi  l’on  évalue  les  termes  de  la  série  précédente,  en  poussant 
l’approximation  jusqu’au  degré  de  précision  que  comportent  les 
tables.  Si,  par  exemple,  on  employait  celles  de  Vlacq  qui  sont  à 10  dé- 
I.  «9 
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ciroaleü,  il  suffirait  de  n’avoir  égard  qu’aux  différences  secondes;  ainsi 
l'on  aurait  simplement 

= (ii) 


et  de  là,  en  faisant  A(,j  =jr,  on  tirerait 


jr-A 


iA- 


-S‘A 


(la) 


c'est-a-dire  que  pour  trouver  n par  le  moyen  de_y>  on  négligerait  d’abord 
au  dénominateur  le  terme  du  second  ordre  " ^ ' d’A,  pour  avoir  une 

première  valeur  approchée  de  n qui  serait  n = •'  > et  à l’aide  de  la- 

quelle on  évaluerait  d’une  manière  suffisamment  exacte  le  terme  négligé. 
Ensuite  on  déterminerait  une  seconde  valeur  de  n par  la  formule 
entière  ( i a)  : elle  représenterait  alors  le  véritable  indice  cherché , et  l'on 
n’aurait  plus  qu’à  évaluer  la  variable  a-\-nh  correspondante  à la 
quantité^  donnée.  D<^  celte  manière  on  obtiendrait  dix  décimales  pour 
les  logarithmes  et  dix  chiffres  significatifs  pour  les  nombres. 

107.  i"  Exemple.  Supposons  qu’on  demande  l’angle  A donné 
par  la  valeur  logsin  .\(„j  = 9,50797  90661  0900,  et  qu’on  ail  à sa  dis- 
position les  grandes  tables  de  la  Trigommetria  britannica  calculées 
pour  des  intervalles  d’un  centième  de  degré;  on  verra  tout  de  suite  que 
l’angle  A(„j  est  compris  entre  ai”, 18  et  ai°,i9. 

Soit  donc  a = ai”,  18;  on  aura  immédiatement,  à cause  de  la  rela- 
tion (3), 

log  sina  = 9,5578668865  368a, 
mais  log  sinA{„)  = 9,5579790661  agoo; 

ainsi , différence  r = iiai7959ai8. 


Maintenant  calculant  seulement  les  deux  premiers  termes  de  la  série  (4), 
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on  a,  en  les  évaluant  en  degrés  j 

log  r = 6,04991  38568  33 
log  = o,36aai  56887  00 

log  tanga  = 9,588a4  >3447  9)^  log  sin  aa  =:  9,8a85a  a4 

log/>  = 6,000870890331  = 6,0008709 

logR”  = 1,7581a  a63a4  09  log/>;sinaa  = 6,1718485 

log[i]  = 7,75849  35aa7  4o  7,7584985 

log  [a]  = 3,93o34ao; 

niaj&à  cause  de  A = a -t-  j:,  et  de  x = [ 1 J + [a]  ■+■  etc.,  on  a 

V '*■!■[*]  = ai", 18573  44?3i  384 

^ [a]  = 85 18  o85 

angle  cherché  A |,j  = ai°,i8573  53a49  469- 


Les  termes  en  p'  que  nous  avons  négligés  n’augmenteraient  que  d’une 
unité  la  dixième  décimale  : leur  valeur  est  i . 064. 

Pour  vérifier  ce  résultat  par  la  formule  générale  d’interpolation , il 
faudra  former  le  tableau  suivant  au  moyen  des  différences  premières  d A 
prises  dans  la  table. 


a 

log  a ou  A 

3A 

PA 

9,55786  68865  368i 

19  SS'jaS  3ia5 

— 10135448 

91  II 

— la 

19  547H  7677 

— toi  1 6337 

*t“99 

19  53701  1 340 
19  5a6go  4io3 

— 1010  7^38 

Or,  on  a A = o",oi  et 

Â,„  = a-h(o\oi)n=jr-, 

et  puisque,  d’après  la  formule  générale  d’inteipolation  rapportée  ci 

'9  • 
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dessus , 

J'  - A = n [dA  + (d>A+  i'  a)]  , 

♦ 

que  d’ailleurs 

C 

J'  — A = log.  sinA^,;  — loga  = 1 1 317959318, 

A. 

on  tix>iivera , par  la  méthode  des  approximations  successives  indiquée 
plus  haut , que  la  valeur  approchée  de  n,  en  négligeant  d’ahord  les 
ilifférences  3*  et  4*’,  est  n = 0,57353  a6,  et  qu' ensuite  on  a plus  exac- 
tement n = 0,57353  a5o5a  70;  ainsi  définitivement  l’angle  cherché  ou 

A(.,  = fl -4- Ço“,oi)  n = ai *,18573  53a5o  537, 

à très-peu  près  comme  ci-dessus.‘  * , 

a*  Eacanple.  On  projppse  de  trouver  le  immhre  A , sachant  que 

log  A = 9,63778  43i  1 3 00537. 

- -y  A 

Les  Tables  de  Gallet,  qui  sont  à sept  décimales,  font  d’abord  con- 
naître que  A = 0,4343945.  Prenant  pour  les  cinq  premiers  chiflfres  dé- 
cimaux 4343o,  ce  nombre,  ou  simplement  4343,  est  le  produit  de 
43  par  loi.  Comme  il  appi^che  de  celui  qu’on  désire  trouver , 011  fera 

a = 0,4343  = 0,43  X 1,01, 

et  par  la  table  I k vingt  décimales  qu’on  trouve  aussi  ilans  celles  de 
Gallet,  on  a 

log.  0,43  = 9,6334684555795865 
log  1,01  = o,oo43a  13737  8a64a6 
de  là  log  a = 9,63778  98x93  63339 

mais  1<^  A = 9,63778  43i  i3  oo537 

donc,  différence  ou  r = 551806169a. 

Calculant  maintenant  la  formule  (6),  qu’on  peut  réduire  à celle<i 

log  (a -A)  = log(afir)-|r, 
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log  r = 4,74178  655i6 
log  4 = o',36aai  56887 
log  a = 9,63778  98393  6 
17590  3 


X r — 

%'  — 


De  là 

et  puisque  - 
on  a enBn 


log(a  — A)  3=  4,7417893106. 

a — A = 0,00000  55i8o  9674B; 
a 0,43430, 

A = 0,434^9  44619  o3i5i; 

c'est  précisément  le  module  que  nous  ayons  désigné  ci-dessus  par  p . 

3'  Exemple.  On  demande  le  logarithme  du  nombre 

A = 3,141391653589793,  approché  jusqu'à  la  quinziéme  décimale; 
ce  nombre  est,  comme  on  le  voit  bien,  la  demi-circonférence  d’un 

' «A  ' 

cercle  dont  le  rayon  est  égal  à l’unité. 

Soita=  3,i4>6  = 1,68  X 1,87;  on  aura 

a — A = f =.ô,oooA  73464  10107 , 

et  la  formule  (7)  , en  ÿ faisant  r négatif,  puisque  a>  A , deviendra 

log  A = loga i 3 + i ; 

* ^ ' •>.'9 

en  l’évaluant  par  le  moyen  des  logarithmes,  oh  aura 

• • 

log  1,68-=:  0,1^530  91817  a586i  85  • 

log  1,87  = 0,17184  i6o65  36498  97  . log  r = 4i>866o7  51747 

loga  = 0,49715  08881  6i36i  81............  0,4971.508883 

[i]  = — 1 01 55  67040  5 ~ 4i3689i  4^864 

0,4^14  98736  9631 1 3 ' logp'=  9,6377843113 

■[i]  = 4 ; log.{i]  4,006708^77 

log  A = 0,497149873694134  4,0678943 

*°8-  [^]  ' 8,07460  19. 


bigitized  by  Google 


i5o  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

Tel  est  le  résultat  qu’il  fallait  trouver,  et  qui  est  exact  jusqu’à  la  quin- 
zième décimale. 

4'  Exemple.  Soit  log  A=g,33o54  o8833  91 37;  on  demande  log  ( H- A) 
avec  le  même  degré  d’exactitude. 

Pour  trouver  le  nombre  a , qui  diffère  trèvpeu  de  la  valeur  appro- 
chée A = o,ai4o63,  Legendre  réduit  cette  valeur  en  fraction  conti- 
nue , et  il  trouve  que.  l’une  des  fractions  convergentes  est  a = En 
effet , la  fraction 


ai4o63 

1000000 


I > 


V I n;  • ' M ' 


ainsi  l’on  a pour  quotients  consé^tifs 
4,  I,  a,  aa, 
el  pour  fractions  convergentes 


I 4-  rtc.  5 • 
i’.- 


I , etc.. 


4’  5’ 


£ 67  ,3^  , 

i4’  3i3’  317’  ^ ’ 


c'est^à-dire,  sur  la  première  ligne  on  écrit  les  quotients  4 > > » ’ > de- 1 
puis  l’on  prend  pour  première  fraction  intégrante  Ç,  et  pour  .seconde 
l'iinitédiviséepar  le  premier  quotient4;  ensuite  on  multiplie  séparément 
les  deux  termes  de  celle-ci  par  le  quotient  correspondant,  et  l’on  aug- 
mente chaque  produit,  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la  frac- 
tion qui  précède;  ce  qui  donne  les  deux  termes  de  la  fraction  suivante^. 
Enfin  l’on  opère  de  la  même  martiere  pour  déterminer  successivement 
les  autres  fractions. 
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valeur  de  a étant  trouvée,  l’on  a 


log  a = 9,33o54o593i  7a5a 
log  A = 9,33o54o88339i37 
log  A — logd  3=E  r = agoa  i88S; 

D’ailleurs  i + a = ; si  donc  l’on  continue  d’opérer  avec  qiiiii/.e 

décimales,  et  qu’on  évalue  le»  termes  conservés  de  la  femiiile  (8),  on 


aura  ’ 

log(i  -i-a)  = 0,084^4 

io44fi  17027 

R = 

5i  1 71163 

enfin. 

log(i-t-A)  = 0,08424 

10989  8819, 

R représentant  ici  les  termes  en  r et  r*  delà  formule. 

5‘  Exemple.  On  sait  que  log  sin  9 = 9.61722  43i466ai4  ; on  <le- 
mande  log  cos  9,  avec  un  pareil  nombre  de  décimales?' 

Soit  A = sin*  9;  on  aura  cos’  9 = î ^A  et  Iogcos9  log  (i  — A); 
il  s’agit  donc  de  déduire  log  (i  — A)  du  logarithme  donné.  Or,  en  le 
doublant,  il  vient  • 

log  A = 9,23444  86293  2428, 

et  l’on  a,  pour  valeur  approchée,  A = o,  171573.  Développant,  comme 
ci-dessus,  cette  valeur  en  fraction  continue,  on  trouve  qu’elle  différé 
trés-peu  de-f|f  ; d’après  cela,  si  l’on  fait  a = on  aura  i->.a  = 
et  si  l’on  eCfectue  le  calcul  de  la  formule  (9),  comme  on  vient  de  faire 
celui  de  la  formule  (8),  on  trouvera  définitivement 

log([  — A.)  = log  cos’ 9 = 9,91825  43io3*26i2, 


et  partant. 


logcos9=  9,98912  71 55t  63o6. 

Legendroa  donné  d’autres  applications  intéreaaantes  de  ses  femiiiJes; 
on  ferabien  d’y  recourir,  si  ceqiii  précède  parait  insuffisant. 

^ . ■ ',  "1  T ; - . 
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OPÉfiATIONS  ET  CALCULS  GÉODÉSIQUE8. 


CHAPITRE  PREMIER. 


CORSIDIÉRATIOIIS  a«niRA.IiES  sua  .LA.'FORMATIOW  DU  CAKEVAS  DES 
* AiRAUDES  CA*m  TOPOGRAPHIQUES.  .. 


108.  La  Géociésieest  une  partie  de  la  Géométrie  appliquée , qui  traite 
de  la  divisiondes  champs;  mais  suivant  l’acception  la  plus  étendue, elle 
a pour  otyek  la  mesure  de  la  Terre , ou  celle  d'une  partie  de  sa  surface , 
et  c'esi;soiis  ce  point  de  vue  général  que  nous  nous  proposons  de  l’en- 
visager. Des  opérations  'geodésiques  sont  donc  celles  par  lesquelles  on 
.détennÎDe  l«e  |>osilions  resp^lives  des  principaux  lieux  d’un  pays  dont 
00  veut  lever  la  carte.  L'ensemble  de  ces  opérations  formé  ce  que  l’on 
appelle  une  triimgulaüan  ou  iin  canevas  trigonométrique,  parce  que 
les  positions  dont  il  s’agit  représentent  les  sommets  des  angles  des 
triangles  qui,  pai'  léur  enc|taineuient,  composent  un  réseau  continu 
dans  tous  les  sens.  Ces  triangles  de  premier  ordre,  jlont  on  observe 
rigoureusement  les  augles,  réunissent  des  conditions  les  plus  avanta- 
geuses, loraqti  ils  sont  aussi  grands  qud  possible,  à peu  prés  équilaté- 
raux, et  qu’ils  sont  liés  aü  uipins  à fine  ligne  principale,  ou  base  que 
l’on  mesure  avec  beaucoupdeaoMl.  Lorsque  cetté  base  et  les  trois  angles 


4 


4- 


. Digitized  by  Google 


LIVRE  TROISIEME.  . i53 

de  chaque  triangle  sont  connus,  on  a Ions  les  éléaientsnéces.sairespour 
calculer  de  proche  en  proche  les  distances  entre  les  objets  ;-car  un  trian- 
gle est  déterminé  de  grandeur,  quand  parmi  ses  six  parties  l’on  connaît 
un  côté.  Le  canevas  général  d’une  carte  étant  ainsi  établi,  ou  divise 
en  canevas  partiels,  c'est-à-dire  que  l’on  couvre  de  triangles  secon- 
daires et  tertic^res  la  surface  de  chaque  grand  triangle.  I ^^s  triangles 
secondaires  prennent  leurs  bases  de  départ  tie  quelques-uns  descôt  js<lu 
ivscau  de  premier  onlrCret  l'on  en  mesure  pareillement  les  trois  angles. 
Quant  aux  triangles  tertiaires,  leurs  sommets  ne  sont  le  plus  souvent 
déterminés  que  par  l’intersection  des  rayons  visuels  menés  des  stations 
du  second  ordre.  On^con<;oit  que,  par  ce  inojen,  l’on  a une  midti- 
tude  de  petites  directions  et  de  points'  rapprochés  auxquels  ceux  qui 
relèvent  les  détails  à la  planchette  ou  à la  bous.sole,  pour  former  une 
topographie  complète  du  pays,  rattachent  continuellement  leurs  tra- 
vaux.  , . 

. L’instrument  adopté  en  France  vers  la  fin  d><  xviii®^  siecle,  et  en-  ^ 
suite  dans  quelques  autres  pays  de  rEnroj)e,  poui'  paesurer  les  angles 
.dK  triangles  'dp  premier  et  du  second  ordre,  ainsi  que  pour  observer 
les  latitiuleeÂ  les  azimuts,  est  le  cercle  re'péüieurâe  Borda  r c’est  celui 
dont  nous  donnerons  particulièrement  la  description,  et  dont  nous 
ferons  connaître  l’usage.  La  préférence  ([yi  lui  a été  accordée  résulte 
de  l’exln-me  précision  qu’il  procure,  même  soiw-d’asscz  jietites  di- 
mensions, et  de  la  facilité  avec  laquelle  on  l’établit  dans  le  plan  des  ol>- 
jetsf  mais  commel’axede  la  lunette  inférieure  nepasse  pas  celui  de  rota- 
tation  de  l'instrument,  l’angle  observé  a quelquefois  besoin  d’être  cor- 
rigé de  la  petite  erreur  occasionnée  jfar  Yexcenlricilé  de  cette  lunette 
Il  est  meme  souvent  impossible  de  placer  le  cercle  au  centre  de' la_  sta- 
tion , ,el  alors  l’atigle  observé  doit  encore  éprouver  une  cori-ection , <|ue 
l'on  nomme  réduftion  àu  centre,  et  ipii  est  analogue  à celle  dont  on 
vient  de  parler.  . ^ , ta'  - 

Il  arrive^eu  tïutre,  presque  toujours,^  que  l’angle  observé  est  incliné 
à l’égard  du  plan  horizoï^l  qu’on  imagine  passée  par  le  centre  de  l’iiis- 
trument:'  la  projection  de  cet  angle,  sur  ce  plan,  s«^  nomme  réduction 
à Vhnriion.  Mais  depuis  les  perfectionnements  ajiportés  au  théodolite 
re/>éf/(eur;  dont  le  limbe  jouit  de  la  propriété  de  rester  dans  la  position 
horizontale,  tandisque  les  lunettes  se  meuvent  dans  des  plans  verticaux  ; 
L'  1 , <é  A ao 


**.- 
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les  angles  observes  entre  les  objets,  avec  cet  instrument,  sont  naturel- 
lement réduits  à l’horizon. 

Enüii , si  l’objet  siu'  lequel  on  pointe  est  éclairé  du  Soleil,  et  qu’il  soit 
d’une  largeur  .sensible , l’observateur  n’en  voit  ordinairement  qu’une 
partie  ou  phase,  et  le  rayon  visuel,  dirigé  sur  le  milieu  apparent  de  cette 
phase, Sie  passe  pas  par  le  centre  de  l’objet.  Il  faut  donc  encore  à l’an- 
gle observé,  faire  une  correction  qui  dépend  essentiellement  de  la  po- 
sition du  Soleil  et  de  la  forme  de  l’objet;  mais  il  est  très-rare  que  cette 
correction  soit  nécessaire,  parce  que  l’on  fait  en  sorte  de  pointer  sur 
des  objets  très-distincts,  et  cependant  d’une  très-petite  largeur  appa- 
rente. 

Lorsque  les  angles  des  triangles  d’une  grande  chaîne  sont  réduits  à 
l'horizon  de  leurs  sommets  respectifs,  on  ajoute  ceux  d’un  même  trian- 
gle, et  la  somme  que  l’on  obtient  surpasse  nécessairement  deux  angles 
droits;  parce  que  les  angles  ajoutés  sont  ceux  d’un  triangle  sphérique 
dont  les  côtés  très-peu  coorbes,  à la  vérité,  représentent  les  distances 
curvilignes  comprises  entre  les  verticales  des  stations.  Ensuite  l’excès 
dont  il  s’agit  , et  qui  est  en  même  temps  affecté  des  erreurs  d’ohs«!rva- 
tion , se  répartit  indistinctement  par  tiers  sur  les  trois  angles  du  triangle 
dont  il  dépend.  Qiian<l  ces  angles  sont  ainsi  réduits  à ne  valoir  que  deux 
angles  droits,  on  procède  aq  calcid  des  distances,  en  les  considérant 
simplement  comme  des  cotés  de  triangles  rectilignes,  en  vertu  du  théo- 
rème de  l’art.  100,  quoiqu’elles  soient  des  arcs  de  grand  cercle  de 
la  sphère  dont  le  rajatn  est  le  même  que  celui  de  la  //gne  gcode'sique,  ou 
de.  la  base  réduite  préalablement  à un  niveau  constant,  qui  est  celui  de 
la  mer  nioyesmc  (n“  55).  Quant  aux  trianglessecondaires,  ilsseforment, 
s’obsei’vent  et  se  résolvent  de  la  même  manière  <pie  les  grands  triangles 
qui  leur  fournissent  pour  bases  un  ou  plusieurs  de  leurs  côtés. 

• Au  lieu  de  ramener  par  cette  voie  la  résolution  des  triangles  sphéri- 
ques peu  courbe*  à celle  des  triangles  rectilignes,  on  |>eut  les  traiter 
comme  tels  en  «légageant  chacun  de  leurs  angles  observj'-s  du  tiers  de 
l’erreur  totale , ou  bien  l’on  peut  réduire  les  angles  horizontaux  aux 
angles  formés  res()ectivement  par  les  cordes  des  arcs  compris  entre  les 
stations;  et  pour  lors  les  triangles  à calculer  sont  réellementdes  triangles 
rectilignes,  dont  un  des  cotés  est  la  base  mesurée  et  réduite  à sa  corde, 
ainsi  qu'à  un  horizon  fixe  tel  que  celui  de  la  mer. 
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On  ne  saurait  néanmoins  as.signer,  par  le  moyen  des  seules  distances 
calculées,  la  place  que  les  stations  occupent  réellement  sur  le  globe 
terrestre;  il  faut  en  outre  déterminer  astronomiquement  la  latitude  et  la 
longitude  de  l’une  d'elles,  ainsi  que  ]’ azimut  de  l’un  des  côtés  de  la 
chaîne,  c'est-à-dire  l’angle  qu'il  forme  avec  le  méridien  connu.  On  dé- 
duit alors  dcces  nouvelles  données  \e^  positions  géographiquesdesaulrti 
objets  observés,  ou  leurs  distances  à l'équateur  et  au  méridien  d'où  l’on 
est  convenu  de  coin|)ter  les  longitudes.  11  est  surtout  es.sentiel  dans  les 
triangulations  de  premier  ordre,  faites  dans  le  but  de  déterminer  les 
dimensions  de  la  Terre  ou  de  former  une  exacte  description  géomé- 
trique d'un  grand  état,  de  mesurer  plusieurs  bases  de  vérification,  et 
de  s'assurer  si  les  résultats  fournis  par  les  caluds  s’accordent  avec  les 
latitudes  et  les  arimuts  observés  vers  les  extrémités  de  la  chaîne  des 
triangles. 

Pour  connaître  en  outre  le  relief  du  terrain,  il  est  nécessaire  de  déter- 
miner les  hauteurs  de  ses  différents  points  au-dessus  des  mers,  à l’aide 
de  leurs^tagles  d'élévation  ou  de  «lépression  et  de  Jeurs  distances  réci- 
proques: or  c’est  ce  que  procurent  les  nivcllemeuLs  trigonométriques , 
qui  font  essentiellement  partie  des  opérations  géodésiques  des  différents 
ordres.  La  latitude,  la  longitude  et  l’altitude,  où  la  hauteur  absolue  de 
chacun  des  sommets  dés  triangles  d’un  réseau,  sont  donc  trois  coordon- 
nées indis])ensables.  ' " 

Lorsqu’on  a recueilli  ainsi  tous  les  éléments  qui 'constituent  le  ca- 
nevas d’une  carte,  on  y trace,  suivant  une  certaine  loi,  deux  systèmes 
de  lignes,  dont  l’un  représente  des  méridiens,  l’autre  des  paéalléles; 
et  l’on  fixe,  à l’aide  de  ces  lignes,  les  positions  de  tous  les  lieux  don- 
nés par  leur  latitude  et  leur  longitude.  Qiidquefois  aussi,  quand  la 
carte  n’embrasse  qu’une  petite  étendue  de  pays,  on  en  rapjHirte  les 
principaux  lieux  à deux  axes  rectangles,  qui  sont  le  développement 
rectiligne  du  méridien  principal  de  cette  carte , et  celui  d’un  arc  de 
grand  cerclo  |>erpendiculaire  à ce  méridien.  Dans  ce  cas,  les  coordon- 
nées des  points  déterminés  par  le  réseau  de  triangles , sont  des  distances 
à la  méridienne  et  à sa  perjtendicniaire , ou  dés  plus  courtes  distances 
géographiques. 

Tel  est  le  précis  des  madères  que  nous  allons  traiter  avec  tout  le  d«v 
tail  nécessaire  : nous' tâcherons  même  que  les  personnes  qui  sont  peu 
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versées  dans  l’Analyse  et  la  Géométrie,  retirenf  tout  le  fruit  possible 
de  la  lecture  de  cet  ouvrage;  et  coiue  dans  la  plupart  des  exemples 
de  calculs  trigonométriques , nous  apitoierons  la  division  centésimale 
du  cercle,  afin  de  les  rendre  plus  simples  et  de.npus  conformer  à ce 
qui  se  pratique  parmi  les  ingénieurs-géc^^phes français,  nous  aurons 
soin  d’indiquer  les  légères  modifications  qu’il  y aurait  à faire  dans  nos 
formules,  pour  que  les  résultats  en  soient  donnés  en  degrés  sexagési- 
liSaux,  dont  l'usa^  est -universel.  < • 


■•■Kt 
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CHAPITRE  II. 


UE  LA  MEILLEURE  COVDITIOK  DES  TRIANGLES;  OU  CHOp^  BT  DE  ^ 


CONSTRUCTION  DES  SIGNAUX., 

i 


109.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  triangles  d’un  réseau  de  premier 
ordre  doivent  avoir  de  grandes  dimensions;  mais  la  courbure  de  la 
Terre  et  la  force  des  lunettes  du  cercle  répétiteur  fixent  à cet  éga^ 
une  limite  que  Ton  ne  saurait  franchir  sans  s’cxpoAl^  A nuire  à la  pré- 
cision qui  résulte  de  l’emploi  d’un^bon  instrument',  ’i^and  le»  objets 
qu’on'observe  sont  bien  distincts.  Nous  avons  dit  aussi  que  les  tnangles 
réunissent  les  pf^|^tions  les  meilleures,  quand  ils  |^nt  éo&^éraux 
ou  peu  différents^e  cette  forme  ; c’est  ce  que  Va  prouvaWsialÿse 
suivante  : . » ^ 

Soient,  comme'de  coutume,  A , B,  C les  angles,  et  a,  é,  c les  côtés 
d’nn  triangle  géodésique  ; on  aura  * 


tioin  B =s  ô sin  A; 


* * .*  » ' 

et  ai  Von  suppose  qm^la  base  b ait  é4é  mMi^ée  avec  un  soin  tout  parti- 
ci^ligra’orreur  sur  cette  i^^repournMltitcoagidéréocommeàiuil^.  La 
dffih&'tielle  de  cette  éqidB|fti , en  y regardant  fi  comme  constaUy|i 
donc  simplement  ' ■ ^ ^ , ’ï* 


, «dR  ' ti&B  ’ 
.e 


y cause  de 

«li^ura  , 

. • ■ 

y* 


b 

. SÏD  B 


sin  A’ 


^ î ^ ’ î ' ' 

da  Aa  coiAdA  — a cotBdB.  ^ 
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Dans  cette  formule  différentielle , les  variations  d.K , dh  sont  supposées 
positives  : elles  peuvent  en  général  désigner  les  erreurs  commises  sur 
la  mesure  des  angles  A,  B,  erreurs  supposées  de  quelques  secondes 
seulement , et  qui  se  composent  de  celles  de  rinstrunient  et  du  pointé. 
Si  l’on  admet  qu’elles  soient  égales,  et  dans  le  même  sens,  on  aura, 
pour  Terreur  d^i  coté  cherché  a, 

*l  (cot.\  — cotB), 

laquelle  s^^^iiiemiqeiu  nulle  si  A = B.  ' ^ 

^ .Si  au  contraire  on  suppose  que  les  erreui'srfA , dB  soient  égales,  mais 
• de  «ig^5  différents , ou  aura  ^ 

da  = ± adX  feot  A col  B)  ; 

et  puisque,  d’apres  l'art.  4S, 


COtA  + COtB  — = ; ; T '"iT Si»  * 

siuAsiuB  yio»[A  — B I — ; co»(  A -+- B)’ 


il  s’ensuit 


que 


' da  = ± adA . 


2<iinC 


cos(A  — Bt  'f-  cosC' 


Terreur  dn  sera  donc  la  plus  petite  possible , loisqu’on  aura 

cos(A  — B)  = I , ou»A  = B.  * 

Il  résulte  de  ces  deux  hypothèses,  que  la  condition  la  plus  avanta- 
geuse est  en  effet  que  les  deux  côtes  cherches  cf  un  triangle  soient  cha-‘ 
cun  égaux  à la  ■base  nu'sure’e.  ^ 

Dans  la  pratique,  il  est  impossible  de  satisfaire  complètement  k cette 
réglé;  raîlis  en  formant  des  triangles  dont  les  côtés  different  peu  entre 
eux , les  erreurs  des  observations  angulaires  auront  très-peu  d'influence 
sur  les  côtés  calculés.  En  général , il  ne  faut  admettre  aucun  auglé au- 
dessous  du  tiers  d’un  angle  droit , à moins  que  les  localités  ne  forcent 
à s’écarter  de  ce  précepte.  D’ailleurs  on  se  procure  par  là  un  autre 
avantage  ; c’est  qu'un  angle  de  cette  grandeur  s’observe  avec  le  cercle 
de  Borda  plus  facilement  que  s’il  était  plus  petit.  * ' ^ 

b sin  A 


La  formule  fondamentale  a 


sin  B 


étant  différentiée  par  rapport  à 
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ainsi  l’erreur  qui  affecte  le  côté  cherché  est  égale  à celle  de  la  base , 
multipliée  par  le  rapport  , ou  par  une  quantité  plus  grande  que 

I»  • fr  ^1*  5* 

limité.  En  effet,  en  supposant  B = ^,ona  A+C=  consé- 


quent .g  pour,  la  valeur  moyenne  de  A ou  de  C. 


Les  bases  doivent  donc  être  mesurées  avec  l’attention  U 
pilleuse , ,et  n’étre  pas  trop  courtes'  par  rapport  aux  autres  notés 
triangles  dont  elles  dépendent.  ia*’  ' . * 

En  formant  un  long  réseau,  (M. conditionnels  triangles  dont  il  se' 
compose,  de  manière  à ce.qii'ilt  s’agrandissent  jieii  à peu,  à partir  de 
la  base  mesurée , et  qu’ils  acquiérent  les  dimensions  quepomportent  les 
localités  et  les  instruments. . * ■- 


^ 10.  lÿ’expérience  ilémontré'  que  les  erreurs  dans  la  mesure  des 
angles,  loin  de  s’aociimuler  de  plus  cm  plus  sur  les  côtés  des  triangles 
par  lesquels  on  passe,  pour  mriver  ^ la  demiciae  ligne  d’iiteflongue 
chaîne,  se  compensent  au  cm  traire  en  partie,  lorsque  iBdfrNangles 
remplissent  les  conditioii.s  qui  viennent  d’ètre  énoncées.  Par  exemple, 
Boiigiier  et  les  autres  acaiiémiciens  français  qui  Rirent  chargés,  en  1 740» 
de  la  mesure  des  trois  premiers  degrés  au  Pérou,  trouvèrent  seulement 
65  c^ndmélré»  (a  pie^  d’erreur  entre  la  mesure  et  le  calcul , sur  la 
dernière  base 'Séduite  d’une  série  de  vingt*huit  triangles  étendus  sur 
un  arc  de  plus  de  35oooo  mètres;  de  nos  jours,  les  opérations  géodé> 
siqiies  de  Delambre  et  Mécbain',  quoique  étant  composées  de  quelques 
triangles  d’un  choix  peu  satisfaisant  dans  la  parbe  de  la  méridienne  de 
Dunkerque  comprise  entre  Bourges  et  Fontainebleau , semblaient  n’a- 
voir donné  lieu  qu’à  une  différence  d’ui^ers  de  mètre  dans  la  lon- 
gueur de  la  base  de  Perpignan,  conduo^ÿ 'celle  de  Melun,  par  une 
chaîne  de  plus  de  60  triangles  [j^stronomie  de  Delambl%,  tome  111, 
p.  54^)î  mais  la  triangulation  plus  récente  qui  sert  de  fondement  i la 
nouvelle  carte  de  France,  a lait  reconnaitre  que  ces  deux  bases  pré- 


M- 

J* 


14 
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sentent"  réellement  une  dLscordance  de  i“,8a  sur  11706'“, 4,  qui  est  la 
mesure  directe  de  la  base  de  Perpignan  (voj'ez  notre  Nouvelle  Des- 
cription ÿdomcfri(iue  de  la  France , t.  1",  p.  a4a  et  47a);  d’où  il  suit 
que  l’ai-c  de  méridien  limité  par  les  parallèles  du  Panthéon  ^t  ^e  Mfqjit- 
jouy  , et  calculé  par  Delaiiibre,  doit  çtre  augmenté  de  33  toises 

I^place,.  dans  un  savant  Mémoire  sur^e  Calcul  des  Probabilités  ap- 
pliqué aux  opérations  géodésiques  { ûyi/mmn/ice  Tems  Ae  i8ao, 
p.  4aj  ),  trouve  en  général  de  l’avantage  à ce  qu’un  n'-seau  soit  com- 
pose du  plus  petit  nombre  possible  de  triangles. 

*•  V ^ “ W 

111.  Le  choix  des  stations,  c’est-à-dire  des  |ioiiits  où  l'on  doit  ob-  ' 
server , exige  beaucoup  de  discernement  de  la  part  de  l’ingénipur,  pour 
allier  l*(‘CODomie  avec^  précision  i laquelle  on  désire  atteihdrê-  ^11  est 
nécessaire  qu’il  fasse  rabord  la.recdiiii(ii|panoe  du  pays,  'etqii'il  trace 
le  plan  de  son  canevas  trigonolnétriqiie.  S'il -a  pour  but  de  mesurer 
un  arc  de  méridien,  ou  toute  autre  ligue  (ondamentale d’tuie  grande 
opération  gi*odi«ique,  il  doit  disposer  ses  triantes  de  manière  qu'ils 
soient , autant  que  pos.sible,  travers*^  par  cette  ligne;  or  c’est  de  quoi 
il  s’assurera  en  faisant  des  observations  et  des  calculs  provisoir^comine 
nous  l’enseignerons  jKir  la  suite.  Mais  s'il  eirtrepreud  le  levé  de  la  carte 
d’une  cMfr^,  il  n’estt|tlus  géné  dans  sa  route;  il  a la  liirerté  d'étendre 
son  réséaû  dans  tous  les  sens. - En  général-,  il  doit  choisir  depréftreiice 
^^les  endroits  assez  élevés  pour  qu'ils'  se  projettent  dgnslt'  ciel , -lorsqu'ils 
sont  aperçus  des  stations  voisines.  ^ ' . - , ' - 

Supposons  que  du  point  A 1 Jijf-'tO),  on  voie  le  |>oint  B dausldlcicl. 
Pour  savoir  si  de  ce  second  point  l’objet  A se  projettera  de  même  dans 
le  ciel,  on  prendra  la  distance  zénithale  ZAB  et  la  dù|hnc«  zénithale 
ZAC  du  point  oppose  de  riiorizon.  Or,  il  peut  arriver  que  là  'so'mine 
ZAB  + ZAC  surpasse  sensiblement  deiix  angles^  droits-,  dans  oe  cas , 
l’objet  A sera  bien  visible  du  (mini  B.  Mais  si  fa  soUiùe  dotU  il  s’agit 
est  jiliis  petite  que  zoo* , l’objet  A se  projetl^a  «n  terre  ou  sur  la  mon- 
tagne qui  borde  riiorizon  vu  du  point  B,*et  sera  souvent  dilficile  à 
distinguer  nettement,  a moins  que  l’iutervalle'qui  le  sépare  des  limites 
de  rfaorizon'ne  soit  considérable. 

: Lo'rsque  la  somme  des  deux  disUnces  zénkbales  seVa  de  deux  angles 
droits,  ou  quelques  minutes  de  plus,  il  y aura  lieu  d’espérer  que  le 
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signal  A,  vu  de  la  station  B,  sera  snflisainment  Mevé  par  la  rt-fraction, 
pour  être  aperçu  dans  le  ciel. 

112.  Les  clochers,  les  tours  et  les  donjons  couronnés  de  plate- 
formes sont  en  général  des  stations  comniorles  ; mais  il  n’est  pas  tou- 
jours possible  d’en  disposer  pour  foriuer  «les  triangles  avec  les  fomli- 
tions  les  plus  avantageuses , et  le  plus  souvent  ces  objets  ne  dispensent 
pas  de  l’usage  des  signaux,  ejuand  on  veut  rendre  le  pointé  plus  sûr. 
Il  est  vrai  .rjue , .dans  ce  cas,  ces  signaux  sont  très-simples,  et  s’éta- 
blissent à peu  de  frais.  Par  exemple,  une  poutre  verticale,  surmontée 
* d’un  poinçon  ou  tonneau,  ou  d'un  petit  cône , étant  établie  sur  le  haut 
d’un  é'difice  dont  la  forme  et  la  grosseur  nuiraient  à l’exactitude  des 
observations  angulaires,  offre  un  point  de  mire  avantagenx..  Quelque- 
fois aussi  l'on  préféré  un  disque  d’un  demi-mètre  de  rayon,  peint  en 
noir,  et  percé  au  centre  pour  apercevoir  le  ciel  à travers.  Mais  ce  moyen 
n'est  praticable  que  quand  on  |>eut  cliarger  quelqu’un  «le  diriger  le 
disque  en  face  de  l’observateur.  , 

Dana  les  opérations  ilélicates  exécutées  en  .Angleterre,  vers  la  fin  du 
siècle  dernier,  et  dans  l'Inde  au  commencement  de  celui-ci,  l’nn-a  pré- 
féré les  observations  de  nuit,  et  l’emploi  des  feux  du  Bengale,  parce 
«pi’ils  jettent  une  lumière  très-vive.  Nos  cercles  français,  construits 
d’après  le  principe  de  la  répétition , se  refusent  à l’usage  «le  ces  feux 
«le  courte  durée;  mais  on  y supplé-e  par  des  lampes  à courant  d'air, 
accompagnées  de  miroirs  parabolUpies  «pii  réHt‘chistM‘nt  la  lumière  «lans 
la  direction  de  l'observateur.  Ces  signaux  paraissent  être  les  meilleurs 
«pi’on  puisse  se  procureè  lorsque  les  distances  qui  les  séjiarent.dii  lieu 
«les  observaHons  sont  considérables.  MM.  Biot  et  Arago  s’en  sont  servis 
en  Espagne,  avec  beaucoup  de  sticcàs,  dans  le  prolongeineift  de  l.i 
mé-riilienne  d^'rance;  et  M.  Laplace  en  avait  recommandé  express«'-- 
inent  l'usage  pour  la  mesure  d’une  grande  perpendieiilaii-t!  é la  méri- 
dienne passant  [wr  Paris,  et  considérée  comme  l’une  des  lignes  fonda- 
mentales du  canevas  trigoAfimétriqiie  de  la  nouvelle  carte  du  Rovaume. 

On  augmente  le  foyer  de  lumière,  en  réunissant  plusieurs  réverbères; 
mais  il  fauten  confier  la  garde  à une  |>ersonne  qui  prenne  le  soin  d’entre- 
tenir les  lanqies , afin  que  le  centre  de  figure  soit  toujours  le  même.  iF 
paraît  que  trois  rév«‘rberes  de  moyennes  dimensions,  qui  seraient  dis- 
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posés  aux  angles  d’un  petit  triangle  équilatéral,  oITriraient  une  masse 
de  lumière  siilFisante  pour  une  distance  de  dix  à douze  myriainéires. 
En  les  adaptant  à un  pivot  qui  représenterait  l’axe  du  signal,  on  pour- 
rait les  faire  tourner  au  gré  de  ^observateur.  la»  avantages  qu’on  trouve 
dans  leur  emploi  consistent  en  ce  que  l’on  n’a  aucune  phase  à craindre; 
que  le  point  de  mire  e.st  toujours  très-distinct;  et  qu’à  moins  d’oscilla- 
tions produites  par  une  atmosphèïe -agitée,  ou  de  fortes  brumes,  les 
observations  sont  généralement  plus  faciles  que  celles  qui  sont  faiti>s  de 
jour,  si  les  réticules  sont  suffisamment  éclairés.  , 

Quand  on  ne  peut  profiter  des  édifices  comme  points  de  station , 
l'on  emploie  des  signaux  qn’on  établit  sur  des  lieux  élevés.  On  les  forme 
avec  de  longues  files  de  bois  réunies  en  pyramide  tronquée  à base 
quadrangulaire,' et  on  leur  donne  de  la  solidité  en  les  enfonçant  en- 
terre, ou  en  les  maçonnant  aux  quatre  angles  de  la  base;  enfin,  poul- 
ies rendre  plus  visibles,  on  garnit  de  planches  les' quatre  faces  jusqu'à 
environ  deux  mètres  de  terre  ; cet  intervalle,  laissé  libre,  est  néces- 
saire |K)ur  voir  les  signaux  environnants.  Alors  on  se  place  précisiiment 
dans  l'axe  du  signal  t ah»  d’éviter  la  n-duction  au  centre  (w.  la ^g,  17'): 
cet  axe  est  déterminé  par  la  verticale  passant  par  le  point  de  mire.  On 
a soin,  en  fai.sant  le  plan  du  signal,  d’indiquer  le  point  où  cette  ver- 
ticale rencontre  là  base.  Si , au  contraire,  ce  signal  e.st  établi  dans  une 
plaine  ou  au  milieu  d’un  bois,  et  .qu’il  faille  lui  donner  une  grande 
hauteur,  on  construit  à son  sommet  une  petite  chambre  d’observation 
avec  des  ouvertures  par  lesquelles  on  puisse  voir  les  objets  éloignés. 

En  France,  les  ingénieurs-géographes  sont  dans  l’usage,  poiir  le 
service  de  la  carte  de  France,  de  planter  une  Ijoriie  au  centre  d’un 
signal  érigé  en  rase  campagne.  Cette  précaution , que  ne  prennent  pas 
toujours  les  ob.servateiirs,  procure  des  points  de  repère  très-utiles,  tant 
pour  ceux  qui  doivent  lier  leurs  opérations  de  détail  aux  points  trigo- 
nométriqués,  que  pour  coordonner  des  nivellements  partiels  du  terrain 
avec  le  nivellement  général  résulLint  de  la  triangulation. 

Des  arbres  bien  droits,  et  dépouillés  de  branches  vers  le  bas  de  leurs 
tiges,  sont  aussi  de  bons  signaux  naturels;  lorsqu’ils  se  trouvent  isolés 
et  sur  les  sommets  des  montagnes,  ils  s’aperçoivent  de  très-loin,  sur- 
tout .s’ils  se  projettent  dans  le  ciel  et  sur  les  nuages. 

On  fait  aussi  construire  en  pierre  des  pyramides  carrées,  et  on  les 
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disjjose  (le  inanipré  que  les  faces  soient  à |>eu  prés  jierpeiidiculaires  aux 
côtés  des  triangles  qui  ont  ccs  pyramides  pour  sommets.  Si  ces  signaux 
se  projetaient  en  terre,  ou  sur  un  fond  qui  les  dérobât  à la  vue,  on  lès 
ferait  |)eindre,  afin  qu’ils  pussent  se  bien  détacher  par  l’elfet  de  l’op- 
|>osilion  des  couleurs.  Lor,squ’un  signal  se  projette  dans  le  ciel , il  con- 
vient de  le  peindre  en  noir;  s’il  est  vu  sur  un  fond  vert,  la  couleur 
blanche  le  fera  bien  distinguer. 

Dclanibre  prescrit  de  donner  à un  signal  une  hauteur  telle,  que  de  la 
station  la  plus  éloignée  il  paraisse  sous  l'angle  de  3i"  de  la  division  sexa- 
gésimale; dans  ce  cas  cette  hauteur  J 

' H = 0,000 1 5 K , 

K étant  la  distance  à ce  signal.  Il  prescrit  en  outre  de  donner  au  côté  de 
la  base  le  tiers  de  la  hauteur. 

Parmi  les  signaux  d’une  forme  insolite,  nous  citerons  particulière- 
ment les  flèches  très-aiguës,  parce  qti’elles  son!  souvent  invisibles.  Les 
moulins  â vent,  à cause  de  rirrégidarité  de  letir  figure,  sont  aussi  de 
mauvais  signaux;  d’ailleurs  comme  ces  objets,  souvent  mobiles,  tournent 
sur  tin  axe  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  figure,  ils  se  présentent 
sosts  différents  aspects,  selon  la  direction  dans  Iqqu^e  on  place  les 
ailes^pour  donner  prise  au  vent.  Il  est  donc  impotent,  lorsqu’on  est 
obligé  de  les  employer,  de  se  préinimir  autant  que  possible  contre  les 
erreurs  d’observation  qu’ils  sont  susceptibles  de  faire  commettre. 

Si  l’on  adopte  pour  signal  une  flèche  élevée,  il  faut  tâcher  de  se  pla- 
cer assez  près  du  point  où  l’on  doit  viàgr  des  stations  voisines,  afin  que 
le  défaut  de  verticalité  de  la  flèche  ne  donne  lieu  k aucune  erreur  sen- 
sible dans  la  réduction  à l’axe' 


ai. . 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DF.  GÉODÉSIE. 


iG4 


CHAPITRE  III. 


nSSCBIPTION  ET  USAGE  DU  CEBCLS  BKPtriTEl’B. 


1 13.  Si  l'on  partage  la  circonférence  d’un  cercle  en  plusieurs  parties 
égales,  et  qu’à  partir  de  zéro  l’on  porte  successivement  sur  cette  cir- 
conférence, et  suivant  l’ordre  des  divisions , la  longueur  d’un  arc  jus- 
qu’à ce  que  sa  seconde  estrémité  tombe  exactement  sur  une  des  lignes 
de  division , ou'  du  moins  en  soit  si  prés  que  la  dilTéreucc  échappe  aux 
sens;  on  obtiendra  çigdbredïbment , ou  d’une  manière  très-approchée, 
le  nombre  des  parties  contenues  dans  l’arc  proposé,  en  divisant  le 
nombre  des  parties  de'  l’espace  parcouru , par  le  nombre  de  fois  que 
Tare  aura  été  porté  sur  la  circonférence.  Supposons,  par  exemple, 
que  cette  circonférence' (oit  divisée  en  4ooo  parties,  et  qu’à  la  neu- 
vième fois,  après  une  révolution  entière,  l’arc  dont  on  cherche 
la  mesure  tombe  sur'  la  ligne  qui  termine  la  5o'  division;  il  est  clair 
que  l’espace  parcouru  contiendra  4o.5o  |)arties,  et  que  l’arc  propost- 
aura  pour  mesure  = 45o.  t'Æt  arc  sera  donc  à la  circonférence 
entière  dans  le  ra]>port  de  <j  ; 8o.  S’il  existe  une  erreur  dans 
dette  évaluation , il  est  évident  qu’elle  ne  doit  être  que  la  neu- 
vième partie  de  celle  dont  peut  être  aflèctée  la  neuvième  division; 
mais  rien  n’empéche  de  rendre  cette  erreur  beaucoup  plus  petite , 
en  portant  l’arc  à mesurer  im  plus  grand  nombre  de  fois  sur  la  cir- 
conférence. 

Ce  moyen  fort  ingénieux  de  trouver,  par  des  opérations  répétées,  le 
rapport  d’un  arc  à la  circonférence  dont.il  fait  partie , est  dû  à l’as- 
tronome Mayer  ; mais  Borda  en  Gt  une  application  trèsHitile  dans  la 
mesure  des  angles,  en  imaginant  pour  cet  effet  le  cercle  répétiteur  dont 
nous  avons  déjà  parlé,  et  qui  réunit  le  précieux  avantage  de  garantir 
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presque  entièrement  des  erreurs  de  la  diwion  , lorsqu’on  multiplie 
siifRsamnient  les  observations. 

Un  cercle  de  43  centimètres  (i6  pouces)  de  diamètre  aiiQit  pour  U's 
opérations  les  plus  délicates  de  laTiéodésie,  et  son  limbe  comprend 
aisément  4ooo  parties  égales,  dont  lo  forment  le  grade  ou  le  degre 
décimal.  Dans  un  cercle  de  cette  dimension,  et  même  dans  les  cercles 
plus  |>etits,  la  lunette  aupérieure  AR  [PJt.  ///)  est  adaptt'-e  à un 
châssis  formé  de  deux  régies  ou  alidades  rectangulaires.  On  évalue' 
les  fractions  des  plus  petites  parties  du  limite  au  moyen  <les  divisions 
tracées iux  extrémités  des  règlcÿ  du  châssis;  l’ensemble  <le  ces  divisions 
compose  ce  quej’on  nomme  le  vernier  ou  le  nonius. 

Pour  concevoir  l’usage  du  vernier.,  supposons  que  le  limbe  com- 
prenne 4ooo  parties,  et  par  conséquent  4oo  grades;  et  que  9 de  ces 
parties  embrassent  les  10  parties  du  verniert  alors  quand  la  première 
ligne  du  vernier,  qu’on  nomme  indeffon  ligne  de  jof.^  sera  exactement 
su/une  ligne  de.  division  du  limbe,  srirle  4»'  P®'’  exemple,  la 

sacon<le  ligne  du  vernier  sera  en  arrière  do  sa  corres[>ondante  sur  le- 
limbe,  d’un  dixième  de  décigrade  ou  d’une  minute  centésimale.  Si 
donc  on  faisait^vancer  la  lunette  aupérieu?e  suivant  l’ordre-  de  ta  gra- 
duation, et  de  manière  que  toutes  les  lignes  du  vemier  couchassent 
les  unes  après  les  autres  avec  celles  du  hml^i  on  lirait  succeftivement 

4o^,o,  'os.or^  4o*.o®r- 4o''>'i 


puisque  l’index,  partant  du  4<>*  grade,  aurait  parcoiihi  ensuite 
tVi  A»  - • io  décigrade,  ou  de  lapins  petite*partie  du  limbe. 
Ia*  vemier  donne  ^nc  dans  ce  cables  centièmes  du  grade  ou  les 
minuliàt.  On  jwut  même  avoir  par  estime  des  millièmes  ou  des  dixaines 
de  secondes.  En  générât,  « le  vernier  contient  n parties,  il  donnera 

j^^de  la  plus  petite  partie  dti  limbe  ; et  par  conséquent  une  |«irtie  du 


vemier  sera  à celle  du  limbe  dans  le  rapport  de  n — i Ordinai- 
rement les  ()ix  |>arties  principales  du  vemier  sont  chacune  divisées  en 
degjt  également,  pour  .^^drc  l’estime  plus  sûre.  | 

* Il  suit  de  là  que  si  ton  cercle  était  d’une  petitesse  telle  que  le  grade 
ne  pût  être  partagé  qu’én  5 parties  égales,  chacune  d’elles  représen- 
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terait  un  arc  de  ao  minutes  centésimales , ou  ao  centigrades;  ainsi, 
le  Vernier  composé  de  lo  parties  donnerait  les  minutes  de  a en  a. 

Sur  les  cercles  de  moyennes  dimensions  (o“,aa  de  diamètre),  que  l’on 
construit  maintenant,  et  dont  la  graduation  est  tracée  sur  une  lame 
d'argent,  le  grade  est  divisé  en  lo  parties  égales,  tandis  que  les  deux 
traits  extrêmes  <lu  vernier  désignés  par  o et  lo,  etséparésTun  del’autre 
par  5o  parties  égales,  embrassent  4g  parties  du  limbe.  Ainsi  lorsqu’on 
atira  lu  sur  ce  limbe  les  grades  et  les  dixiémes,  et  sur  le  veruier  les 
dixièmes  des  dixiémes  ou  les  centièmes  de  grade,  et  enfin  les  plus  pe- 
tites parties,  jusqu’à  la  parfaite  coïncidence  des  traits,  on  doublera  ces 
dernières  parties  pour  en  faire  des  millièmes  de  grade  ou  des  dixaines 
de  seconde  centi^imale. 

-4fin  de  pouvoir  lire  aisément  le  vernier,  on  se  sert  d’une  loupe  qui 
grossit  les  objets;  etmèniÉ  pour  rendre  les  traits  plus  distincts,  on  est 
quelquefois  obligé  d’éclairer  la  partie  du  cercle  où  l’on  doit  lire,  par 
un  reflet  de  lumière  provenant  d’un  môrcèau  de  papier  ou  «l’une  petite 
glace  dépolie,  que  l’on  dispose  au-dessus  du  limbe,  dans  une  situation 
convenable.  Cela  est  surtout  iiidisix-nsable  lorsque  les  divisions  sont 
tracées  sur  l’argent,  parce  que  l’on  obtient  de  cette  manière  un  blanc 
mat  qui  ne  fatigue  point  la  vue.  Dans  li-s  cercles  fran«;ais,  chaque  loupe 
est  ordinairement  adaptée  au  châssis  des  verniers;  mais  il  est  beauœup  • 
plus  commode  d’en  placer  deux  aux  extrémités  d’une  branche  mobile, 
assujettie  à tourner  autour  du  centre  du  limbe. 

L’agrafe  ipii  acrompagne  chaque  lunette  .sert  à la  rendre  fixe  sur  le 
limlie  de  l’instniment.  Pour  cet  effet , l’on  fait  tourner  dans  le  sens  con- 
r eiiable  les  vis  de  pression  p,p'  [PL  TV  j.  Quand  on  commence  à éprouver 
«le  la  résistance , on  est  sûr  que  la  lunette  ne  jieut  plus  se  mouvoir  inilé- 
|>endaniment  «lu  limbe. 

A chaque  agrafe  est  adaptée  une  vis  de  rappel  R,  R',  au  moyen  «le 
laquelle  on  fait  avancer  ou  reculer  lentement  la  lunelte. 

Chaque  lunette  porte  à ses  extrémités  deux  verres  convexes  d’inégales 
dimensions.  Celui  qui  a le  plus  grand  diamètre  se  nomme  Y objectif  ; 
c’est  le  verre  qui  est  traversé  le  premier  par  les  rayons  lumineux  venant 
de  l’objet.  L’autre  verre  ou  lentille,  se  nomme  Yocitlaire,  parce  que 
c’est  à travers  «x-tte  lentille  que  l’on  regarde  «lirectement. 

L’object'if  est  formé  de  deux  verres  de  différente  espèce:  le  premier. 
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de  verre  ordinaire  ou  de  cmwn-glas.s,  est  convexe,  et  placé  toiil-â-rait 
au  hout  de  la  lunette;  le  second , de  cristal  ou  de  Jlint-glass,  est  con- 
cave et  placé  du  côté  de  l’oculaire,  de  manière  4 emboîter  exactement 
la  convexité  du  premier.  Les  lunettes  qui  ont  un  pareil  objectif  sont 
dites  achromatiques,  parce  qu’elles  ne  prodniKlit  aucun  iris  autour  de 
l’image  de  l’objet,  et  que  la  vision  est  alors  très-nette,  surtout  vers  le 
centre  de  l’objectif. 

On  a imaginé  en  Bavière,  il  y a peu  d’années,  un  procédé  pour  faire 
le  (lint-glass,  et  il  paraît  qu’on  l’obtient  de  très-bonne  qualité,  c’esl-a 
dire  très-dense  et  sans  stries.  On  en  fait  aussi  d’excellent  en  France. 

Ije  champ  de  la  lunette  est  tout  l’espace  circulaire  dans  lequel  l'oeil 
aper<;oit  les  objets  extérieurs  : il  est  utilequ’il  soit  le  plus  grand  possible. 
I.es  meilleures  limettes  sont  celles  qui  offrent  un  fort  grossissement. 

■ Dans  les  lunettes  à deux  verres  convexes  setdemenl,  les  objets  sont 

vils  renversés , et  plus  clairement  que  dans  celles  où  ils  sont  vus  droits, 
à l’aide  d’un  plks  grand  nombre  de  lentilles.  On  n’en  adapte  pas  d’autres 
aux  instruineuts  de  tiéodésie  et  d'Astronomie.  Ce  renversement  de 
l’image  n’a  aucun  inconvénjent , parce  qâe  l’on  est  bientôt  accoutumé  à 
discerner  les  objets  dans  cette  situation. 

L’objectif  de  ces  lunettes  est  quetquefoû  adapté  à une  pièce  cylin- 
drique mobile,  envelopjmnt  l’extrémité  jfi^canon.  Nous  indiquerons 
tout  à Tbeure  l’usage  de  cette  pièce.  ' *lf  " 

Le  lieu  intérieur  de  la  lunelte  où  viennent  se  peindre  avec  beaucoup 
de  netteté  les  objets  extérieurs,  se  nomme  le  l’objectil.  On  tire 

^ ou.bien  l’on^enfoncé'fe  petittube  qui  porte  l’oqulairts  à très-court  foyer 

j usqu’à  ce  que  cette  netteté  soit  obtenue.  La  distance  de  l’oculaire  à l’ob- 
jectif varie  selon  la  vue  de  l’observateur. 

Le  réticule,  placé  près  de  l’oculàire  et  au  foyer  de  la  lun«^ , est 
im  diaphragme  ou  petit  anneau  de  métal  dont  les  diamètres  rectangu- 
laires, un  peu  plus  petits  que  ceux  de  la  lunette,  sont  représentés  par 
deux  fils  de^  soie,  d’araignée  ou.  d’a^^geiit.  Cet  instrumenta  la  propriété 
de  se  perpendiculairement  à l’&xe  de  la  lunette , et  de  s’in- 

cliner d’an  deini-quadraht.  S’il  arrivait  que  ces  fils  donnassent  lieu  à 
une  parallaxe,  c’est-à-dire  que  leur  image  parût  éprouver  du  déran- 
gement à Tégard  de  l’objet  qiie  l’on  fixe,  lorsque  l’on  regarde  par  dif- 
férents points  de  l’ouverture  de  l’oculaire  ; alors  on  ferait  mouvoir  eu 
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avant  ou  en  arrière,  et  parallèlement  à elle-inèrae,  la  pièce  qui  entraîne 
l’objectif,  de  manière  à en  rametier  le  foyer  à l’endroit  même  des  fds 
supposés  fixes.  Au  contraire,  quand  ces  fils  sont  mobiles  dans  le  sens 
de  la  longueur  de  la  lunette , un  les  rapproche  oa  oii  les  ^loigne  c^c 
fobjectif  jusqu’à  ce  qu’il  n’existe  plus  parallaxe. 

I>es  extrémités  du  cylindre  X {PI.  ///et  f'I)  traversent  telles  des 
supports  Z,  Z'.  Ce  cylindre,  en  tournant  incline  l'axe  Y placé  peqien- 
diculairemeiit  au  centre  du  cercle  auquel  il  sert  de  pivot.  P^ur  incliner 
le  cercle  à volonté,  et  le  conserver  dans  la  position  que  l'on  juge  con- 
venalile  de  lui  donner,  on  desserre  d’abord  la  vis  P du  qiiArt  de  cercle 
attaclié^'au  cylindre  X;  ensuite  on  la  serre  quand  on  a obtenu  l’incli- 
naison iffsirée.  Il  est  itüle  qu’il  y ait  aussi  une  vis  de  rappel  à ^ce  quart 
de  cercle , |iour  lui  procurer  un  mouvement  lent  analogue  à celui  qu’on 
peut  donner  aux  lunettes.  , 

•î*  Dans  le  cercle  de  Borda,  construit  en  premier  lieu  par  l.enoir, 
l’axe  Y travers^une  espèce  de  boite  TT'  qui  porte  le  nmn  de  tfimhour, 
i,  •>  et  dans  laquelle  est  enchâssé  un  plomb  servant  de  contre-poids  au  cercle, 
pour  le  tenir  en  équilibre  dans  le  cas  où  Ton  oublierait  de  faire  agir  la 
pince  P pour  fixer  le  quart  de  cercle  C au  support  Z. 

I.e  [lérimètre  du  taniboqr  est  dentelé , de  manière  qu’à  l’aide  de  la  vis 
sans  fin  / ')  qui  ejigrène  dans  cette  ilentelure,  <m  fait  lounier 

lentemeni  le  cercle  et  les  lunettes , sans  qfte  la  colonne  S participe  à ce 
mouvement,  t'a-lte  vis  sans  fin , que'Ton  nomme  aussi  *fis  tangente^  se 
détache  du  tambour  au  moyen  d’un  pivot  tournant  D , auquel  est  fixw 
une  petite  piece  d’acier  faisant  l’oflice  d'un  levier. 

Les  siipportsZ,  Z' .sont  unis  par  une  traverse,  et  forment  cequeToti 
nomme  la  jnurehetic.  Cette  traverse  se  fixe  à la  colonne  dtff’instmmcnt, 
en  la  plaçant  sur  le  talon  qui  termine  cette  colonne , et  en  l'aiïétant  par 
le  moyen  des  vis  11 , H'.  On  voit  donc  que  l’instrument  est  comjiosé  de 
deux  parties  qui  peuvent  être  n’unies  ou  séparées  à volonté:  on  les 
sépare  pour  les  emboîter  et  les  transporter  plus  coramotlément. 

I>e  pied  de  la  colonne  est  placé  au  milieu  «f  un  cercle,  denté  s i , que 
l’on  nomme  cercle  aùmutal.  C«  cercle  est  établi  à demeuie  sur  le  pied 
de  l’instrument,  composé  de  trois  branches  V,  V', !.«  bas  de  la 
colonne  ciitraine  par  son  mouvement  de  rotation  Tine  alidaile  *»'. 
{PI.  Vil,  n*  a),  à l’une  des  extrémités  de  laquelle  est  un  vemier  qui 
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serf  pour  estimer  les  parties  des  divisions' du  cercle  azimufal.  I^apiiiceK 
est  destinée  à arn-ter  ce  mouvement , tandis  fjtie  la  vis  d’engrenage , ou 
le  pignon  U,  sert  à le  procurer.  Quelquefois  le  cercle  azimiital  tourne 
avec  la  colonne,  et  pour  lors  le  vernier  est  fixe. 

H rréulte  de  ce  qui  pr»'“cède,  1®  qué  les  deu*  lunettes  j»euvenl  être 
rendups  fixisou  mobiles  indépendamment  l’une  de  l’autrej  2°  que  la 
colonne  étant  immobile,  le  limtlepeut  tourner  rapidement  ou  len- 
tement autour  de  l’axe  Y,  si  l’on  déstmgréne  ou  si  l’on  fait  agir  la  vis 
du  tamiiour;  SP  que  to'iit  l’Instrumenl  peut  tourner  de  la  même  manière 
sur  sa  colonne;  4"  enfin  que  le  limbe  s'inclme  dans  deux  positions 
dilTi-renlos,  au  mojen  du  quart  de  ferçle  et  des  vis  du  pied. 

U nou^  reste  à parler  du  grand- et  du  petit  niveau.-' 

Ia!  premier /’),  adapté  invariablement  il  la  lunette  inférieure 
A'B',  est  coinpos*'  d’un  étui  en  cuivre  recouvrant  en  partie  un  tube  de 
verre  fermé  hermétiquement , et  contenant  de  l'alcool  ou  de  l’étlier, 
et  imo  petite  quantité  d'air  ou  de  vapeur  île  la  liqueur,  qui  prend  vers 
le  milieu  c^u  tube  une  forme  plus  ou  moins  obloiigue,  suivait  la  lem- 
|>ératuiv  de  ratmospliére.  La  justesse  de  cet  instrument  dépend  sui^ 
tout  J^HAseiisibilitc;  on  entend  parla  la  grande  facilité  avec  haquelle 
la  bulle  d'air  quitte-le  milieu  du  tube  pour  se  rendre  à son  extrémité  la 
plus  haute,  lorsqu’on  donne  la  plus  ]>etite inclinaison  à ce  tube.  Cette 
si'iisibilité  se  manifeste  d’autant  plus  qiie  la  bulle  est  plus  longue  et  que 
le  tube  est  d’un  plus  grand  diamètre.  11  faut  cependant  que  cette  sensi- 
bilité ait  des  bornes,  car  si  la  paroi  intérieure  du  tube  était  cylindrique, 
la  bulle  d'air,  hors  le  cas  de  parfait  équilibre,  se  précipiterait  toujours 
à l'extrémité  supérieure  delà  colonne  fluide.  Feu  M.  de'Chezy,  ingénieur 
des  |K)nts.et-chaussée^  reconnut  le  premier  que  pour  remédier  à cet  in- 
convénient, et  faire  en  sorte  que  l’écart  de  la  bulle  d’air  fût  propor- 
tionnelaux  ilegrés  d’inclinaison  de  l’axe  du  niveau,  il  fallait  donnera 
l’intérieur  du  tube,  dans  le  sens  de  la  section  longitüijinale , la  forme 
d’un  arc  de  cercle  d’une  très-légère  courbiire.  Un  tube  travaillé  de  la 
sorte  est  dit  bien  riade.  . * * 

On  juge  que  le  niveau  est  ca/è/c’est  _ à-dire  que  la  bulle  d’air  est  sta- 
tionnaire au  milieu  du  tube,  lorsque  les  extrémités  de  cette'bulle  ré- 
|)undentaux  uiéines  numéros  qui  désignent  les  divisions  tracées  symé- 
triquement sur  le 'tube,  ou  sur  luie  petite  règle  d’ivoire  ou  de  métal 
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placée  au-dessus  du  niveau.  Les  plus  petites. parties  de  cette  règle  sont 
ordinairement  des  millimètres,  et  le  point  zéro  est  au  milieu  du  tube. 
Il  n’y  a que  l'expérience,  comiiie  on  verra  par  la  suite,  qui  puisse  faire 
connaître  combien  de  parties  doit  parcourir  la  bulle  en  partant  du  mi- 
lieu du  tube,  pour  que  l’inclinaison  de  l’axe  du  niveau  soit  de  i'.  * 

Le  petit  niveau  f 'J)  est  construit  d’après  le  memt-principe  «jue 

le  précédent,  et  il  est  placé  sur  l’axe  Y du  cercle;  l’une  de  sesextrénii- 
tés.est  (ixi-e,ÿ  une  charnière,  mais  l’antre  extrémité  peut  être  soulevée 
par  le  moyen  d’une  vis.  Ce  jeu  est  nécessaire  |M>ur  caler  ce  nivetin , 
loi-s«]ue  le  limbe  du  cercle  a été  disposé  verticalement  à l’aide  d’un  (il-a- 
plomb  suspendu  à une  pince  qu’on  adapte  é la  circonférence  du  limbe. 
Pour  que  cette  verticalité  ait  lieu , il  faut  que  le  lil-à-plomb  batte  libif- 
ment  sur  la  ligne  tracée  autour  de  la  petite  tige  de  la  seconde  pince 
accrochée  au  point  le  plus  bas  de  la  circonférence  dont  il  s’agit.  Ixirs- 
que  Tartisie  a eu  le  soin  de  tourner  le  cercle  sur  son  axe  même,  il  est 
plus  exact,  pour  mettre  le  plan  de  ce  cercle  dans  une  situation  verticale, 
de  disjK)^  l’axe  horizontalement  au  moven  d’un  niveau  à bulle  d’air 
.que  l’on  y suspend. 

1 14.  Le  cercle  de  Borda,  tel  que  nous  venons  de  le  décrire,  est  ex- 
trêmement précieux  en  (Jéodésieet  en  Astronomie,  à cause  de  l’exacti- 
tude des  résultats  auxquels  il  conduit  lorsqu'on  sait  en  faire  un  -bon 
usage.  Néanmoins,  il  n’est  pas  exempt  de  quelques  imperfections,  et 
l’iinc  des  plus  grandes,  selon  nous,  est  dans  l’effet  de  la  vis  tangente; 
car  si  en  la  faisant  engrener,  il  arrive  qu’un  de  ses  filets  tombe  précisé- 
ment sur  un  de  ceux  du  tambour,  le  cercle  éprouve  un  ébranlement 
subit  elviolent  aussitôt  qu’il  reçoit  un  petit  mouvement  de  rotation  par 
le  moyen  de  cette  vis,  en  sorte  que  les  lunettes  sont  transportées  tout  à 
coup  bien  au-delà  des  points  auxquels  on  vise;  mais  on  corrige  ce  dé- 
faut en  sid>stitiiant  une  pince  à la  vis  tangente.  Un  autre  inconvénient, 
c’est  que  Ja  colonne  est  si  longue,  que  le  cercle  oscille  par  un  vent 
iaibic,  ou  par  le  moindre  choc;  mais  il  est  des  artistes  qui  remplacent 
cette  colonne  par  un  axe  en  fer,  soutenu  jjar  trois  branches  de  cuivre 
faisant  les  fonctions  d’arcs-ijoutants  : alors  le  cercle  a dons  toutes  ses  po- 
sitions une  grande  solidité.  Tels  sont  les  cercles  géodésiques  et  astrono- 
miques qui  sont  sortis  des  ateliers  de  Lenoir  et  de  Fortin. 
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Feu.  Reichenbach,  de  Munich,  a construit  des  cercles  répétiteurs  qui 
ont  aussi  acquis  une  grande  réputation.  Ils  sont  principalena^t  remar- 
quables par  l’exactitude  de  la  divitpoo,  la  bonté  des  vis  de  rappel , et  en 
ce  que  la  lunette  supérieure  est  adaptée  à un  cercle  mobile  tournant 
avec  la  plus  grande  liberté  dans  un  autre  cercle  gradué.  Legrand  cercle 
astronomique  de  cet  artiste,  et  dont  M.  l.«iplace  a enrichi  l’Observa- 
toire royal,  est  un  chef-d’œuvre  d’exécution.  Enfin  les  l^aux  et  pré- 
cieux instruments  de  précision  que  nous  devons  maintenant  à l’habileté 
de  M.  Gambey,  membre  de  l’Institut,  nous  dispensent  d’être,  à cet 
égard , tributaires  de  l’étranger. 


ItE  LS,  .MESIIBK  I>f.S  XHCLES  ESTRE  DElX  OBJETS. 


11».  Avant  de  procédera  la  mesure  d’un  angle,  il  est  essentiel  de 
s’assurer  si  les  axes  optique»  des  lunettes,  c’est-à-dire  si  les  droites  me- 
nées par  le  centre  de  réfraction  'de  chaque  objectif  et  l’intersecliou  des 
fils  des  réticules , sont  exactement  pa(alléles  au  plan  Ènibe;  pour 
cela,  on  se  sert  d’une  lunette  cT épreuve.  Cette  lunette  y If'),  qui 
n’a  qu’iùi  Ijl , traverse  deux  plaques  carrées  q<jf  parfiltement  . t 
lajrsqu’elle  est  placée  sur  le  limlje  disposé  horizontalemei^^^^^K.à 
quelle  ligne  distincte  d’un  objet  trcs-éloigné  son  fil  horiaunlS^^I^PiilUv 
et  si,  en  la  renversant  sur  les  faces  qq  opposées  à celles  oë  «t^Mie 
par  la  même  ligne  apparente,  ou  est  sûr  alors  que  l’ajte  optique  est 
exactement  parallèle  au  limbe.  Si  au  contraire  cette  épreuve  fait  con- 
naître que  l’axe  optique  passe  par  une  autr^ ligne,,  il  aéra  nécessaire 
dans  ce  cas  d’élever  ou  d’abaisser  le  rétit^e  làùatle  de  la  moitié 
de  la  distance  des  deux  lignes  observées;_oequi^,^fiüt  an  moyen  d’un 
tourne-vis  qu’on  implante  dans  la  têtedelayisdei^ppe|  de  ce  réticule. 
Cette  vérification  étant  faite,  et  la  lunette  d’épreuvè  .restant  dans  la 
même  situation,  l’on  dirige  sur  sa  ligne  de  deux  lunettes  de 

l’instiajiaent  ; et  si  les  fils  leurs  réticules, ‘ou  bien  si  les 

interseations  dea fils  incUné^iSltikj^liil^-quadçant  n’j  répondent  pas, 
on  les  y amène  au  moyen  des  via^gWlip^r  des  réticules;  après  quoi  les 
axes  optiques  des  trois  lunettes  ^^^^i^eént  parallèles  ait  limbie. 

On  peot  se  pisiy  ^unette  d’épreuve  parkfirooédé  suivant'.  Apm 
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avoir  rendu  vertical  le  plan  du  liinhe  et  mis  le  cercle  aziimital  dans  une 
|>osition  horizontale,  à l’aide  d’un  |>elit  niveau  nn',  on  amène  la  lunette 
supérieure  sur  un  objet  éloigné,  ensuite  on  fait  faire  exactement  une 
demi-révolution  à l’instrument,  puis  on  ramène  la  lunette  sur  l’objet; 
alors  si  l’intersection  des  fils  du  réticule  s’est  écartée  du  premier  point  de 
mire  dans  le  sens  borizbntal,  cela  vient  évideuiment  de  ce  que  l’axe 
o{)tiqne n’est  pas  parallèle  au  plan  du  limbe;  dans  ce  cas  l'on  amené 
l’intersection  des  fils  an  milieu  de  l’intervalle,  à l’aide  de  leur  vis  de 
rappel.  Pour  vérification  l’on  recommence  cette  opération  plusieurs  fqis, 
et  quand  on  est  sûr  que  le  parallélisme  existe,  il  ne  reste  plus,  pour 
l’établir  relativement  à la  lunette  inférieure,  qu’à  faire  coïncider  son 
axe  optique  avec  celui  de  la  lunette  supérieure.  Ce  procédé,  dont  il  est 
facile  de  se  rendre  raison , serait  exact  sans  les  imperfections  peut-être 
inévitables  de  l’instrument;  aussi  vaut-il  mieux,  pour  plus  de  sûreté, 
recourir  à la  lunette  d’épreuve. 

Ixtrsqii’on  doit  observer  une  flèche,  un  trouve  quelquefois  qu’il  est 
plus  commode  et  plus  exact  de  l’amener  à l’intersection  dej>  fils  incli- 
nés, ainsi  qu’il  vient  d’être "dit»Mais  il  esta  propos  de  remarquer  que 
de  quelque  manière  qu’on  dispose  ces  fils  pour  l’observation,  il  faut 
préalablement  les  vérifier  dans  la  situation  qu’on  aura  adoptée,  parce 
({lie,  comme  ils  ont  dans  chaque  lunette  un  mouvement  commiui,  il  ar- 
rive souvent  que,  par  un  {>etit  défaut  de  construction, leurs  intersections 
ne  ré{)ondent  pas  précisément  ad  même  {>oint,  dans  les  deux  {lositions 
({lie  l’on  {)cut  donner  aux  réticules;  et  c’est  ce  qui  ferait  que  les  angles 
seraient  souvent  observés  dans  un  plan  autre  que  celui  sur  lequel  on 
compte  les  grades  ou  les  degrés.  Enfin , il  est  important  de  rendre  l’ob- 
jiKtif  fixe  à l’égard  du  tube  de  la  lunette;  car,  comme  le  centre  de 
figure  et  celui  de  réfraction  ne  coïncident  pas  toujours,  l’axe  optique  se 
dérangerait  dans  le  cours  d’une  observation,  si  l’objectif  venait  à tour- 
ner sur  lui-même. 

Maintenant , pour  mesurer  un  angle  entre  deux  objets  terrestres , il 
faut  d’abord  ammier  lès  axes  optiqpics  des  lunettes  dans  le  plan  de  cet 
atigle,  et  les  y consêrver>pendant  tout  le  cours  de  l’observation.  Pour 
cet  eGTot,  l'on  commence  {>ar  disposer  le  limbe  du  cercle  de  manière  que 
son  plan  passe  à très-peu  {>rés  par  les  deux  points  de  mire;  or,  c’est  à 
quoi  l’on  parvient  en  bornoyant  à la  vue  simple,  et  inclinant  seule- 
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inpnt  le  limbe,  en  faisant  tourner  un  |>eu,  s’il  est  nécessaire,  tout  l'ins- 
trumelit  sur  sa  colonne,  jusqu’à  ce  que  les  objets  paraissent  à égales 
distances  du  limbe.  Ensuite,  l'un  des  observateurs  (car  il  est  bond’étre 
deux  pour  s’entr’aider  et  éviter  lieaucoup  de  lenteurs  et  tàtunnenients) 
rendant  la  colonne  immobile,  donne  un 'mouvement  de  rotation  au 
limbe,  jusqu’à  ce  que  la  lunette  supérieure  fixée  à ^éro  soit  dans  la  di- 
rection de  l’un  des  objets,  de  celui  de  droite,  par  exemple.  Le  second 
observateur,  de  son  côté,  place  la  lunette  inférieure,  rendue  libre,  dans 
la  direction  de  l’autre  objet;  et  chacun  choisissai^t  une  vis  du  pied  de 
l’instrument,  la  plus  voisine  du  vertical  de  son  ocblaire,  lafaitmouvoir 
pour  amener  l’image  de  l’objet  dans  le  champ  de  sa  lunette,  et  ensuite  à 
l'intersection  des  fds.  .. 

Ce  procédé  est  évidemment  fondé  sur  ce  principe,  qu’un  plan  est 
donné  de  iiositlon  lorsqu’il  passe  par  deux  droites  qui  se  coupent,  ou 
lorsque,  passant  par  un  point,  il  est  assujetti  à être  parallèle  à ces  mêmes 
droites.  Ceux  qui  commencent  à faire  usage  du  cercle,  ont  quelquefois 
de  la  peine  à se  rendre  ce  procédé  familier,  quoiqu’il  soit  fort  simple , et 
qu’il  réussisse  d'autant  mieux  qu’on  a eu  la  précaution  de  disposer  une 
des  brancrK>8  du  pieil  dans  la  direction  de  la  ligne  qui  divise  à peu  prés 
en  deux  parties  égales  l’angle  à mesurer.  Cependant  s’il  arrivait  que,  par 
une  position  particulière  du  cercle,  les  deux  mouvements  iinprimé's  en 
même  temps  aux  deux  lunettes  avec  les  vis  du  pied  se  nuisissent  conti- 
nuellement, U faudrait  déranger  un  peu  ja  direction  des  pieds,  afin  de 
détruire  cet  effet  et  de  parvenir  au  but  qu’on  se  pro(K)se  d’atteindre. 
Delambre  a donné  une  formule  pour  éviter  les  làlonnements  à cet 
égard;  mais  avec  un  peu  de  pratique,  on  est  toujours  dis[>ensé  d’en 
faire  usage.'  « • 

Sup|>osons  donc  que  les  axes  optiques  soient  dans  le  plan  de  l’angle 
à mesurer,  et  que  les  divisions  du  limlie,  selon  l’usage  en  France,  soient 
numérotées  de  gauche  à droite;  un  amènera,  1°  sur  l’objet  à droite  la 
lunette  sujiérieure  toujours  fixée  sur  zéro,  en  faisant  tourner  le  limbe, 
après  avoir  i.solé  la  vis  tangente  des  filets  de  la  vis’ du  tambour,  ou  des- 
serré la  pince  qu’on  lui  a siibstitué-e;  ensuite,  en  faisant  tourner  cette 
vis  lentement,  lorsqu'elle  aura  été  remise  en  action. 

a".  On  amènera  la  lunette  inférieure  sur  l’objet  à gauche,  d’abord 
en  desserrant  son  agrafe  pour  la  rendre  libre,  puis  en  faisant  jouer  la 
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vis  de  rappel  de  l'agrafe  rendue  fixe:  alors  quand  les  deux  luneiies 
seront  exactement  dirigées  sur  les  deux  objets,. ou , aura  la  première 
partie  de  l’observation.  ^ r 

3”.  Sans  déranger  les  lunettes,  on  déaengrenera  la  vis  langenle,  et  l’on 
fera  tourner  le  liml>e,  en  dirigeant  la  lunette  inférieure  sur  l'objet  à 
droite;  et , pour  1’^  fixer,  l’on  fera  engrener  la  vis  tangente.  De  celle 
manière,  l’objectifde  la  lunette  supérieure  aura  été  repoussé  dansle  même 
sens  d’une  quantité é^e  à l’angle  mesuré;  et  s’il  arrive  que  le  cercle  ne 
soif  plus  dans  le  plan^des  objets,  on  l’y  remettra  à l’aide  des  vis  du  pied . 

4®.  On  amènera  enfin  sur  l’objet  à gauche,  la  lunette  supérieure 
rendue  libre,  et  on  l’y  fixera  en  serrant  son  agrafe;  par  ce  moyen, 
celle  lunette  aura  décrit  un  arc  égal  au  double  de  celui  qui  mesure 
l'angle  proposé.  On  lira  Tare  parcouru  par  la  ligne  de  foi  du  vernier, 
et  la  moitié  de  cet  arc  sera  la  mesure  de  l’angle  observé , abstraction 
faite  toutefois  de  la  petite  erreur  causée  par  l’excentricité  des  lunettes. 

Cette  mesure  s’obtient  donc  à l’aide  de  deux  observaihns  conjuguées. 
Dans  la  première,,  la  lunette  supérieure  est  fixe  à Tégard  du  limbe, 
tandis  que  l’inférieure  est  mobile.  C’est  tout  le  contraire  dans  la  seconde 
observation. 

En  répélatit  l’opération  précétlenle  i,  a,  3,  4i*--  lois,  et  partant 
toujours  du  point  où  la  lunette  supérieure  e.st  arrivée  sur  le  limbe,  à 
la  fin  de  la  seconde  observation  conjuguée  ou  de  l’observation  paire, 
on  aura  évidemment  le  quadruple , le  sextuple,  Toctuple,  etc.,  de 
Tangle,  pourvu  qu’on  ne  néglige  pas  de  tenir  compte  des  circonférences 
entières  parcourues. 

il».  Il  existe  un  autre  procédé  pour  mesurer  un  angle  avec,  le 
cercle  répétiteur;  le  voici.  Au  lieu  de  faire  des  observations  croisas, 
comme  ci-dessus,  on  fixe  d’abord  la  lunette  supérieure  à zéro,  et  on  la 
dirige  sur  l’objet  à droite;  ensuite  on  y amène  la  lunette  inférieure,  qui 
ne  sert  plus  aloi-s  que  de  repère,  et,  sans  faire  tourner  le  limbe,  ou 
pointe  la  lunette  supérieure , retulue  libre , sur  l’objet  à gauche , ensuite 
on  la  fixe.  De  cette  manière,  Tangle  est  mesuré  exactement  par  Tare 
que  celle  lunette  a parcouru  lorsqu’elle  n’a  j.wint  iVexcenfiJcilé,  cent- 
à^lire  quand  le  plan  inenép.ir  Taxe  Y du  cercle  [PI-  ///)  contient  en  ' 
entier  Taxeaft  de  cette  même  lunette.  Si  Ton  veut  continuer  d’observer 
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l'niigle  proposé,  pour  compenser  les  erreurs  du  pointé , et  atténuer  sur- 
tout celles  des  divisions  du  limbe,  on  fera  tourner  l’instrument  en  dés- 
engrenaut  la  vis  tangente)  afin  de  ramener  la  lunette  supérieure  sur 
l’objet  à droite,  et  on  l’y  Bxera;  ensuite  on  y ramènera  la  lunette  infé- 
rieure potfr  la  faiire  servir  de  repère,  et  l’on  dirigera,  comme  la  première 
fois,  la  lunette  supérieure,  rendue  libre,  sur  l’objet  à gauebe.  Alors  la 
ligne  de  foi  du  vernier  de  cette  lunette  marquera  le  double  de  l’angle 
observé.  On  peut  continuer  d’oi>érer  de  la  meme  manière  pour  avoir  le 
triple,  le  quadruple,  etc.,  de  cet  angle;  mais  ce  procédé  exige  évi- 
demment plus  de  temps  que  par  les  observations  croisées,  lorsqu’on 
veut  atteindre  le  même  degré'de  précision. 


117.  Dans  les  grands  cercles,  la  lunette  supérieure  entraîne  ordinaire- 
ment quatre  verniers  disposés  à angles  droits,  ou  h |)eu  près,  afin  dejKui- 
voir  lire  sur  quatre  points  différents  de  la  circonférence  du  limbe,  et 
obtenir  par  là  nne  moyenne  plus  indépendante  des  erreurs  de  la  division 
et 'de  celles  de  la  lecture.  Supposons,  par  exemple,  qu’on  lise  les 
quantités  suivantes  au  commencement  de  l’opération  : 


verniers  i" 
(rt)  0,000, 


a' 

ieo,oa5, 


>99>985,  3oo,oi5, 


et  qu’après  la  dixième  observation  de  l’angle,  ces  verniers  marquent 
respectivement  les  nombres  suivants,  en  tenant  compte  des  circon- 
férences entières  parcourues  durant  la  série, 


\J>)  548»,  I ta,  648»,^d^^^  748',ioo,  < 848^,105; 

on  prendra  Iq^  complément  à l’unité,  des  parties  décimales  comprises 
dans  la  ligne  ^a),  toutes  les  fois  qu’elles  appartiendront  à des  nombres 
au-dessous  de  100,  aoo  ou  3oo;  et  l’on  affectçra  tous  les  restea*  du 
signe  négatif..  Ici  l’on  aura  ' 


, I" 

(a')  -f- 0,000, 


-t-  o,oa5. 


"t  ■ 


3' 

— o,'oi5. 


4* 

-f- 0,01 5. 


On  procédera  de  même  par  rapport  aux  parties  décimales  comprises 
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dans  la  ligne  (b),  si  les  nombres  dont  elles  dépendent  n’ont  pas  tous  le 
même  chififre  aux  unités.  Or,  <lans  le  cas  actuel,  cette  circonstance 
n’ayant  pas  lieu,  on  a ' , 

i"  -a'  S'  . 4' 

(A*)  -1-0, lia,  +0,108,  +0,100,  +o,io5. 

Ensuite  on  fera  une  somme  des  fractions  (a'),  qui  sera  +o,oa5,  que 
l'on  retranchera  de  celle  des  fractions  {h')f  c’est-à-dire  de  +o,4a5;  puis 
l’on  divisera  le  reste  +o,4oo  par  et  le  quotient +0,100  sera  la 
partie  décimale  à ajouter  au  nombre  548*;  de  sorte  que  le  décuple  de 
l’angle  mesuré  sera  définitivement  548*,  100;  donc  l’angle  simple 
= 54*,  8 10. 

On  voit  clairement  par  cette  méthode,  qui  est  générale,  que  le 
quart  de  la  somme  des  nombres  de  la  ligne  {a')  marque  le  point  de 
départ  d’un  vemier  moyen  parcourant  Tare  moyen  entre  les  quatre; 
tandis  que  le  quart  de  la  somme  des  nombres  de  la  ligne  [b')  désigne 
le  point  d’arrivée  de  ce  même  vernief. 

Mais  il  y a (lossibilité  de  simplitier  un  peu  le  calcul  précédent.  Pour 
cela,  ajoutez  toutes  les  décimales  de  la  ligne  (a),  et  ôtez  de  la  somme 
autant  d’unités  qu’il  se  trouvera  de  vemiers  marquant  moins  de  100*, 
ou  200  ou  3oô:  ici  l’on  a o,o-y5. 

Ajoutez  de  même  toutes  les  décimales  déjà  ligne  (A),,  et  ôtez  de  la 
somme,  ou  ajoutez-y  autant  d’unités qiv’il  y aura  de  nombres  où  le 
cliilfre  des  unités  aura  une  valeur  moindre  ou  plus  forte  que  celui 
qui  se  trouve  dans  le  nombre  marqué  par  la  ligne  de  foi  du  premier 
Vernier.  EnBp,  de  cette  somme,  ainsi  diminuée  ou  augmentée  s'il  a 
est  necessaire  , soustrayez  la  première  et  divisez  le  reste  par  4>  c’est- 
à-dire  par  le  nombre  des  verniers;  le  quotient  sera  la  partie  décimale 
moyenne  cherchée.  . , " 

Voici  le  cas.  Au  commencement  les  vernierè  marquaiept  . ■ 

0,000,'  100,001,  199,398,  3oo,oo3; 

s ’ * 

à la  fin  de  la  dixième  observation , ils  indiquaient 

53a*, 001,  63i*,998,  » •73a*,oo3,  83a*, ooa. 
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Or,  dans  la  première  d*s  décimales  diminuée  de 

^ 

dans  la  deuxi^e  ligne,  cette  somme  dimÎDuée  de  l’unité.  = o,oo4 
‘ » ■a’  différence .-îv.r. .. . = 0,00a 

'.V-tï  • * “ 0,OOOD 

Autre  exemple.  Au  commenèëment,  les  verniers  marquaient 
0,000,  100,001,  199,998,  3oo,oo3;  ' 

à la  fin  de  l«  dixième  observation  l’on  avait , 

-•r  » 

421,998,  522,001,  621,997,  721,996.  ! 

4 

Or,  la  somme  des  preni  ières  fractions  diminuée  d’une  unité  = 0,00a 

celle  des  secondes  fractions  augmentée  d’une  unité.  ....  = 3,99a 

<•  ^ 

différence ^,990 

; î:,  i = o»9975 

de  là  arc  parcouru  = 4a  1^,9975,  et  angle  mesuré'.^. ...  s= 

= 4a*,  19975.'.  T , 4.  t 

On  peut  aussi  se  dispenser  dé  faire  la  soustraction  Ihdiquée,  en 
prenant  le  complément  arithmétique  et  à l'unité  de  la  somme  des  parties 
décimales  marquées- par  le  vernier  au  commencement  de  la  série;  ou, 
ce  qui  revient  attoidme  et  ce  qui  est  plus  simple,  on  lit  le  vernier  à 
contre-sens,  en'aMjjj^Ùl^ela  pensée  10  à la  place  Se  zéro,  et  récipro- 
quement. Bien  entaidn  3|t^9  but  alors  ôter  du  èësultat  autant  d’unités 
qu’on  a pris  de  compW^iitlBti,  si  lesvemiers  marquent* des* nombres 
au-dessus  de  100,  aoo  et-3oo*.  , 

A moins  qu’on  n’ait  peu  de  temps  pour  observer,  il  est  toujobrs  utilé 
de  noter  tous  les  angles  d’une  même  série , afin  de  pouvoir  s’assurer 
de  runiformité  de  sa  marche.  Voici  l’ordre  que  l’on  peut  suivre  à cet 
égard;  « ..  . • -s.-»-.- v . ..  j. 

I.  a3 
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NOMBlîI-: 

do» 

A.SGLES 

1 \ VERNItKS  1 

•U  1 

ItCPETITIOKS. 

ouilliplos. 

simjtics. 

départ. 

U'arrûce. 

• 

9 

4 

U 

10 

I i;',389 

134,778 

351,167 

489*557 

586,947 

58-6g45 
6945 
At  6945 
69461S 

694? 

0,000 

o,oo5 

o,oo5 

0,008 

got  1" 

t)o4  5“ 

900  3* 

901  4* 

• ta 

14 

16 

lit 

an 

704,338 

811,719. 
939,111 
io56,5i 1 
1 173,1)01 

694833 

694918 

6q5i25 

695055 

695060 

3,607 

0,000 

«.!)95f. 

0,9951  ..-«k—t 

0.99»’ 

Arc  moyen 

panouni  — 1 173*, 89755 

58*, 6948615 

Somme 
quart  = 

3.589 

0,89755 

11  n’est  pas  nécessaire  de  lire  les  quatre  veniiérs  chaque  fois  qu’«)ii 
veut  inscrire  un  angle  multiple;  il  suffit  de  les  observer  au  commen- 
cement et  à la  fin  de  la  stirie,  comme  dans  le  tableau  précédent.  Ainsi, 
les  fractions  décimales  des  nombres  de  la  seconde  colonne  ont  seulement 
été  indiquées  par  le  premier  vernier,  k l’exception  de  celles  du  dernier 
nombre  1 173,89715,  qui  sont  le  ré'sultat  de  la  combinaison  des  frac- 
tions insérées  dans  les  deux  dernières  colonnes,  combinaison  faite  d’a- 
près la  troisième  méthode  exposée  ci-dessus. 

Il  n’arrive  pas  toujours  que  les  séries  de  cette  espèce  soient  aussi  régu- 
lières que  la  précédente;  car  les  vapeurs  qui  s’élèvent  quelquefois 
durant  l’observation,  par  l'action  d’un  soleil  ardent,  produisent  des 
ondulations  qui  font  paraître  les  objets  mobiles  , et  qui  nuisent  par 
conséquent  à l’exactitude  du  pointé.  I>é  là  ces  anomalies  qu’on  re- 
marque dans  les. séries  d’un  même  angle.  En  général , les  meilleures 
observations  ont  lieu  pendant  l’absence  du  soleil. 

«r 

118.  Dans  les  triangulations  de  premier  ordre,  il  est  convenable  de 
prendre  plusieiu^  séries  d’un  même  angle  à des  jours  différents;  mais 


LnUE  TROISIÈME.  179 

3 séries  de  ao  répétitions  chacune , prises  dans  les  circonstances  favo- 
rables et  avec  un  cercle  de  centimètres  de  diamètre,  sont  toujours 
suffisantes  : alors,  comme  le  plus  souvent  elles  diffèrent  entre  elles,  on 
en  prend  la  mt^enne  arithmétique. 

Il  n’est  peut-être  pas  inutile  de  dire  qu’on  entend  par  moyetme 
arithmétique,  le  quotient  qu’on  obtient  en  divisant  par  le  nombre  total 
des  observations  la  somme  de  tous  les  arcs  parcourus  sur  le  limbe.  Si , 
par  exemple,  n est  le  nombre  des  observations  de  la  première  série,  et  A 
l’angle  simple;  que  ré  et  A'  soient  relati&à  la  seconde  série  ; que  n“  et  A" 

se  rapportent  a la  troisième  séné;  1 angle  mpyen  sera  '•  En 

faisant  chaque  série  d’un  même  nombre  d’observations,  la  règle  est 
plus  simple,  puisqu’il  ne  s’agit  que  de  divi^r  la  somme  des  résultats 
partiels  par  leur  nombre. 

* nr.  I.A  MESURE  DES  DISTAMCES  ZENITHALES. 

. * ». 

1 19.  la  distance  au  zénith  d’un  objet  est  le  complément  de  sa  hau- 
teur angulaire,  ou  sa  dépreKion  ai(gtnentée,de  100  grades,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,.  J’angle  entre  cet  objet  et  lé«énitb  de  l’obser- 
vateur.-Avant  <l\observêr  une  distance  zénithale,  on  mettra  Je  limbe  du 
cercle  .^ns  la  situation  verticale  ainsi  qii'il  suit. 

_^On’cBsp^ra, l’axe  Y du  limbe  (Pl,  ^et  VI)  dans  une  position  à peu 
prœ  iiiort/outaléj  en  desserrant  la  pince  du  quart  de  cercle  et  en  ren- 
versântde  liinbe"; ^^suile,  après  avoir  amené  la  bulle  d’air  du  grand 
niveau  df  an  fniiieii  du  tiibe,  ce  qui  se  fera  d’abord 'en  rendantdibre  la 
lunette  inférieure,  puis  serrant  son^grafe  et  faisant  usage  de  sa  vis  de 
rappel , on  fêta  tourner  tout  l’instrument  sur  sa’colonneS,  dg  maniéré 
que  l’index,  ou  la  l^ne  de  foi  du  cercle-azimuial.ùf^ partant,  de  la 
ligne  de  division  qui  se  trouve -vis-à-vis  un  des  pi»^:^  i’Jmÿligàiiieat, 
de  V par  exemple,  |>arcoure  unedemi-circaaiéra0pm^.,'ydi)dsifMf-état, 
la  bulle  d’air,  .après  quelques  oscillations,  nc^rse  ff^Cpas  d’elle^Hiéme 
au  milieu  du  tiil>e,  Taxe  dé  la.colonne  ne  sera  pas  vertical; 

alors  on  fera  la  correction  moitiç- Avec Ja  vjs  dn- 
précisément  au-dessous  du  grand  niveau-./tiiéj|M  R' 

delà  lunette  inférieure.  ■’ 

. 
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On  ramènera  l’index  dn  cercle  azimiital  au  point  de  départ;  et  si, 
dans  cette  première  position,  la  bulle  ne  conserve  pas  le  milieu  du 
tube,  on  fera  la  correction  qui  vient  d’ctre  indiquée.  OniËontinuera 
cette  épreuve  jusqu’A  ce  que  la  bulle  revienne  d’ elle-même  entre  ses 
repères  dans  les  deux  positions  de  l’instrument.  Alors  l’axe  de  la  colonne 
sera  dans  le  plan  vertical  passant  par  *z'. 

Ensuite,  si  après  avoir  placé  l’index  à loo"  du  point  où  il  se  trouve 
maintenant , la  bqlle  ne  rentre  pas  entre  ses  repères,  on  l’y  ramènera 
en  faisant  la  correction  moitié  avec  la  vis  V',  moitié  avec  la  vis  V", 
c’est-à-dire  en  élevfli^  l’une  et  abaissant  l’autre  d’une  égale  quantité. 

De  cette  maniéré,  l’axe  S de  la  colonne  du  cercle  se  trouvera  à la  fois 
dans  detix  plans  verticaux,  et  sera  par  conséquent  vertical.  Ainsi, 
quelque  part  que  soit  placé  l’index  du  cercle  azimutal,  la  bulle  re- 
viendra au  milieu  du  tube  pour  s’y  fixer.  Cependant,  si  l’instrument  a 
quelque  petit  défaut  de  construction,  ou  bien  si  l’opération  que  l’on 
vient  d’indiquer  n’a  pas  été  faite  avec  toute  l’exactitude  pos.sible,  l.i 
bulle  sera  errante,  lorsqu’on  fera  tourner  la  colonne  S,  et  qu’on  arrê- 
tera- l’index  sur  différents  points  de  la  circonférence  ; il  faudra  donc 
pour  la  rendre  stationnaire  au  milieu  du  tube,  faire  de  légères  cor- 
rections, en  procédant  comme  ci-dessus.  Au  surplus,,  la  verticalité  de 
la  colonne  n’est  pas  d’une  nécessité  absolue;  elle  dispense  seulement 
de  caler  sans  ces.se  les  niveaux  quand  observe  une  distance  au  zénith. 

Enfin,  l’on  mettra  avec  beaucoup  de  soin  le  limbe  de' l’instrument 
dans  la  position  verticale,  à l’aide  du  fil-à-plomb  dont  il  a élé  parlé 
à l’art.  115;  ou  mieux  encore,  au  moyen  d’un  niveau  à bulle  d’air 
disposé  pour  cet  effet.  Alors,  si  le  jtetit  niveau  gA  qué  porte  l’axe  Y 
du  cercle  est  incliné  à l’borizon,  on  le  calera  au  nloyeii  de  la  vis  de 
rap|>el  qin  y est  adaptée^et  l’on  serrera  la  pince  du  quart  decerale, 
afin  que  le  limbe  ne  puisse  se  déranger  à l’égard  ‘de  Taxe  de  la  co- 
lonne. L«rsqu’en  manoeuvrant  l’instniment,  l’horizontalité  du  j^iit 
niveau  n’aura  plus  lieu , on  la  rétablira  en  tournant  dans  le  sens  con- 
venable U vis  du  pied  .cpii  se  trouvera  à peu  près  dans  la  direction  de 
ce  niveau,  et <oala afin' de  remettre  le  limbe  vertical.  . V 

Maintenanty^ur  mesuÉer  une  distance  au  zénith,  l’observateur 
fixera  à'néro  l^tttrdM  vemiers  de  la  lunette  supérieure  bien  équilibrée, 
et  placera  cette  lunette  A sa  droite,  si  les  divisions  de  l’instrument  sont  . ^ 
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iiuu)érutée&  de  gauche  à droite;  ensuite  il  la  dirigera  sur  l'objet,  en 
dégageant  la  vis  tangente,  puis  faisant  engrener  cette  vis  pour  procurer 
un  iiiouvemeut  lent  à cette  lunette.  Alors  l'aide  observateur  placer.a 
_ horizontalement  la  lunette  inférieure  qui  |K>rte  le  grand  niveau , en  la 
faisant  mouvoir  indépendamment  du  limbe.  I>orsque  la  bidle  restera 
au  milieu  'du  tu^,  en  même  temps  que  le  point  de  mire  sera  sous  le  bl 
horizontal  du  réticule,  ce  que  chaque  observateur  saura  eu  s'avertis- 
s.'uit  mutuellement , on  aura  la  première  partie  de  l’observation , et  le 
cercle  sera  à la  droite  de  celui  qui  pointe  sur  l’objet. 

On  fera  ensuite  tourner  tout  l’instrument  sur  sa  colonne , jusqu’à  ce 
que  l’index  du  cercle  aziiuutal  ait  parcouru  une  demi-circonférence, 
c’est-à-dire  que  le  limbe  soit  à la  gauche  de  l’observateur  dans  le  ver- 
tical de  l’objet;  et  |iendant  que  l’aide  observateur,  toujours  placé  à 
l’opposé  des  divisions  du  limbe , ramènera  la  lunette  inférieurevlans  la 
position  horizontale  pour' caler  lé  grand  niveau,  en  faisait  tourner  le 
limbe  à l’aide  de  la  vis  tangente  du  tambour,  l’observateut'  fera  mou- 
voir la  lunette  supérieure,  qu’il  aura  rendue  libre,  jusqu’à  ce  que  le 
point  de  lAire  soit  exactement  sous  le  (il  horizontal.  Pour  parvenir  à 
ce  but , il  aiiia  soin  de  serrer  l’agrafe  de  cette  lunette  et  de  faire  usage 
de  la  vis  de  rappel.  Mais  ce  mouvement  j imprimé  à la  lunette  supé- 
rieure, aura  pu  déranger  la  bulle  du  grand  niveau  ; il  faudra  donc  la 
replacer  entre  ses  repères,  ou  la  caler  en  faisant  tourner  la  vis  tan- 
gente, et  ensuite  ramener  l’axe  optique  de  la  lunette  supérieure  sur  le 
|x>int  de  mire,  au  moyen  de  sa  vis  de  rappeU  Lorsque  le  grand  et  le 
petit  niveau  seront  calés,  et  que  l’objet  sera  en  même  temps  sous  le  fil , 
un  aura  la  seconde  partie  de  l’observation , et  l’arc  parcouru  par  la 
ligne.de  foi  du  vemier  de  celte  lunette  sera  le  double  de  la  distance 
zéniWfilc  cherchée. 

En  effet,  soit  G le  centre  du  limbe  (PL  V,  n“  a),  AB  la  direction  de 
la  lunette  lors  de  la  première  observation , et  Cil  la  ligne  horizontale 
déterminée  par  le  grand  niveau.  I.a>rsqu’on  tourne  le  limbe  à gauche 
jxiur  faire  la  seconde  observation  conjuguée,  et  que  l’on  cale  dere- 
chef le  niveau,  la  lunette  supérieure  prend  la  direction  A'B',  c’est-à- 
dire  qu’elle  fait  avec  la  ligne  horizontale  CH  le  même  angle  qu’aupa- 
ravant,  mais  en  sens  contraire.  Donc  le  point  O,  d’où  l’on  compte  Irà 
grades,  se  trouve  alors  en  O';  donc,  si  l’on  détache  la  lunette  supé- 

» - 
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rieure  pour  la  ramener  Mir  l’objet  B,  le  point  O'  reviendra  en  O,  en 
parcourant  l’arc  OZO'.  Mais  cet  arc  est  évidemment  le  double  de  la 
distance  zénithale  ZCO  cherchée;  donc  à la  tin  de  la  seconde  observa- 
tion conjuguée,  on  a le  double  de  cette  distance. 

• En  répétant  plusieurs  fois  de  suite  cette  opération,  et  partant  toujours 
du  point  où  s’est  arretée  la  ligne  de  foi  du  premier  venjier  à la  fin  de  la 
seconde  observation  conjuguée,  l’on  parviendra  au  quadruple,  au 
sextuple,  etc. , de  la  distance  zénithale,  et  l’on  atténuera  les  erreurs  du 
pointé  et  de  la  division,  comme  dans  la  mesure  des  angles  entre  les 
objets  terrestres. 

Nous  prescrirons  de  mettre,  avant  tout,  une  des  branches  du  pied 
de  l’instrument  dans  le  plan  de  l’angle  à mesurer;  voici  poiirqubi„Dans 
la  deuxième  partie  de  l’observation , l’on  estobligé , pour  caler  le  grand 
niveau,  de  faire  tourner  le  limbe  autour  de  son  axe;  mais  les  filets  de 
la  vis  tangente  qui  produit  ce  raouvenrent,  étant  trop  espacés  les  uns 
des  autres,  il  n’est  guère  possible  d'amener  exactement  par  ce  moyen  la 
bulle  au  milieu  du  tube.  Aussi,  quand  la  correction  est  légère,  vaut-il 
mieux  la  faire  avec  la  vis  V du  pied,  qui  se  trouve  précisément  au- 
dessous  du  grand  niveau,  et  qui  procure  un  mouvement  très-doux, 
surtout  si,  au  lieu  de  cette  vis,  on  fait  agir  celle  de  l’étrier  ee'  sur  le- 
quel elle  pose.  On  peut  aussi , par  la  même  raison,  amener  le  fil  hori- 
zontal de  la  lunette  sur  l’objet,  avec  cette  même  vis,  lorsqu’on  fait  les 
ohsc^rvations  impaires,  puisque  alors  cette  lunette  est  fixée  au  limbe.  Ce 
inouvément  de  la  vis  dont  il'  s'agit  ne  dérange  pas  le  limbe  de  sa  posi- 
tion verticale,  ce  qui  est  évident. 

T.«s  cercles  où  la  graduation  se  lit  de  droite  à gauche , exigent  qu’en 
commençant  la  mesure  d’une  distance  zénithale , la  lunette  soit  à 
gauche , sans  quoi  l’angle  observé  serait  la  distance  au  nadir  de  l’objet 
ou  le  supplément  de  sa  distance  zénithale. 

lïO.  Malgré  toutes  ces  précautions,  il  en  est  encore  d’autres  à prendre 
pour  obtenir  la  plus  grande  précision  possible.  Par  exemple,  comme 
on  n’est  pas  toujours  sûr  que  le  point  de  mire  soit  exactement  sotis 
l’axe  du  fil , il  importe,  pour  ne  pas  tenir  compte  de  la  demi-épaifeeur 
lie  ce  fil , s’il  est  d’un  diainèti«  assez  "Sensible , de  mettre  successive- 
ment ses  bords  supérieur  et  inférieur  en  contact  avec  le  point  de  mire; 
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parer  que  si  l’angle  observé  est  plus  petit  dans  l’observation  impaire, 
il  sera  plus  grand  de  la  même  quantité  dans  l’observation  paire,  ou  ré- 
ciproquement. 

De  plus,  comme  il  est  commode  de  mettre  le  point  de  mire  à une 
petite  distance  du  fil  vertical,  et  que  rien  ne  peut  faire  juger  de  la  par- 
faite horizontalité  de  l’autre 'fil , voici  la  manière  de  se  prémunir  contre 
l’erreur  que  causerait  la  petite  inclinaison  de  ce  dernier  fil. 

Si , lors  de  la  première  partie  de  l’observation , le  point  de  mire  tu 
' PL  V,  n"  i)  parait  dans  la  lunette  à la  droite  du  fil  vertical  AV,  il  .sera 
réellement  entre  ce  fil  et  le  limbe,  puisque  les  objets  sont  vus  renver- 
sés ; et  l’angle  HAX  représentera  l’erreur  commise  sur  la  distance  zé- 
nithale, si  HA  est  la  vraie  position  du  second  fil  à l’égard  de  l’horizon- 
t.ile  AX.  Mais  la  lunette  se  renversant  dans  la  deuxième  partie  de 
l’observation  «il  s’ensuit  que  le  fil  AH  sera  incliné  dans  le  même  sens 
par  rapjmrt  à l’observateur.  .Si  donc  on  place  l’image  du  point  «le  mire 
en  »»',  c’est-à-dire  à gauche  du  fil  AV  et  de  manière  que  Km'  — Km, 
la  nouvelle  erreur  faite  sur  la  distance  au  zénith  sera  xKh,  c’«5t-a- 
dire  égale,  mais  de  signe  contraire  à la  précédente;  ainsi,  il  y aura 
com|>ensation.  H est  donc  évident  que  le  jtoint  de  mire  se  retrouvera 
réellement  entre  le  fil ‘vertical  et  le  limbe,  et  au  même  point  physique. 

Dans  tout  ceci  nous  avons  fait  abstraction  de  l’excentricité  de  la  lu- 
nette supérieure,  par<^  qu’elle  n’existe  pas  dans  les  cercles  que  l’on 
construit  maintenant;  d’ailleurs,  eût-elle  lieu  comme  dans  la  figure 
citée,  la  mesure  des  distances  au  zénith  ne  subirait  pour  cela  aucune 
correction,  parce  que  celle  qui  est  relative  à la  seconde  observation 
conjuguée  est  égale  «t  de  signe  contraire  à la  correction  qui  se  mani- 
feste pendant  la  première  observation*  ainsi  qu’il  estai^  de  s’en  assurer. 

I,es  distances  zénithales  des  objets  terrestres  servent  pour  réduire  les 
angles  à l’horizon , et  faire  connaître  les  différences  de  niveau  des  sta- 
tions. Il  est  cependant  nécessaire  d’avertir  que  ces  distances  zénithales 
sont  quelquefois  affectées  d’une  erreur  constante , lorsqu’on  opère  avec 
un  grand-instrument  : erreur  attribuée  à la  flexion  de  la  lunette  supé- 
rieure, lorsqu’elle  n’«t  pas  parfaitement  équilibrée,  et  que  nous  ap- 
prendrons plus  tard  à évaluer.  v». 

, ^ 

121,  S’il  arrive  que* le  lieu  de  l’observation  ne  permette  pas  de  faire 
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faire  au  limbe  une  demi-révolution , dans  ce  cas  ou  le  laisse  dans  la 
position  la  plus  favorable,  et  l'on  mesure  la  distance  zénithale,  en 
faisant  des  observations  successives  analogues  à celles  décrites  à l’ar- 
ticle 116;  c’est  ce  que  l’on  concevra  encore  mieux  par  ce  qui  suit. 

Après  avoir  mis  le  cercle  dans  la  position  verticale,  dirigez  la  lu- 
nette supérieure,  mise  à zéro,  sur  un  objet  très-éloigné  ; amenez-y  aussi 
la  lunette  inférieure , abn  de  rendre  les  deux  axes  optiques  parallèles. 
Cela  fait,  et  sans  détacher  du  limbe  la  lunette  inférieure,  calez  son 
niveau  à l'aide  de  la  vis  tangente,  puis  rendez  libre  la  lunette  supé- 
rieure, pour  la  pointer  sur  l’objet  dont  on  désire  connaître  la  distance 
zénithale,  et  fixez-la  dans  cette  position  ; alors  l’arc  qu’elle  aura  par- 
couru sera  l’angle  de  hauteur  ou  de  dépression  cherché. 

Pour  doubler  cet  angle,  refaites  la  meme  opération  comme  si  la 
lunette  supérieure  était  fixée  Mir  zéro.  Cette  ionetb^parcourra  ensuite 
un  nouvel  arc  qui , étant  ajoutéau  premier,  sera  la  m'ésure  du  double  de 
l’angle  cherché.  On  pourrait  de  même  se  procurer  le  triple,  le  qua- 
duple,  etc.,  de  cet  angle.  Mais  Ton  conçoit  bien  qu'il  sera  affecté 
d’une  erreur  occasionnée  par  le  defaut  de  parallélisme  de  l’axe  optique 
dè  la  lunette  inférieure  et  de  l’axe. de  son  niveau,  qui  est  dépourvu 
de  moyens  de  rectification  : c’est  là  ce  qu’on  nomme  l’erreur  de  coWi- 
mation.  Or  la  différence  entre  la  mesure  de.la  distance  zénithale  d’un 
objet , obtenue  de  la  sorte  et  celle  donnée  exactement  par  le  premier 
procédé  décrit  ci-dessus,  sera  cette  erreur  dont  il  faudra  alors  tenir 

compte  dans  la  première  mesure. 

^ . 

. > » . 

182.  11  est  à propos  de  dire  comment  on  détermine  le  degré  de  seiK 
sibilité  du  grand  niveau . Pour  cet  effet , mettez  le  limbe  vertical , comme 
pour  prendre  une  distance  au  zénith  ; fixez  la  lunette  suj>érieuré  à zéro , 
et  dirigez-la  sur  un  objet  qiielconqne,  en  disant  toumqr  le  limbe  avec 
la  vis  dti  tambour,  jusqu’à  ce  que  cet  objet  «oit  sous  le  fil  horizontal. 
Desserrez  la  lunette  inférieure,  pour  amener  une  des  extrémités  de  la 
bulle  du  grand  niveau  vis-à-vis  le  trait  de  division  extrême  de  la  règle 
qui  supporte  ce  niveau , et  voyez  si  la  lunette  supérieure  ne  »’est  pas 
déran^.  Ensuite  faites  tourner  la  vis  du  tambour,  jusqu’à  ce  que  la 
même  extrémité  de  la  bulle  , arrive  à l’autre  trait  de  division  extrême, 
pourvu  toutefois  que  l’autre  extrémité  de  la  bülle  n'atteigne  pas  celle 
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du  tube.  Ensuite,  ramenez  la  lunette  supérieure  sur  le  point  de  mire, 
en  faisant  usage  de  sa  vis  de  rappel.  Enfin,  lisez  le  nombre  de  parties 
de  la  règle  parcouru  par  la  bulle;  ce  nombre  n sera  celui  qui  corres- 
pond à l'arc  décrit  par  l.a  lunette  supérieure.  Maïs  cet  arc  étant  trpp 
[letk  pour  pouvoir  être  lu  exactement,  recommencez  la  même  opéra- 
tion comme  si  la  lunette  supérieure  .partait  de  zéro,  et  vous  aurez  le 
double  de  l’angle  correspondant  au  même  nombre  de  parties  d’incli- 
naison du  niveau.  Continuez  de  la  même  manière  jusqu’^  ce  que  vous 
ayez,  par  exemple,  le  décuple  de  l’angle  cherché.  Enfin,  divisez  cet 

angle  A par  le  nombre  n de  parties,  et  le  quotient  ^ sera  le  nombre 

de  secondes  correspondant  à une  partie  d’inclinaison  du  niveau, 

On  est  surtout  obligé  d’évaluer  cette  inclinaison , lorsque  l’on  opère 
avec  un  cercle  à niveau  fixe.  Ce  niveau , au  lieu  d’être  adapté  à la  lu- 
nette inférieure,  est  fixé  sur  la  colonne,  et  se  trouve  par  conséquent 
tout  ü fait  indépendant  du  limbe;  ce  qui  e.st  quelquefois  k regretter.  Tl 
est  cependant  des  observateurs  qui  préfèrent  le  niveau  fixe  au  niveau 
mobile,  parce  que  l’on  observe  avec  une  très-grande  promptitude  les 
«listances  zénithales  des  objets  terrestres  et  des  astres. 

I2ü.  Pour  observer  avec  un  niveau  fixe,  on  donne  toute  liberté  au 
limbe  de  tourner  lorsqu’il  est  vertical.  Cependant  on  peut  l’arréterau 
besoin,  au  moyen  d’une  forte  pince,  qui  fait  corps  avec  la  colonne; 
ou  bien  on  lui  imprime  un  mouvement  de  rotation  tres-lent,  à l’aide 
d’une  vis  de  rappel  adaptée  à cette  pince.  Quant  au  grand  niveau  qui 
est , comme  nous  venons  de  le  dire,  fixé  sur  la  colonne  et  entièrement 
isolé  du  cercle,  il  ne  sert  que  pour  mettre  vertical  l’axe  de  cette  co- 
lonne, ou  pour  en  faire  connaître  l’inclinaison.  C.e  niveau  a aussi  sa 
vis  de  rappel  pour  le  caler,  et  est  placé  parallèlement  au  limbe. 

Ceci  étant  bien  compris,  voici  la  manière  de  mesurer  l’inclinaison  de 
l’axe  de  la  colonne,  et  d'évaluer  son  effet  sur  les  distances  zénithales. 

Représentons  par  B la  longueur  actuelle  de  la  bulle  d'air  du  niveau, 
et  supposons  que  l’artiste  ait  eu  le  soin  de  mettre  le  zéro  de  l’échelle 
exactement  au  milieu  de  cette  bulle,  lorsque  le  tube  est  horizontal. 
Dans  cette  position,  les  extrémité's  de  la  bulle  marqueront  les  mêmes 
nombres;  et  si  l’on  retourne  le  niveau  bout  pour  bout  sans  changer  la 
I.  24 
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poüitioii  du  plan  sur  lequel  ce  niveau  repose,  la  bulle,  apres  quelques 
oscillations,  rentrera  entre  ses  repères.  Mais  si  l’on  élève  une  des 
extrémités  du  niveau,  l’extrémité  droite,  par  exemple,  la  liqueur 
obéis.sant  à la  loi  de  la  ()esanteur,  se  dé]>lacera , et  portera  la  bulle 
vers  la  partie  élevée;  eti  sorte  que  l’extrémité  droite  de  cette  bulle  mar- 
quera J B -t-  or  = D parties  de  l'échelle , tandis  que  l'extrémité  gauche 
marquera  4 B — ar  = G;  puisque  nous  supposons  que  le  tube  est 
bien  calibré,  et  que  la  bulle,  pendant  l’expérience,  conserve  sa  lon- 
gueur. Or,  X désignant,  en  parties  de  l’échelle , l’inclinaison  de  l’axe 
ilu  tube,  on  a aie  = D — G;  c’est-à-dire  que  le  double  de  cette  incli- 
nai.son  est  égal  à la  différence  des  nombres  marqués  par  les  deux  ex- 
trémités de  la  bulle , quand  le  plan  sur  lequel  s’appuie  le  niveau  est 
horizontal. 

Mais  donnons  au  plan  , dans  le  sens  de  la  longueur  du  niveau , une 
inclinaison  telle  que  l’extrémité  droite  de  la  bulle  marque 

. |B-+- jc-t-7  =D; 

alors  l’extrémité  gauche  marquera 

îB  — X — J = G.  , 

Maintenant  si  nous  retournons  bout  pour  bout  le  niveau,  sans  rien 
changer  d’ailleurs  à la  position  du  plan  , l’extrémité  droite  de  la  bulle 
donnera 

I B — x+r  = D,; 
celle  de  gauche  donnera  au  contraire 

i fi  + — J’  = ; 

ainsi,  de  ces  quatre  équations  l’on  tirera 

r»  IX  D-D, 

jx  = D — D, , ou  X — , 

* , i IT  tf  . - 

^ „ "f  G|  — G 

> = — G,  ou  X = — — , 

qr  = D ^ G,,  ou,  J = 

a^=D,-G,  ou  jr  = 
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de  là  les  deux  régies  suivantes,  données  par  Delambre  (Astnmomw , 
tom.  I , p.  8a)  : 

I Le  double  de  l’inelJnaisoti  du  tube  est  égal  à la  différence  des 
detix  nombres  de  la  droite;  le  second  nombre  sc  retranche  du  premier. 

Si  oc  est  positif,  le  bout  du  tube  </ui  était  rf abord  à droite,  est  plus 
élevé  que  celui  qui  était  à gauche;  si  oc  est  négatif,  c’est  le  contraire. 

a“.  Le  double  de  l'inclinaison  du  plan  sur  lequel  s’appuie  le  niveau, 
est  égal  à la  différence  des  nombres  indiqués  successivement  par  l’étc- 
trémité  qui  était  if  abord  à droite;  le  second  nombre  se  retranche  du 
premier. 

■Si  J'  est  positif,  c’est  la  partie  divite  du  plan  qui  est  la  plus  élevée; 
ce  serait  le  contraire  si  j était  négatif. 

Ce  que  nous  disons  du  plan,  doit  s’entendre  de  l’axe  de  la  colonne 
ilu  cercle  qui  porte  le  niveau.  Ainsi , dans  l’observation  d’une  distance 
zénithale  avec  un  cercle  à niveau  fixe , on  doit  toujours  considérer  la 
même  extrémité  physique  de  la  bulle  avant  et  après  le  retournement 
du  cercle,  pour  évaluer  l’inclinaison  de  T.axe  de  la  colonne. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  cercle  étant  dans  sa  première  posi- 
tion , G soit  l’extrémité  de  la  bulle  dirigée  vers  l’objet,  et  D soit  l’ex- 
trémité située  du  côté  de  l’observateur.  Dans  la  seconde  position  du 
cercle,  tes  mêmes  extrémités  physiques  changeront  de  nom,  puisque 
le  bout  du  niveau  qui  était  tourné  vers  l’objet  sera  au  contraire  tourné 
vers  l’observateur;  ainsi  D deviendra  G,  et  G deviendra  D, . Si  donc 
dans  le  cours  d’une  observation  de  distance  zénithale,  on  lit  à chaque 
position  du  cercle  les  parties  du  niveau  marquées  par  les  deux  extré- 
mités de  la  bulle,  aûn  d'obtenir  plus  de  précision^  et  qu’on  désigne 
généralement  par  G les  parties  correspondantes  au  même  instant  à l’ex- 
trémité objet,  par  D les  parties  correspondantes  au  même  instant  à 
l’extrémité  .oise/vrt/c«r,  les  diverses  valeurs  de  seront  renfermées 
dans  les  deux  suites  suivantes  ; ^ v'’*. 
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XOMBHE 

ile« 

oMCRVA-non» 

— objfi  -1-  ublcnrat. 

-f-  ob»enraleur  — objet. 

Limbe  à droite. 
Limbe  à gsuebe. 

a.  ir,  = ' 

- f’’  ‘ , > _ 1 + D 
-1-  D,  ^ 1 — G. 

« 

II 

1 — b.  „ 1 -I-  D. 

f + D,  _ Gi 

8.  ,r.= 

! 

a-  D,  ■•’*  = i _ G, 

Il  faut  faii-e  attention  que  si  le  niveau,  supposé  perpendiculaire* à 
Taxe  <le  la  colonne,  est  élevé  du  côté  de  D ou  de  l’observateur,  cet 
axe  prolongé  vers  le  zénith  passera  entre  ce  point  et  le  rayoa  visuel 
dirigé  sur  l’objet.  Or,  comme  on  rapporte  la  distance  zénitluile  à Taxe 
de  rotation  du  cercle  pris-pour  verticale  apparente,  il  est  clair  que  Tin- 
clinaisou  de  cet  axe  doit  s’ajoitter  à la  distance  zénithale  observée  ; c’est 
eu  effet  ce  que  suppose  Ic  tableau  pivcedentj  • 

Toutes  les  valeui's  de  ay„,  yf.;,,.  • . données  par  la  même  extr»'-- 
iiiilé  physique  de  la  bulle,  seraient  égales  entre  elles,  si  Taxe  de  rota- 
tion n’éprouvait  aucun  déiraiigcmeut'  |iendant  tout  le  temps  qu’on  oh- 
sei-ve  ; il  en  serait  de  même  des  valeurs  de  -y',  ay", ...  De  plus, 
ces  deux  séries  seraient  identiques;  mais  comme  il  n’en  est  pas  tout  à 
fait  ainsi,  il  est  convenable  de  prendre  la  moyenne  entre  toutes  les  va- 
h««irs  ptvcédtyites  de^-,  c'est-a-dire  de  taire  une  somipe  de  toutes  les 
dtfl’ércnces  y',  y",»... , y,,  y.,,  ...,  et  de  la  diviser  parle  double  du 
luiqjbrç  de»' obsiîrvations. simples.  De  cette  manière,  on  aura  un  arc 
lo^jîeny,  leqtteiT  étant  converti  en, secondes  (art.  122),  s’ajoutera  à 
ÉàiHigte observé,  ou  s’en  retranchera,  selon  que  la  somme  des  termes 
pusitils  seiar plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  des  termes  négatifs. 
^dPônr  plii»  de  claété*  voici  une  série  que  nous  jrrimes  à TObserva- 
du  ^pôt  de  U Guerre,  avec  un  grand  cercle  de  I.enoir , auquel 
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l>e  facteur  constant  1 i“,5i  est  la  valëur  d’une  partie  du  niveau  en 
secondes  centésimales;  il  a été  déterminé  avec  beaucoup  de  soin  par 
la  méthode  de  l’art.  122;  néanmoins  il  <>st  trop  grand  pour  que  la 
correction  soit  sûre.  Les  niveaux  ‘de  Fortin  paraissent  ne  laisser  rien 
à désirer:  il  en  existe  de  cet  artiste,  qui  sont  d’une  sensibilité  telle, 
que  la  bulle  parcourt  régulièrement  3 millimètres  quand  Taxe  s’in- 
cline de  i"  sexagésimale;  d’où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  rayon 
de  éourbure  de  la  paroi  intérieure  et  longitudinale  du  tube  est  de 
6i8*‘,7944-  ^ 

*124.  D’âpràÿ  l’idée  qüe  nous  avons  donnée  d^t||B  construction  du 
cercle  à niveau  fixe , on  doit  en  inférer  que  la  vis  tangaite  du  tanr- 
bour.est  remplacée  par  la  vis  de  la  pince  ajustée  à la  colonne,  lors- 
qu’on (ait  usage  de  cet  instruoient  pour  observer  les  distances  zéni- 
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thaïes;  que  cette  pince  doit  fixer  tellement  le  limbe  à cette  colonne  ou 
à la  plaque  qui  lui  est  adhérente,  qu’il  ne  puisse  avoir  le  moindre 
mouvement  de  rotation , en  passant  de  la  première  à la  seconde  obser- 
vation conjuguée;  mais  que  rien  n’avertit  du  contraire,  puisque  le  ni- 
veau est  indépendant  du  limbe;  qu’enfin , ce  niveau  pourrait  bien  être 
ramené  chaque  fois  à la  position  horizontale,  ou  entre  les  mêmes  re- 
pères, comme  dans  les  cercles  ordinaires,  au  inojen  d’une  des  vis 
du  pied;  mais  qu’on  opère  plus  commodément  et  plus  rapidement,  en 
concluant  l'inclinaison  de  l’axe  de  rotation  des  divei-scs  positions  de 
la  huile.  Toutefois  l’on  n’est  pas  dispensé  d’avoir  un  aide  unique- 
ment chargé  d’observer  cette  bulle,  surtout  si  le  cercle  n’est  pas  éta- 
bli sur  un  corps  parfaitement  stal>le;  car  l’observateur,,  en  allant  de 
la  lunette  au  niveau,  changerait  l’inclinaison  de  l’a.xe,  en  dérangeant 
par  son  propre  poids  la  position  du  centre  de  gravité  du  système;  in- 
clinaison qui  doit  être  invariable  pendant  la  durée  de  deux  observa- 
tions conjuguées. 

Une  autre  remarque  non  moins  essentielle  à faire,  c’est  qu’il  im- 
porte que  le,^ limbe  soit  maintenu  dans  sa  position  verticale,  pendant 
toute  la  durée  des  observations  (art.  1 19). 

Lorsqu’un  fait  une  longue  suite  d’observations  de  distances  zéni- 
thales d’un  même  objet,  on  fait  varier  chaque  jour  l’inclinaison  de 
l’axe  de  rotation  du  cercle,  de  manière  que  la  correction  du  niveau 
suit  tantôt  ]>ositive,  tantôt  négative.  Par  là  on  donne  lieu  à des  coin 
pensations  qui  rendent  les  résultats  moyens  plus  indépendants  des  par- 
ties du  niveau.  • 


DU  THEODOLITE  RÉpETITEUR. 


125.  Quoique  l’usage  du  cercle  répétiteur  ordinaire  nécessite  le 
calcul  d’ailleurs  fort  simple  de  la  réduction  des  angles  à l’horizon,  il 
était  à désirer  que  cet  instrument  fût  garni  de  lunettes  plongeantes , 
c’est-à-dire  de  lunettes  qui  pussent  se  mouvoir  de  plusieurs  degrés 
dans  un  plan  parfaitement  perpendiculaire  au  limbe;  {tarce  qu’en  dis- 
posant ce  limbe  horizontalement  à l’aide  de  deux  niveaux  placés  à 
angle  droit , il  en  résulte  que  les  angles  observés  sont  naturellement 
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l'éduits  à l’horizon.  Les  théodolites  répétiteurs  de  Reichenbach , et  sur- 
tout ceux  deM.  Gambey,  qui  sont  d’une  construction  parfaite,  jouissent 
précisément  de  cette  propriété.  I .a  lunette  inférieure  de  cet  instrument , 
qui  ne  sert  que  de  répété,  a un  petit  jeu  dans  le  sens  vertical  et  dans 
le  sens  horizontal;  mais  la  lunette  supérieure  AB  (PI.  XI)  est  traver- 
sée par  un  axe  bien  calibré^  et  dont  les  extrémités  C,  C'  entrent  dans 
des  collets  égaux  élevés  de  quelques  centimètres  au-<lessus  du  linilxt  ou 
s'appuient  sur  deux  plans  inclinés,  de  sorte  que  cette  lunette,  ainsi 
placée  sur  des  supports,  peut  parcourir  un  arc  de  plusieurs  degrés  datts 
le  plan  perpendiculaire  au  limbe. 

Il  faut  avant  tout  vérifier  d’instrument,  c’est-à-dire  s’assurer  si  l’axe 
de  rotation  CC'  de  la  lunette  supérieure  est  horizontal  et  parallèle  aiy 
limbe , et  si  l’axe  optique  de  cette  lunette  décrit  im  plan  perpendicu- 
laire à cet  axe  de  rotation.  Pour  cet  effet,  l’on  se  sert  du  niveau  NN' 
suspendu  à deux  crochets  parfaitement  égaux  Z,  Z',  qu’on  adapte  à l’axe 
de  rotation;  et  lorsqiTil  est  .calé  au  moyen  des  vis  du  pied  de  l’instru- 
nient,  cet  axe  doit  se  trouver  horiaoDtal.  Néanmoins,  pour  plus  de 
sûreté,  on  retourne  le  niveau  bout  pour  bout»  afin  de  voir  si  la  bulle 
■entre  dans  ses  repères:  s’il  arrivait  le  contraire,  les  deux  crochets  ne 
seraient  pas  égaux , et  il  faudrait  corriger  le  niveau  fooitié  avec  sa  vis 
de  rappel , moitié  avec  la  vis  du  pied  qui  incline  Taxe  de  rotation.  En- 
fin on  dispose  cet  axe  parallèlement  au  plan  du  limbe, à l’aide  des  vis 
des  supports  et  du  pied , et  en  procédant  comme  il  a été  dit  à l’art.  1 1>), 
pouc  placer  horizontalement  le  eercle  azimutal. 

Il  s’agit  ensuite  de  rendre  Ta^e  optique  perpendiculaire  à l’axe  de 
rotation  ; or  c’est  à quoi  l’on  parylent  de  la  manière  suisquite.  Dirigez 
la  lunette  supérieure  sur  un  objet  éloi^éf  ensuite  renversez-la  de  ma- 
nière que  la  partie  supérieure  devienne  la  partie  inférieure.  Dans  cet 
état,  le  bout  de  Taxe  qui  était  à droite  se  troiivera  à gauche;  et  si 
Ibrsque  la  lunette  est  ramenée  sur  Tubjel,  Taxe  optique  ne  répond  pas 
au  même  point  qu’avant  le  renversement,  011  fera  mouvoir  le  réticule 
jusqu’à  ce^ue  l’intersection  des  fils  partage  en  deux  parties  égales  la 
moitié  de  la  déviation  observée;  puis  Ton  donnera  à Tinstruqtent  un  pe- 
tit mouvement  de  rotation,  pour  ramener  Taxe  optique  asu’,le  premier 
point  de  mire.  Ou  renversera  de  nouveau  la  lunette,  csrtr  ai  (eUe  donne 
encore  lieu  à une  petite  déviatieii,*TQa^iera  la  corredira  .tjtii  vient 
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d’èlre  indiquée.  .Après  un  petit  nombre  d’essais  de  ce  genre,  l’axe  op- 
tique sera  rectifié. 

Dans  le  théodolite  que  nous  décrivons,  et  qui  a appartenu  à M.  Le-  • 
gendre,  le  cercle  vertical  MM'  ne  donne  les  angles  simples  de  hauteur 
ou  de  dépression,  qu’avec  une  médiocre  exactitude;  mais  avec  le  théo- 
dolite ( PI.  /'///),  qui  fait  l’office  du  cercle  répétiteur,  les  distances 
zénithales  se  déterminent  très-exactement.  Cependant  s’il  fallait  les 
prendre  par  le  procédé  expliqué  art.  121 , l’on  attacherait  à la  lunette 
supérieure  un  petit  niveau  à bidle  d’air,  afin  qu’en  le  disposant  en- 
suite liorizontalement,  l’axe  optique  fôt  lui-méme  horizontal  ou  à très- 
peu  près;  et  alors  l'erreur  de  collimation  se  mesurerait  ainsi  qu’il  a été 
dit  à l’article  cité.’ 

.Maintenant,  pour  mesurer  avec  cet  instniment  un  angle  entre  deux 
objets  terrestres,  dans  l’hypothèse  que  les  divisions  se  lisent  de  droite 
à gauche,  comme  dans  la  figure,  on  met  d’abord  le  limbe  horizontale- 
ment et  l’iin  desvemiers  à zéro;  ensuite  on  amène  la  lunette  supé- 
rieure sur  l’objet  de  gauche , en  faisant  tourner  k la  fois  les  deux  limbes 
concentriques,  et  l’on  dirige  la  lunette  inférieure,  qui  est  indépendante 
de  ce  mouvement,  sur  un  objet  quelconque  pour  servir  de  repère; 
puis  on  détache  la  lunette  supérieure,  afin  de  l’amener  sur  l’ohjet  de 
droite,  et  pour  lors  l’arc  que  le  vernier  tracé  sur  le  limbe  intérieur  a 
parcouru  sur  le  limbe  extérieur  portant  la  graduation,  est  la  mesure 
de  l’angle  proposé , si  toutefois  la  lunette  de  repère  ne  s’est  point  dé- 
rangée; autrement  il  faudrait  la  remettre  convenablement  à l’aide  de  la 
vis  qui  fait  tourner  tout  l’instrument,  et  ramener  ensuite  la  lunette  su- 
périeure sur  l’objet  de  droite.  On  peut  répéter  indéfiniment  cette 
mesure,  en  ramenant  sur  l’objel  de  gauche  la  lunette  supérieure,  par 
un  mouvement  de  rotation  imprimé  au  cercle,  et  laissant  toujours  la 
lunette  inférieure  dirigée  sur  le  point  de  repère,  ou  l’y  ramenant  en 
cas  de  déviation;  ensuite,  en  desserrant  la  lunette  supérieure  pour  la 
ramener  seule  sur  l’objet  de  droite  : de  cette  manière,  l’arc  qu’elle 
aura  parcouru  sera  la  mesure  du  double  de  l’angle  pro|X)sé.  En  ré- 
pétant cette  même  opération , on  aura  le  triple,  le  quadruple,  le  quin- 
tuple, etc.,  de  cet  angle;  et  il  est  visible  que  quoique  les  observa- 
tions ne  soient  pas  croisées , comme  avec  le  cercle  répétiteur  ordi- 
naire, on  parviemlra  néanmoins,  après  un  même  nombre  d’obser- 
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valions  simples,  au  même  degré  d'exactitude,  toutes  choses  égales 
d’ailleurs.  . ’ 

Les  théodolites  de  M.  Gambey,  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  dont 
les  officiers  d’éUit-major  se  servent  pour  les  ojiérations  géodésiques  de  la 
carte  de  France,  sont  douhlement  ré|>étiteur!>,  parce  que  le  limbe  gradué 
|)eut  se  placer  verticalement  comme  celui  du  cercledeBorda(/*/.  ). 
Dans  ce  cas  la  lunette  supérieure  se  dispose  de  manière  que  son  axe 
optique  soit  parallèle  au  plan  ilu  limbe,  et  ce  parallélisme,  après 
avoir  été  établi Smme  il  est  dit  i l’art.'l  15,  n’éprouTe  aucun  déran- 
gement lorsque  liiniette  a été  préalablement  renâiie  fixe  à l’égard 
du  cercle-vemier.  £b6o  les  grands  théodolites  de  edt  .artiste,  dont  les 
verniers  donnent  lo  secondes  centésimales,  sont  très-propres  aux  ob- 
servations de  latitude  et  d’aximut,  parce  qu’ils  se  composent  de  deux 
cercles  perpendiculaires  entre  eux,  et  ayant  chacun  o“,3  de  diamètre  ; 
l’un  destiné  à la  mesure  des  angles  horizontaux,  l’autre  à celle  des 
angles  verticaux.  Celui-ci  est  placé  extérieurement  au  cercle  horizon- 
tal, et  est  armé  d’une  lunette  dont  l’axe  optique  doit  être  parallèle  au 
limbe.  On  peut  alors,  par  une  manoeuvre  facile,  mesuiier  et  répéter 
indéfiniment,  soit  les  angles  horizontaux,  soit  les'angles  verticaux; 
mais  pour  la  mesure  des  premiers  il  est  indispensable  de  faire  usage 
de  la  lunette  de  repère.  Nous  n’en  dirons  pas  davantage  à m sujet,  la 
vue  et  l’examen  des  instruments  en  apprenant  plus  que  les  explications 
écrites  les  plus  détaillées. 

• r.  ■ • r 

^ rtE  I.’ USAGE  DU  CEBCLE  DAMS  LES  OBSBnVATIOMS  ASTRONOMIQUES. 

I . 

12fr.  Les  obscrvOlioDs  azimutales  se  font  souvent  en  prenant  la  dis- 
tance angulaire  entré  un  astre  voisin  de  l’horizon  et  un  objet  terrestre. 
La  méthode  qu’on  emploie  pour  cet  effet  ne  di^re  pas  de  celle  par  la- 
quelle on  mesure  un  angle  sur  le  terrain  ; il  est  seulement  à remarquer, 
i"  que  le  cercle  a besoin  d’étre  ramené  sans  cesse  dans  le  plan  va^'iable 
des  objets , parce  que  l’astre  s’éloigne  ou  s’approche  continuellement 
de  l’horizon  ; ;t°  que  l’on  doit  tenir  compte  de  l’heure  précise  de  la  fin 
de  chaque  observation.  Cette  pratique  demande  une  grande  habitude; 

I.  a.») 
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aussi  le  théodolite  répétiteur  est-il  de  beaucoup  préférable  au  cercle 
ordinaire,  en  pareille  circoit>tancc. 

Si  l'on  observe  une  étoile,  son  diaineti-e  est  insensible,  et  se  lédiiit 
à un  point  lumineux,  même  dans  les  plus  Ibrts  télescopes;  mais  la 
lumière  de  l’étoile  et  le  feu  établi  à Tobjijt  terrestre  (par  exemple,  une 
lampe  à courant  d’air  munie  d’uii  réflecteur  parabolique),  n’étant  pas 
siilTisants  pour  éclairer  le  champ  des  lunettes  de  manière  à ce  qu’un 
puisse  bien  distinguer  les  fils,  si  l’on  observe  pendant  la  nuit,  on  place 
un  feu  de  bougie  prés  de  chaque  objectif.  L’observateur  qui  est  chargé 
de  pointer  sur  l'astre,  ne  le  met  pas  exactement  sous  le  fil  vertical, 
afin  que  l’autre  observateur  ait  lç  temps  de  ramener  sa  lunette  sur 
l’objet  terrestre,  dans  le  cas  où  il  }'  aurait  un  petit  écart  ; ensuite  l'un 
d’eux  compte  l’heure , la  minute,  la  seconde  et  la  fraction  de  seconde 
que  la  pendule  marque  à l’instant  où  l’étoile  passe  sous  le  fil.  Si  une 
troisième  personne  était  cliargée  de  noter  l’heure  de  l’observation, 
celle  qui  pointe  sur  l’astre  l’avertirait,  à riiistant  du  passage  sous  le 
fil , par  un  mot  d’une  seule  syllalie. 

Gomme  le  mouvement  de  l’astre,  par  rap|>ort  au  signal,  est  seu~ 
siblement  imiforme  pendant  de  courts  intervalles  de  temps,  contme 
de  8 à lo  minutes,  on  divise  l’arc  parcouru,  par  le  nombre  des  obstn-- 
vations;  et  l’arc  moyen  qui  en  résulte  est  assez  exactement  la  dis- 
tance de  l’a$tre  au  signal , pour  l’instant  moyen  entre  ceux  de  toutes 
les  observations. 

.Si  l’on  observait  le  Soleil , on  interposerait  un  verre  noir  entre  l’ceil 
et  l’oculaire  de  la  lunette,  du  cercle,  afin  de  pouvoir  fixer  cet  astre 
sans  danger;  et  l’on  mettrait' alternativement  en-contact  avec  le  fil 
vertical  son  bord  oriental  et  son  bord  occidental,  pour  éviter  de 
tenir  compte  du  demi-diamètre  de  cet  astre;  ayant  soin  d’ailleurs  que 
le  disque  soit  au  même  instant  divisé  en  deux  parties  égales  par  le 
fil  horizontal,  ^uand  on  préfère  observer  le  même  bord,  il  est  essen- 
tiel d’indiquer  celui  qu’on  a mis  en  contact  avec  le  fil  vertical,  afin  de 
savoit  si  l’arc  de  distance  mesuré  doit  être  augmenté  ou  diminué  'du 
demi-diamètre  du  Soleil;  et  il  ne  faut  pas  oublier  que  ta  lunette  ren- 
versant les  objets , le  bord  oriental  apparent  est  le  bord  occidental  vrai,. 
et  lùce  vend. 
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127.  S’il  s’agissait  de  connaître  la  distance  zénithale  d'un  astre,  on 
procé^rait  encore  comme  on  l’a  expliqué  à l’art.  119.  Ainsi,  lorsque 
cet  astre  est  éloigné  du  méridien,  l’arc  parcouru  par  la  lunette  supé- 
rieure, divisé  par  le  nombre  des  observations}  donnera,  comme  ci- 
dessus,  pour  quotient  \in  arc  moyen  qui,  eu  égard  à l’uniformité 
de  la  marche  dé  l’astre  pendant  de  pebts  intervalles  de  temps , de  8 à 
lo  minutes,  par  exemple,  sera  la  distance  au  zénith,  pour  l’instant 
moyen  entre  ceux  de  toutes  les  observations.  En  mettant  l’un  après 
l’autre  en  contact  avec  le  fil  horizontal  les  bords  supérieur  et  infé- 
rieur du  Soleil,  en  sorte  que  le  fil  vertical  pas^  le  plus  prés  possible 
du  milieu  du  disque  de  cet  astre,  la  distance  trouvée  sera  celle  du 
centre  du  Soleil  au  zénitli.  * 

observations  de  ce  genre  devant  être  faites  dans  le  moins  de 
temps  possible,  on  sc  contente,  pour  éviter  des  longueurs,  de  lire  les 
arcs  parcourus  par  la  lunette  supérieure  apres  4,  6 T S ou  lo  observa- 
tions, selon  les  cas.  Les  distances  zénithales  s’obtiennent  ^très-rapide- 
ment k Taide  d’un  cercle  à niveau  fixe  (arty  122).  , ^ 

T/orsqii’on  observe  une  étoile  qui  u’es^^pas  de  première  grandeur, 
on  évite  de  la  mettre  à l’intersection  des  fils,  parce  qu’il  pourrait  ar- 
river qu’elle  fût  entièrement  cachée,  et  qujelle  ne  se  troaivét  pas  exac- 
tement dans  l’axé  optique;  mais  on  la  place  derrière  le  fit  h^ztintal , 
le  plus^rè»  possible  de  tel  axe'tét  succé.sMèei»eu0i  droite  etjf  gauche 
du  fil  vertical,  par  la  raison  donnénâ  l’art.  120.  ‘ ^ 

Pendant  le  crépuscule,  et  avec  de  fortes  lunettes,  on  observe  aisé- 
ment les  étoiles  de^seconde  grandeur;, il  arrive  cependant  quelquefois 
qii’elleS  disparaissent  avant  d’étre  entièrement  soi:^e  fil,"  qjlan^' leur 
lumière  est  extrêmement,  faible.  Cet  inconvénient  a égalédient  lieu 
lorsque  l’on  jiointe’sur  une  flèche  très-aigjjé.,, Alors  les  observations 
sont  trop  incertaines  pour  en  tenir  compte.  *■  ^ *' 

Quand  on  observe  pendant  la_  nuit,'  oti  adapte  ordinairement  un 
réflecteur  V {PI.  ///)  à la  lunette  .supérieure,  pour  éclairer  les  fik  du 
côté  de  l’objectif,  afin,  qu’ils  paraissent  en  noir  sur  un  tbndjçlair. 
(ie,  réflecteur  est  formé  d’une  petite  plaque  de  métal  percée  ellipti- 
quement, argentée,  et  disposée  convenablement  pour  réfléchir  dans 
la  lunette , les  rayons  de  lumière  qui  proviennent  de  la  bpugie  Atta- 
chée'à  la  fourchette  de  Tinstrument.  Un  petit  disque  d’iVoire  placé  en 
•"*  a5,. 
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avant  de  l’objectif  fait  le  même  office;  mais  il  est  préférable  d’éclairer 
les  fils  par  une  ouverture  pratiquée  au  milieu  de  la  lunette,  et  près  de 
laquelle  se  trouve  intérieurement  le  réflecteur. 

Lorsqu’un  astre  est  près  du  zénith,  il  est  presque  impossible  de  l'ob- 
server directement.  Dans  ce  cas,  l’on  adapte  à l'oculaire  un  verre 
prismatique,  qui  a la  propriété  de  faire  voir  l’astre  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  limbe.  I>es  observations  astronomiques  seront  l’objet 
du  Livre  cinquième. 


V 


^ * 
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CHAPITRE  l\. 

U 

• » 

|>E  LA  CORHECTION  A FAIRE  AUX  ANGLES  MESURÉS  AVEC  LF.  CERCLE 
BÉPÉTITEDR,  A HAISON  I>E  t.'E*CFI»TRlCITli  DES  LIINETTF». 


128.  Quoiqu’on  ne  soit  plus  dans  l’usage  de  rendre  les  deux  lu- 
nettes excentriques,  nous  allons  cependant  donner  la  formide  de  cor- 
rection qui  convient  à ce  cas  général.  . 

Nous  avons  déjà  dit  que  l’excentricité  d’une  lunette  est  la  distance 
de  son  centre  à l’axe  de  rotation  du  limbe.  Soit  CE  = e (Jî".  1 8 ) l’ex- 
centricité de  la  lunette  supérieure;  CD  = e'  l’excentricité  de  la  lu- 
nette inférieure;  D la  distance  de  l’objet  à droite;  G celle  de  l’objet  à 
gauche;  et  supposons  toujours  que  les  divisions  du  limbe  se  lisent  de 
gauche  à droite. 

Lors  de  la  première  observation  d’un  angle  entre  deux  «bjets  A , B, 
la  lunette  supérieure,  fixée  sur  zéro,  a la  position  AE,  et  la  lunette 
inférieure  est  dirigée  suivant  BU.  Pour  faire  la  deuxième  observation 
conjuguée,  on  amène  cette  lunette  inférieure  sur  l’objet  de  droite,  en 
faisant  tourner  tout  l’instrument  sur  son  axe;  et  l’on  dirige  la  lunette 
supérieure,  rendue  libre,  sur  l’objet  de  gauche,  en  sorte  qu’elle  prend 
la  position  BE'.  Or  il  est  visible  que  cette  lunette,  à la  fin  de  la  se- 
conde observation,  a décrit  une  quantité  angulaire  égale  à la  somme 
des  angles  ECE',  DC1>. 

Cela  posé,  si  l’on  désigne  par  x l’angle  cherché  BCA , et  par  m l’arc 
DD'  -t-  El'  parcouru  sur  le  limbe , la  mesure  de  l’angle  DGF  sera' 


elle  sera  encore 


7 = ACE -^-BCU  +x; 
y = BCE'  -t-  ACD'  — x -t-  m; 
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mais  VII  la  petitesse  des  angles  ou  des  parallaxes  a.,  a',  (î, 


ACE  — t oo*  — a = I oo*  — ^ , 

BCD  = loo  — |3  = loo  — 

BCE'  = lao  — ^'=  loo  — , 

1 • f’ 

ACD'=ioo  — a'=ioo  — 

ainsi,  après  avoir  égalé  les  deux  valeurs  de  j'y  simplifié  et  réduit  en 
secondes(art.  91),  on  aura,  pour  la  correction  cherchée, 

• 2 2DsiD  I* 

laquelle  s’ajoutera  à Tangle  donné  immédiatement  par  rinstrument , 
pour  avoir  le  véritable  angle  de  position  ACB. 

Caitte  formule,  qui  est  générale,  nous  apprend,  i°  que  si  les  deux 
excentricités  sont  égales  et  opposées , comme  dans  la  PI.  III,  la  cor- 
rection est 'nulle;  a"  que  si  les  deux  excentricités  sont  égales  et  du 
même  côté,  cette  correction  est,  abstraction  faite  du  signe,  double  de 
celle  qui  a [ieii  quand  la  lunette  siqiérieure  n’est  point  excentrique. 

Il  faut  pourtant  prévenir  qu’il  est  très-rare  que  l’on  soit  obligé  de 
corriger  les  angles  mesurés,  de  l'excêntricitc  des  lunettes;  parce  que 
cette  correction  est  d’autant  plus  petite,  que  les  côtés  des  triangles 
sont  plus  grands.  Delambre,  qui  n’a  donné  cette  correction  que  pour 
le  cas  où  e = O,  Ta  réduite  en  table,  en  supposant  successivement 
e'  = — i6,  = — i8,  = — ao  lignes  [voyez  à ce  sujet  la  page  loa  de 
la  Base  du  Système  métrique  décimal,  tome  I) . • 

Quant  aux  distances  zénithales,  elles  ne  sont  point  affectées  de 
Tcflèt  de  l’excentricité  de  la  lunette  supérieure,  comme  nous  l’avons 
déjà  fait  remarquer  (art.  120).  Mais  ces  distances  pourraient,* malgré 
tout,  pécher  par  défaut,  d’une  quantité  constante  sans  qu’on  s’en 
aperçût.  Cela  arriverait  infailliblement  si  la  lunette  supérieure  était 
, décentrée,  c’est-à-dire  si  Tanneau  qui  la  retient  à Taxe  du  Kmbe  avait 
un  petit  jeu  à l’égard  de  cét  axe.  Cette  erreur  du  centrage  ne  peut 
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avoir  lieu  dans  les  cercles  de  Reichenbach  et  de  Gauibey , parce  que , 
d'une  part,  l’axe  dont  il  s’agit  est  conique,  et  que,  de  l'autre,  la  Iti- 
iietie  se  trouve  toujours  en  contact  immédiat  avec  cet  axe,  par  l’effet 
d'un  petit  ressort  qui  tend  saiis  cesse  à la  faire  avancer  vers  le  plus 
gros  bout.  Cependant  les  cercles  à axé jSonique.et  de  grandes  dimen- 
sions ne'sonf  pa^^ujoilrs  exempts  d'une  erreur  constante,  provenant 
d’une  antre  cduse , akiM  que  nous  l’avons  déjà  dit  (art. 

Faisons  voir,  par  un  exemple  .numérique , l’effet  peu  sensible  de 
l’excentricité  de  nos  cercles  actuels,  et  supposons  pour  cela  e = o, 
e'  = — 10  lignes  = — o“,o45a,  D = a/Jooo™,  G = aSooo"";  là  for- 
mule ci-dessus  se  réduira  à 


de- 


^ a iPsini’ 


iG  sin  I 


.•i 


log  |e'  = 8,3541  . 

c.logsini'  = S,  8039 

4,  i58o  4)  iSbo 

c. log  O = 5,6198  L'.log G = 5, 60a I 

log  1"  terme  = 9,  7778  log  a*  terme  = 9,  760 1 
i”  terme,  -f»o*,5995 
a*  terme,  — o ,S'j56 

'/•,  Correction -t- o',oa3g  * 


Ainsi  la  correction  d'excentricité  serait,  dans  ce  cas,  de  o‘,oa  de  la 
division  centésiiimie,  et  sans  doute  bien  au-dessous  de  l’erreur  de  l’ob- 
servation. 

Il  est  facile ^de  reconnaître  que  l'effet  de  l’excentricité  des  deux  lu- 
nettes sur  les  trois  angles  d’^n  Mangle  se  réduit  à zéro;  car,  en  dési- 
gnant par  a,  b,  des  côtés  d’tin  triangle,  l’effet  de  l’excentricité  sur  * 
chacun  de  ses  angles  sera  f , » 


•f. 

' pour  l’angle  A, 

• pour  l’angle  B, 

• . pour  T'angle  C, 
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d’où  l'on  voit  que  ces  trois  valeurs  étant  minies,  se  réduisent  à 
zéro. 

Dans  les  théodolites  de  Gambey  à deux  cercles  gradués , et  dont  les 
divisions  se  lisent  de  gauche  à droite,  la  lunette  attachée  au  cercle  vei^ 
ti»'al  a une  assez  forte  excentricité  k l’égard  du  centre  du  cercle  hori- 
zontal, considéré  comme  celui  de  l’angle  à mesurer  ; mais  comme  cette 
lunette  est  douée  d’un  mouvement  complet  de  rotation  verticale,  on 
peut  annuler  la  correction  d’excentricité  par  le  procédé  que  voici: 

D’abord  on  mesurera  une  première  fois  un  angle  en  ayant  la  lunette 
à droite  et  commençant  par  pointer  sur  l’objet  de  droite;  |>uis  une  se- 
conde fois,  en  ayant  la  lunette  à gauche,  et  finissant  par  pointer  sur 
l’objet  de  gauche.  En  continuant  ainsi  un  nombre  pair  de  répétitions, 
le  multiple  de  cet  angle,  lu  sur  le  limbe  et  divisé  par  ce  même  nombre 
de  répétitions,  sera  exactement  l’angle  simple. 

•Si  cependant  l’on  était  dans  la  nécessité  d’observer  en  ayant  cons- 
tamment la  lunette  du  même  côté,  la  correction  d’excentricité  à appli- 
quer à l’angle  mesuié  aurait  pour  expression 

^ (oiin T;  ~ r.sim*)  ’ 

selon  que  cette  lunette  serait  à drbite  ou  à gauche  de  l’observateur. 


Digilized  by  Googlç 


LIVRE  TROISIEME. 

V 

. * 

— Aj— _ 


CHAPITRE  V. 


, . I 

. 

<t'ÿ'  O*-.’ 


DK  LA  BÉDUCTIOS  DES  ANGLES  D ItS  PLAN  A l'N  AtlTBE  PLAN.  , 


Réduction  à ïliorizon. 


« 

'4f- 


129.  Quand  les  angles  de  position  ne  sont  pas  situés  dans  le  plan 
horizontal  mené  par  lê  lieu  de  l’observateur, 'et  que  les  lunettes  de 
l’instrument  dont  on  se  sert  restent  constamment  parallèles  au  limbe, 
comme  dans  les  cercles  répétiteurs,  ces  angles  de  position  doivent  être 
réduits  à l’horizon  de  leurs  sommets  respectifs.  Les  éléments  de  cette 
réduction  sont,  pour  .chaque  angle,  les  distances  zénithales  des  deux 
objets  observés.  4 _ ’ 

Soit  t {fig.  19)  lineénith  de  l’obseevateur,  qui  du  point  C a observé 
l’angle  UCA  incliné  b l’horizon  B'CA'.  Cet  angle  aura,  pour  projection 
horizontale , l’angle  B'CA'  qu’il  s’agit  de  trouver et  qui  est  formé  par 
les  plans  verticaux  ACA',  BCB',  dans  lesquels  sont  ÿtués  respectivement 
les  signaux  AA',  BB'.  Mais  l’angle  B'CA'  est  le  même  que  l’angle  sphé- 
rique à du  triangle  zab  formé  par  trois  arcs  deg^j^pdcercle,  dont  l’un 
za  est  la  distance  au  zénith  de  l’objet  A;  l’autre  z^la  distance  au  zénitli 
de  l’objet  6;  et  le  troisième  ab,  la  mesure  de  l'angle  observé  BCA. 
Donc,  si  d,  d' sont  les  distances  au  zénith  connues  za,  zb,  et  que  C 
soit  l’angle  de  position  BCA,  on  connaîtra  tès  trois-  côtés  du  triangle 
^bérique  abzj  ainsi,  en  se  conformant  à la  noUtion  actuelle,  l'angle 
Z sera  donné  par  la  formule  de  l’art.  74,  savdir:  ' 

^ N 


HD  Y — — . L . * 

♦ -T  SiüPSlDO 


I. 


36 
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J désignant  la  somme  des  trois  côtés  C,  d,  d',  et  le  rayon  des  tables 
étant  égal  à l’iinité.  ^ j 

•Soient 


angle  de  position,  C=  65‘,456 
dist.  zénithale  de  , d = 86  ,a5o 
dist.  zénithale  de  B,  d'  = *85  ,4oo 
on  aura  somme  s = iZ’j  , io6 

I somme  -=ii8,553 

d=  86,a5o 

- — d = 3a  ,3o3 

a ' 


II8S553 
d'  — 85  ,4oo 
i-d'=  33,t53; 


et  l’opération,  jwr  les  logarithmes,  sera 


log  sin  — d ^ = logsin  3a«,3o3.  . . g,6865639 

log  sin  d'^  = log  sin  33 , 1 53.  . . g.ôgGSTaa 

compl.  log  sin  d 0,0103095 

compl.  log  sin  d' 0,01  i5aa4 

. log  sin’ J 2 - 19,405  ia8o 

moitié,  ou-  log  sin  J 2 ; . 9,7036640  = 33‘,639a; 

ainsi,  la  projechon  de  l'angle  C,  ou  cet^^angle  réduit  à l'horizon 
= 67',a784- 

II  est  bien  rare  que  les  distances  au  zénith  soient  aussi  petites  que 
dans  l’exemple  ci-dessus;  et  si  elles  ne  différaient  de  l'angle  droit  que 
de  a ou  3 grades,  la  formule  précédente  deviendrait  trop  pénible  à 
calculer,  pour  avoir  avec  exactitude  la  projection  de  l’angle  observé. 
En  général,  il  vaut  mieux  chercher  la  réduction,  qui  n’est  ordinaire- 
ment que  de  quelques  secondes , et  qui  s’obtient  par  la  formule  sui- 
vante : ' 

X = ‘-sin  t'[aoo*  — (d-t-d')]’  tang‘0  — ^sin  i'(d  — d'j’cotiC; 
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c’est-à-dire  par  celle  (a')  de  l’art.  96,  dans  laquelle  on  a mis  100*  — à 
pour  a,  et  loo*  t-  pour  /î;  ou  bien  par  celle  (i)  du  même  art. , si 
les  angles  a,  j3  sont  plus  grands  que  3 grades. 

Supposons  qu’un  angle  observé  ait  ]>oiir  valeur  C = 66^,9653  , et 
qu’il  soit  compris  entre  deux  objets  dont  les  distances  zénithales 


soient 

â = 

98‘,a53o 

(?'  = 

t)9  ,o5a5 

on  aura 

& = 

177  ,3o55 

par  suite 

II 

1 

0 .7995 

aoo*'— 

(d-t-  0'')  = 3,6944' 

= p,  (à- 

: 0,7994'  = q. 


I"  terme  positif. 
log|sin  1 = 3,59406 
a logp  = 8,8609a 
logtang  J-C  =9,681 1 t 

-f  a,  1 3609  = 1 36", 83 
— 5a  ,3o 


2**  terme  négatif. 

log|sin  t'  = 3,59406 
a log  q = 7,8o55a 
log  cot  jC  = 0,31889 

• — t, 71847  = 5a', 3o; 


réduction -f-  84  ,53 

angle  de  posiHon. . . . 56*,965a  ,00 
angleréduitàrhorizon,  56‘,9736  ,53  (*). 


Le  calcul  de  cette  réduedon  s’efifeettte  aussi  au  moyen  des  tables  1 
et  II , qui  se  trouvent  à la  fin  de  cet  ouvrage,  et  qui  sont  indépendantes 
des  logarithmes.  La  première  a pour  argument  l'angle  observé  ,*’c’est- 

à-dire  le  nombre  qui  sert  pour  entrer  dans  cette  table,  et  vis-à-vis  dii- 

». 


(*)  Il  CM  évident  que  si  l’on  s’était  servi  d’un  cercle  divisé  en  36o  degrés , et  que  les 
valeurs  de  ^ et  f fussent  exprimées  en  secondes  sexagésimales,  il  sufSrait  de  rem|iiarer, 
dans  les  deux  termes  ci-dessus , le  log  constant  3,59{o6  par  log  7 sin  i'  = 4,o835 1 . 

a6.. 
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quel  on  trouve  un  des  facteurs  des  termes  de  la  réduction.  La  seconde 
table  a pour  argument  aoo'  — (c?  + <?')  ou  — tf' , et  donne  les  autres 
facteurs  des  termes  dont  il  s’agit. 

Par  exemple,  avec  l’angle  observe  qu’on  vient  de  réduire,  les  co- 
lonnes de  la  table  I,  intitulées  tangentes  et  cotangentes,  donnent,  en 
termes  concrets, 

-1-  — i3a',7t; 

et  avec  les  angles  aoo*  — -t-  <?')  et  o'  — d' la  table  II  donne  les  deux 

autres  facteurs  en  nombres  abstraits , savoir: 

4,48,  o,3q4; 

multipliant  respectivement  par  ceux-ci  les  deux  précédents  et  opérant 
par  la  règle  abrégée , qui  est  très-connue,  les  deux  termes  de  la  réduc- 
tion seront 

-4- 1 36*, 8a,  — 5a',a9; 

réunissant  ces  deux  produits,  qui  sont  toujours  de  signes  contraires, 
on  aura  enfin , comme  ci-dwsus , pour  la  réduction  totale , 84", 53. 

Des  tables  toutes  semblables,  calculées  dans  le  système  sexagésimal , 
ont  été  données  pour  la  première  fois  par  Delambre,  qui  les  a repro- 
duites dans  la  Base  du  Système  métrique  décimal:  quand  on  voudra 
en  faire  usage , et  qu’on  aura  observé  un  angle  avec  un  cercle  divisé 
en  grades,  on  réduira  cet  angle  en  degrés,  ainsi  qu’il  suit; 

Soit  proposé  de  convertir  en  degrés  sexagésimaux 


l’angle  de.  loi'jGfigôo 

on  retranche  le  dixième.  . 10,1669,50 

on  a pour  reste  en  degrés  et  décimalcs .-  . . . 9i®,5oa53o 

multipliant  la  fraction  par  60,  on  obtient.  ......  91  3o',-i53 

multipliant  encore  la  fraction  décimale  jiar  60,  il  vient 

enfin  en  degrés,  minutes,  etc 9i“3o'9",  18. 


S’il  s’agissait  de  résoudre  le  problème  inverse,  on  s’y  prendrait  de 
la 'manière  suivante.  Pour  convertir  en  grades,  par  exemple,  l’angle 
de  9i“3o'9',  18,  on  réduit  les  secondes  en  fractions  décimales  de  mi- 
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nutes,  en  clivisnnl  9",  1 8 par  60 , et  il  vient 9>°3o'>  i S3 

on  rwliiit  les  minutes  en  fractions  décimales  de  degrés, 

en  divisant  de  inénie  par  60,  et  l’on  trouve 9i®,5oa55 

on  ajoute  le  neuvième •.  10,16695 

et  l’on  a en  grades , ioi*,G695o 


Ces  deux  régies  sont  évidemment  fondées  sur  ce  tpic  le  grade  est  au 
«legré  dans  le  rapport  de  10  à 9.  I.es  Tables  Irigonnmélriiiiics  décimales 
de  Borda  sont  terminées  par  une  table  de  conversion  de  ce  genre,  qui 
n’exige  que  de  simples  additions. 

Lorsque  les  distances  zénithales  doivent  t-tre  employées,  comme 
dans  l’e-xemple  précédent,  pour  réduire  U>s  angles  à l’horizon,  il  est 
nécessaire  qu’elles  soient  observées  avant,  ou  immédiatement. après 
CCS  derniers,  afin  qu’elles  se  rap|vorteut  autant  que  possible  aux  mêmes 
circonstances  atmosphériques , quoiqu’une  erreur  de  plusieurs  se- 
condes soit  à cet  égard  de  peu  d’importance. 

On  conçoit  aisément  que  loi'sque  les  trois  angles  d’un  triangle  sont  ré- 
duits à l’horizon,  ils  représentent  ceux  d’un  triangle  sphérique  dont  les 
côtés  sont  compris  entre  les  verticales  des  trois  signaux  observés,  si 
toutefois  les  observations  ont  été  faites  dans  l’axe  même  de  ces  si- 
gnaux : autrement  il  faudrait  réduire  les  angles  horizontaux  aux  centres 
des  stations,  afin  qu’ils  jouissent  de  cette  propriété;  c’est  ce  que  nous 
enseignerons  bientért.  . 

Rcditction  des  angles  liorizofitaux  aux  angles  des  cordes. 

130.  Il  est  peu  de  praticiens  qiü , à l’exemple  de  Delamltre,  ré- 
duisent les  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes  formés  par  les 
trois  cordes,  pour  déterminer,  par  le  moyen  de  ceux-ci,  les  distances 
respectives  des  objets.  Cette  méthode,  qui  a tout  le  degré  d’exacti- 
tude que  l’on  peut  tlésirer,  mais  vpii  est  trop  longue,  exige  que  l’on 
réduise  d’abord  les  angles  horizontaux  aux  angles  des  cordes,  et  que 
l’on  substitue  ensuite  h la  ligne  geodésiijue , prise  pour  base,  la  distance 
rectiligne  q\ii  joint  ses  extrémités  {art.  108).  De  ces  deux  problèmes,  le 
premier  est  le  seul  qui  nous  intéresse  pour  le  moment , et  se  trouve  ré- 
solu à l’art.  64  : car  soit  le  triangle  sphérique  .VBC  {_fig.  ao)  qu’il  faille 
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rtkluire  au  triangle  rectiligne  A'B'C';  sia,  h,  c sont  les  côtés  du  pre- 
mier, opjmsés  aux  angles  A,  B,  C,  et  a’,  b',  les  côtés  du  second, 
opposés  aux  angles  A',  B',  C';  que  du  point  C,  comme  centre,  on  di'*- 
crive  avec  un  rajon  = i,  les  arcs  s'a',  s'^',  a'p',  et  qu’on  mène  aux 
arcs  A,  a les  tangentes  ou  les  horizontales  CT,  CT';  l'angle  de  dépres- 
sion T' CB,  formé  par  une  corde  et  une  tangente,  aura  pour  mestire  -J  a, 
ou  la  moitié  de  l’arc  connu  AC.  De  même  l’angle  de  dépression  TCA 
sera  = -JA. 

(ielaposé,  l’arc  s'^'  = ioo*  — Ta,  Tare  s'a'  = loo*— et  l'angle 
horizontal  TOT'  est  donné;  ainsi  dans  le  triangle  sphérique  on 

connaîtra  deux  cotés  et  l’angle  compris  ; reste  donc  à trouver  le  troi- 
sième côté  a' (5',  ou  l’angle  C'  qui  est  l'angle  horizontal  réduit  à l’angle 
des  cordes.  Mais  sans  faire  usage  de  la  formule  dé  l’art.  64,  laquelle 
serait  d’aillcin's  peu  propre  à donner  l’angle  cherché  avec  précision , 
vu  la  petitesse  de  a et  de  A,  il  est  clair  que  la  question  à résoudre  est 
précisément  l’inverse  de  la  précédente.  Si  donc  on  dénote  par  u la  ré- 
duction cherchée,  et  par  C l’angle  horizontal  connu,  on  aura  (art.  96, , 

et  à cause  de  — a = — fi  = 

i’  ‘ 2 


w = — tangTCsin  ^ cotTCsini", 


formule  dans  laquelle  a et  A sont  toujours  de  même  signe.  Pour  en  faire 
l’application,  il  iaut  commencer  par  calculer  approximativement  les 
côtés  des  triangles  considérés  comme  rectilignes,  en  supposant  que  les 
observations  ont  été  faites  aux  centres  des  signaux,  ensuite  convertir 
les  côtés  a et  A en  minutes  centésimales. 

Si,  pour  se  conformer  aux  notations  ultérieures,  on  désigne  a par 
K,  et  A par  R',  et  qu’on  représente  par  G la  longueur  du  grade  moyen 
(Mjur  le  lieu  où  l’on  opère;  ces  arcs  seront  convertis  en  minutes  centé- 
.simales,  partes  formules 


too'.K 

; —g—  , 


, roo'.R' 

? = —c~- 


-Mais  cette  conversion , pour  l’objet  qu’on  se  propose,  sera  sufiisam 
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ment  exacte  eu  suppo!>ant  la  Terre  sphtî-rique,  et  par  conséquent  G lU- 
loo  ooo  mètraa;  donc  alors  i , « . • / . 


K J'  * '• 


'•  ? = rrrr..  Ç??* 


i 


looo’  ■ Jf'  ' lOOO’ 

■'r  • J.. 


Siipposon^  par^exemplef  '-'r  ■ ' 

\ 1^  =a4't<>'", 

* . f **  R*:=:  aSg'do™, 

» • 

et  l’angle  observé  réduit  à l’horiïon  , ou 

C ='68',o3346; 

on  aura  ^ 

y = a4',ii,  9'  = a5',93; 

et  par  suite 

• ■ ^ -,  ï-'  ou  P = la'.oS 

• \ ^ ou  P'  = la  ,96 

' ^ g 

P + r = a5,oi 
P — F = 0 ,91. 

Maintenant  avec  les  nombres  P-t-P',  P — P',  on  trouvera  dans  la 

table  II , les  facteurs o ,039  o,uoo 

avec  l’angle, horizontal  68", o3.  . . ou  *' 
trouvera  dans  la  table  I et  aux  co- 
lonnes intitulées  /ang,  cot, — 37’, 68 -h  107*, 65; 

multipliant  ces  qiuntités  par  ordre,  un 

aura,  pour  le  premier  et  le  deuxième  ^ 

terme  de  la  réduction — i'i47  'o'ik). 

Or,  l’angle  horizontal C = 68‘,o334,6o 

donc,  Rangle  réduit  au  plan  des  cordes , 

ou-  * C' = 68»,o333,73. 

r 

Delambre  a employé  celte  méthode  dans  le  calcul  des  triangles  de 
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la  méridienne.  Nous  reviendrons  sur  ce^sujet;  cependant  nous  ferons 
observer,  pour  le  inoinent,  que  l’évaluation  des  arcsj’n  minutes  s»- 
ferait  avec  plus  de  précision,  si  l’on  connaLssail  leur  véritable  rajon 
de  courbure;  mais,  dans  l’ignorance  r>ù  l’on  est  à cet  égard,  il  convient 
de  prendre  le  degré  de  la  s])bcrc  dont  la  surface  s’écarte  peu  de  celle 
de  la  Terre,  dans  le  lieu  de  l’obsop'ation.  Or  on  verra,  jiar  la  suite, 
que  le  degré  moyeu  considéré  comme  la  36o"  partie  de  la  , circonférence 
entière,  est  à peu  près,  en  France,  de57oi5'  = D;  en  sorte  que  le  rayon 

de  la  Terre  exprimé  en  même  mesure,  ou  f r s=  3,  i4i59a 

étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon.  11  est  clair  que  l’on 
a aussi  P = puisque  les  arcs  semblables  sont. proportionnels  à 

leurs  rayons. 

Partant , 

log  rayon  en  toises  » 6,5i4i  1 17  ’♦ 

.ajoutant  le  logarithme  constant 0,2898300 

on  a log  rayon  en  mètres  = l3,8o3<)3i7; 


résultat  qui  dilTere  peu  de  celui-ci  6,8o388oi , que  l’on  trouve  en  con- 
sidérant le  quart  du  méridien  sphérique  de  10  millions  de  mètres. 


Réduction  d un  angle  pris  dans  un  plan  à 
à l’horizon. 

« 

131.  Le  centre  de  l’instrument  et  le  point  de  mire  n*étant  pas  ordi- 
nairement les  mêmes  dans  chaque  station , c’est  ce  qui  est , fin  partie , 
cause  que  les  trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  diffèrent  de  deux 
angles  droits.  Si  donc  l’on  ramenait  au  plan  ;Jfes  trois  centres  des  sta- 
tions les  angles  observés  entre  les  sommets  des  signaux,  ces  angles 
ainsi  corrigés  serviraient  à faire  juger  du  degré  cTexactitude  des  obser- 
vations; mais  la  réduction  dont  il  s’agit  pourrait  aussi  faire  connaître 
l’effet  de  la  réfraction  terrestre  sur  les  angles  observés.  , 

Soient  deux  signaux  KM,  BB'  {Jig.  iqj-observés  du  signal  Si 
G,  a',  b'  sont  les  centres  des  stations,  et  que  l’on  ait  relevé  l’angle 


autre  plan  int^é 
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ACB  = c;  l’angle  a'Qhf  sera  dans  le  plan  des  stations,  et  l'excès  de 
l’angle  horizontal  sur  l’angle  observé  sera , tl’aprés  l’art.  96, 

X = col\c.  (i) 

L’angle  a'Cly  étant  très-peu  différent  de  ACB , on  aura  de  même 


a:' =p'Mangi  £•  — ç’’ coti  c,  (a) 

x'  désignant  aussi  l’excès  de  l’angle  horizontal  sur  l’angle  a'Cb'. 
Maintenant  il  est  évident  que  puisque  ACB  + x = a'Cl/  ■+■  x',  on  a 
a'Cb'  - ACB  = x-x'-. 


ainsi,  les  équations  fi)et  (a)  étant  soustraites  l’une  de  l’autre,  il  viendra, 
|Hiur  l’expression  de  la  différence  cherchi'*e , 

X — x'  = {p‘  — /)")  tang  \ c — (<1^  — (jr”)cot4c.  (3)  * 
Mais  si  les  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  C les  hauteurs  Ka‘, 
BZ>'  sont  représentés  par  dH,  dlT,  les  hauteurs  angulaires  des  points 
de  mire  A et  U au-dessus  de  l'horizon  étant  toujours  désignées  par 
H,  II',  on  aura,  par  rapport  aux  hauteurs  des  points  de  station  a',  b', 


= { (H  -t-  H')  - { (dH  -t-  dH'),  et  9'  = i (H  - H')  - i (dH  - dH' ). 
D’ailleurs  ' 


p = i(H-t-H'),  y=i(H-H'); 
et  si  l'on  fait  attention  que 

P»  - />"  = (p-t-p')(p- p’),  q'  - 9"  =‘(9“*-  9')  (9  - 9'); 
l’équation  (3)  deviendra , en  réduisant  en  secondes , 


X—  = i (5^^)  [H  4-  ir  - i (dH  -I-  dH')]  tang  { c, 
- i [H  - H'  - i (dH  - dH')]  cot  c. 


Cette  formule,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  peut  servir  à évaluer 
l’effet  de  la  réfraction  sur  l’angle  observé,  et  cela  en  y mettant  pour 
dH  et  dH'  la  valeur  de  cette  réfraction  déterminée  n priori  par  une  mé- 
thode que  nous  exposerons  au  chap.  xx  de  ce  livre;  mais  noii.s  ne 
donnerons  gpcun  exemple  numérique  à ce  sujet,  parce  que  les  besoins 
de  la  Géodésie  ne  le  réclament  mdlement. 


1. 
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CHAPITRE  VI. 


n£  LA  REDUCTION  DES  ANGLES  AU  CENTRE  DE  LA  STATION. 


Centres  visibles  et  accessibles. 


13S- Toutes  les  fois  ç[ue  Ton  observe  au  centre  même  de  la  station , 
on  a immédiatement  les  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point  les 
distances  qui  joignent  les^ extrémités  des  signaux;  mais  il  arrive  sou- 
vent que  l’instrument  ne  peut  être  placé  que  hors  de  l’axe  du  signal 
pris  pour  «entre  de  la  station  : dans  ce  cas,  il  est  néce^ire  d’y  réduire 
les  augles  observés. 

Soit  C {Jig.  ai)  le  centre  de  la  station,  et  ü celui  de  l’instrument,  ou 
le  sommet  de  l’angle  observé  AOB.  On  demande  la  mesure  de  l’angle 
ACB  qui  est  la  réduction  du  premier. 

Faisons  les  données  ‘ 


A0B  = 0,  BOC=j,  CO  = r,  BC  = G,'-AC  = D, 

•9 

et  l’angle  inconnu  ACB  = C.  * . * ^ 

Puisque  l’angle  extérieur  d’un  triangle  est  égal  à la  somme  des  deux 
intérieurs  opposés,' on  a,  par  rapport  au  triangle  CAO,  * 

•!>  ‘t  • 

V - • ' \ AJB  = O + lAO,  -J  : 

et  par  rapport  au  triangle  BIC,"  ’ > > 

AIB  = C -+-  CBO. 
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Égalant  ces  deux  valeurs,  on  obtient  ^ 

G = O -H  I.VO  - CBO. 

IViiii  autre  côté  Ton  a 

• r^Kr\  »-sin(0-t-r)  i /.orv  '•iinj' 

sut  CAO  = ■ — \r-^,  Sin  GBO  = -7—; 

• U O 

mais  les  angles  CAO,  CBO  étant  toujours  fort  petits,  leurs  arcs  peuvent 
être  pris  pour  leurs  sinus;  donc  la  réduction  en  secondes  est  « 


rwn(0-|-^)  rsin^ 
Dsîd  1''  (isio  t"’ 


{*) 


L’usage  de  cette  formule  très-simple  ne  peut,  dans  auctin  cas,  être 
embarrassant,  pourvu  que  Ton  ait  égard  aux  signes  de  sin  (O-t-/) 
et  de  sin  ainsi  le  premier  terme  de  la  correction  sera  positif  si 
Tangle  O jr  est  compris  entre  o et  200*,  et  il  deviendra  négatif  s'il 
surpasse  200*;  le  contraire  aura  lieu  dans  les  mêmes  circonstances, 
[luiir  le  second  terme  qui  dépend  <le  \' angle  de  direction  y. 

11  est  remarquable  que  D est  la  distance  de  Tobjet  à droite,  et  C,  la 
ilistance  de  Tobjet  à gauche.  Quant  à Tangle  _y,  c’est  toujours  celui 
sous  lequel  paraissent  le  centre  de  la  station  et  Tobjet  à gauche;  ainsi , 
quand  on  a mesuré  Tangle  de  position  AOB,  la  lunette  supérieure  est 
dirigée  sur  Tobjet  à gauche  B,  et  l’inférieure  sur  Tobjet  à droite  A ; 
alors  celle-ci  restant  fixe  sur  A , si  Ton  fait  mouvoir  la  lunette  supé- 
rieure dans  leseiKS  de  la  lecture  de  la  graduation,  jusqu’à  ce  que  son 
axe  réponde  au  point  C,  Tare  qu’elle  aura  parcouru  sur  le  limbe  sera 
la  mesure  de  Tangle  j,  qui  doit  toujours  se  compter  suivant  Tordre 
des  numéros  de  division  de  l’instrument,  et  dont  la  valeur  peut  aller 
depuis  O jusqu’à  4oo‘. 

Nous  supposons  ici  que  la  graduation  est  numérotée  de  gauche  à 
droite;  mais  si  elle  Tétait  de  droite  à gauche,  comme  sur  les  cercles 
allemands  et  quelques  théodolites  de  Gambey,  il  faudrait  changer  U 
en  G,  et  réciproquement,  dans  la  formule  (i);  parce  qiTalors  j serait 
Tangle  entre  Tobjet  de  droite  et  le  centre  de  la  station , mesuré  couMue 
il  vient  d’être  dit.  On  pourrait  aussi,  sans  opérer  ce  changement, 
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prendre  encore  pour_^'  l’angle  compris  entre  le  centre  de  la  station  et 
l’objet  de  gauche,  en  laissant  libre  le  limbe  pour  amener  la  lunette 
su|)érieure  sur  le  centre,  puis  arrêtant  le  limbe  en  ce  point  et  détachant 
la  nicme  lunette  pour  la  diriger  sur  l’objet  de  gauche.  En  effet,  l’arc 
parcouru  par  la  lunette  suivant  l’ordre  des  numéros  de  division  serait 
évidemment  la  mesure  de  l’angle  de  direction.  De  cette  manière  la  for- 
mule (i)  est  générale:  elle  se  réduit  à un  seul  terme,  lorsque  l’une  des 
distances  D,  G est  comme  infiniment  grande  par  rapport  à r;  ainsi, 
selon  que  A ou  B sera  le  centre  d’un  astre , on  aura  simplement 


C — O = - 


rsin/ 

Gsmi" 


OU 


C - 


rsin(0-f-/) 
Dsin  i" 


De  plus,  on  aurait  C — 0 = o,  si  À et  D étaient  deux  objets  cé- 
lestes,  OU  bien  si  A étant  un  astre  et  B un  objet  terrestre,  le  centre  O 
du  lieu  de  l’observation  était  en  même  temps  dans  la  direction  G,  et 
vice  versa,  auquel  cas  r = o,  oxij  = — O. 

Mais  sans  supposer  infinie  aucune  distance  D,  G,  on  peut  encore 
avoir  C — O = o ; alors 

sin/  

»in(0-(-j')  D’ 

et  comme  <lans  le  triangle  ABC , on  a 

sin  A sin  A G _ 

sin  B sin  ( -A -l-C)  D ’ 


il  s’ensuit  que 


sin/  sin  A 

sin{C-H/)  sin(A4-C)‘ 


Maintenant  développant  les  dénominateurs,  il  vient 

sin/  sin  A 

sin  C cos/ -I- cos  C sin/  sin  A cos  C -I- cos  A sin  C ’ 

ou  bien 


donc 


sin  C col/ -4- cos  C cos  C -t- col  A sin  C’ 

tang^  = tang  A = tang  (aoo*  -t-  A); 
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ce  qui  signifie  que  les  quatre  points  A , B,  C,  O sont  sur  une  même  cii^ 
conférence  de  cercle. 

Il  suit  de  là  que  pour  que  l’angle  réduit  soit  égal  à l’angle  observé , 
il  suflit  de  se  placer  de  manière  à ce  qtie  = A ou  = aoo*  \ , c’est- 
à-dire  sur  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  au  triangle  .\BC.  Pour 
éviter  tout  tâtonnement  à cet  égard , Delambrc  observe  et  démontre 
(page  a/ji  Détenu,  d'un  arc  du  inérid.)  que  l’on  peut  se  placer  sur  la 
tangente  au  cercle  ABC,  menée  par  le  point  Cet  le  plus  près  de  ce 
point  qu’U  sera  possible,  et  même  à plusieurs  mètres  sans  inconvénient  ; 
mais  pour  cela,  il  faut  conn.aitre  l’un  des  angles  A,  B,  afin  de  pouvoir 
déterminer  la  direction  de  la  tangente. 

133.  Si  plusieurs  angles  consécutifs  O,  O',  O",  O"  étaient  situés  dans 
un  même  plan,  oblique  à l’horizon , si  l’on  veut,  on  les  réduirait  tous 
au  centre  C,  à l’aide  d’un  seul  angle  de  direction  et  de  la  distance  au 
centre  r:  alors,  par  rapport  à l’angle  O',  l’angle  de  direction  serait 

y —jr  +0; 

par  rapport  à O", 

jr"  = y'  ->rO'  =x  + O; 

par  rapport  à ü*, 

y =f  -+-  O"  = J + O -t-  O'  H-  O". 

L’angle  O"  étant  censé  achever  le  tour  de  l’horizon,  la  réduction 
qui  lui  convient  doit  être  égale  à la  somme  de  toutes  les  autres  réduc- 
tions prises  avec  un  signe  contraire.  Pour  le  prouver,  soient  t,  £',  s",  i~ 
les  réductions  correspondantes  des  angles  O,  O',  O O"  ; on  aura 

-0  = 0 -t-  6 , C’  = O’  -4-  ï’ , C”  = O"  -t“  fi”,  f .*"  = O"  -t-  î", 
d’où 

C -t-  C’  -t“  C”  •+•  C”  = O -4-  O’  -4-  O ' -4“  O”  -4-  (t  -4-  é -4-  t”  -4-  t’’  ). 

Ur,  par  hypothèse,  les  angles  C,  C',...,  aussi  bien  que  les  angles 
O,  0',.,,,font  un  tour  d’horizon;  donc  l’équation  précédente  ne  peut 
subsister,  à moins  qu’on  n’ait 

< ' T-  t -4-  e"  -4-  t*  -4-  £*  = O ; 
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£"  = — (î  H-  e"). 

Eiiüii,  quand  môme  les  plans  des  angles  O',  O",...  seraient  difl'é- 
reinnient  inclinés  à l’horizon,  les  éléments  et  r pourront  seuls  être 
employés,  pourvu  que  l’angle  O soit  horizontal;  mais  avant  de  faire 
usage  de  la  méthode  actuelle,  il  faudra  ré<luire  à l’horizon  les  angles 
O',  O",...  Au  surplus,  quand  les  objets  sont  fort  prés  de  l’horizon  de 
l’observateur,  ainsi  qu’il  arrive  toujours  dans  les  triangulations'  du 
premier  ordre,  il  est  indifférent  de  réduire  d’abord  à l’horizon  l’angle 
observé,  ou  de  le  réduire  au  centre  de  la  station  pour  le  ramener  en- 
suite au  plan  horizontal.  * 

13i  Nous  avons  déjà  indiqué  la  manière  d’obtenir  l’angle  de  di- 
rection; cependant  il  est  utile  ici  de  faire  connaître  plus  particulière- 
ment le  procédé  (pie  l’on  suit  dans  cette  circonstance.  On  détache  la 
lunette  su|>érieure  pour  la  diriger  sur  le  centre  de  la  station,  en  fixant 
(feux  points  marqués  sur  le  haut  du  tube,  l’un  près  de  l’oculaire,  l’autre 
près  de  l’objectif;  mais  la  vis  du  réticule  et  celle  de  la  petite  pièce  cy- 
lindrique qui  entraîne  le  verre  ohj(x:tif,  ont  ordinairement  assez  de 
saillie  au-dessus  du  tidie,  pour  servir  de  points  de  mire. 

.Supposons,  pour  fixer  les  idé-es,  que  cette  lunette,  au  moment  du 
départ,  marque  et  (pi’arrmx  dans  la  direction  du  centre, 

apres  avoir  marché  de  gauche  à droite,  c’est-à-dire  suivant  l’ordre  des 
numéros  de  division  du  limbe,  elle  marque too45',Aa 

Qu’au  moyen  d’un  second  mouvement  donné  à la  même 
lunette , en  la  ramenant  sur  le  centre  de  la  station , elle  ré- 
ponde a i(X)45  ,a8 

Qu’après  un  troisième  essai  tout  semblable , elle  marque.  ioo45  ,do 

Frenant  le  ticTS  de  la  somme  de  ces  trois  quantités,  on 
aura ioo45  ,3o 

De  ce  nombre,  retranchant  celui  du  point  de  départ,  975 1 ,ao 

la  différence  sera  l’angle  de  direction  j- =a94‘,io. 

Il  faut  bien  prendre  garde,  à chacun  de  ces  essais,  que  l’instrument 
ne  se  dérange  ; on  s’assure  qu’il  a gardé  sa  position  primitive , lorsque 
l’axe  optique  de  la  lunette  est  restédans  la  direction  de  l’objet  de  droite  : 
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s'il  s’en  ('tait  écarté,  il  faudrait  l’y  rainenpr  en  tournant  la  vis  du  tam- 
bour, et  diriger  de  nouveau  la  lunette  supérieure  sur  le  centre  de  la 
station.  Qifclque  attention  que  l’on  prenne  pour  avoir  la  mesure  exacte 
de  l’angle  de  direction , il  reste  toujours  à cet  égard  une  petite  incerti- 
tude, mais  elle  n’est  d’ailleurs  d’aucune  conséquence.  11  n’en  est  pas 
de  même  de  la  mc^surc  de  la  distance  du  centre  de  l’instrument  à l’axe 
du  signal  : celle-ci  doit  être  prise  avec  beaucoup  de  soin,  et  l’on  peut 
se  servir  à cet  efl'et  d’un  cordeau  ejue  l’on  dirige  dans  le  sens  de  la  lu- 
nette supérieure  dont  l’axe  répond  au  centre  de  la  station. 

155.  Nous  ferons  remarquer  en  outre  que  si  la  lunette  supérieure 
était  excentrique,  il  faudrait,  à la  rigueur,  faire  une  correction  à l’angle 
de  direction  observé;  mais  les  cercles  actuels  en  dispensent. 

Pa.sson$  maintenant  au  calcul  de  la  réduction  au  centre,  et  pour 
cela  donnons  à l’équation  (i)  la  forme 


r r sin  ( O J')  »inj'^ 

sin  i"  I D G ’ 


en  faisant  « = C — O. 

Soit  l’angle  de  position 
l’angle  de  direction 
la  distance  au  centre 
la  distance  à l’objet  de  droite 
celle  à l’objet  de  gauche 
i"  terme  de  la  correction. 

c.  logsin  i*.  . - 5,8o388 
loge p,5ia8a 

e -t-  6,31670. 

log  sin  (O —9,89310 
<r.  logD 5,75627 

— 92*,483  — 1,96607 
première  partie ^ 

réduction.  ' . 

angle  observé 

angle  rédaitau  centre.  . 


0 = 48«,756, 

J'  — 294,1, 

r = 3"’,a57, 

D = 17528'",  logl)  = 4,24373, 

G = 20345,  logG  = 4,3o846. 

2*  leinîc. 

V . V a . — (>,31670 

Jogsin/.  . . . _ 9,99807 

t^.logG 5,69154 

4-  ioi‘,465  -t-  2,oo63i 

— 92  >463 

. . € = - -h  8 ,982 

. . O = 48*, 7560  , 

. . C=  48  ,7668  ,982 
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t>  calcul  suppose  que  les  distances  à l’objet  de  droite  et  à celui  de 
gauclie  sont  connues,  du  moins  par  approximation.  Ces  distances 
(jeuvent  se  prendre  sur  le  canevas  trigoiiométriqiie  dressé  d’apres 
une  échelle,  et  sur  lequel  les  angles  construits  à l’aide  d’un  rappor- 
teur représentent  ceux  de  position;  ce  qui  est  suffisamment  exact. 
Mais  on  évite  cette  construction  préliminaire  en  résolvant  tous  les 
triangles  supposés  rectilignes,  comme  si  les  observations  avaient  été 
faites  aux  sommets  mêmes,  après  avoir  toutefois  réduit  à aoo*  la 
somme  des  trois  angles  de  chaque  triangle  (art.  100).  Ce  calcul, 
dans  lequel  on  peut  n’employer  que  les  logarithmes  à cinq  décimales, 
s’effectue  avec  beaucoup  de  promptitude  (noyez  la  résolution  des 
triangles,  art.  150). 

La  réduction  au  centre  s’obtient  aussi  à l’aide  d’un  seul  terme;  en 
effet,  la  formule  précéilente  pouvant  s’écrire  ainsi 

-,  „ r.  G.  sini'o -)-/•) — r.D»in_r 

l.,  U — - 

et  le  triangle  ABC  \ Jig.  ai)  donnant 

..  D.sin  A 

sin(.\-)-C)’ 


on  a , à cause  de  O = C , du  moins  à peu  de  chose  près , 


D.sin  A 
siniA-t-O^’ 


et  par  suite 

C — O ou  £ = 


puis  développant  et  réduisant  en  secondes, 

rsin  O.sin  (A — y) 
* D.sin  A. tin  i' 


Quoique  cette  formule  soit  moins  rigoureuse  que  celle  dont  elle 
dérive,  elle  est  cependant  d’une  exactitude  suffisante.  Il  faut  bien  re- 
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w centiRàt'  Ou  laeâurerà  alors  l’aùgle  CÜB  =^'x>  ^ ^ distance  ’Oz  » 

uiM^iUera  Je  ra^n^Çz  pour  ^v>ir  CD 


' -?il  était  ÎBipos&ibl»  de  mesurer  le  r^yxijiou  la.circ«nférencedti  cercle  v 
T*T;  qn^mesurCrait  l’uue  de»  fanantes  0"J,  par  exemple , et  Kcm  aurait  * 


Oz  = 


• OT 


#.  % * ^ ^ • - •*  ‘•a.  • » ^ . 

puisque  toilte  tangente  au  cerole  est  oioyennd  propprlIoiinHie  eiitr^ 

la'sécanCe  eutiène  èt  sa,pahtie  'e<Xérieure.‘Le  Veste’de  l’opération < n’a 

uiaintsnant  aucune  difficulté.''  * .’  * • * ' 

11. est  k propos  ik  remarquer  qtie  Tonji  plus  slmplem^t  l'^ugJe^* 

. • tobhîj'ob /.•*».  ^ ^ \ , :*  ■ . '• 

9U  <»GB,= — 4 atnSi,  I on  lerâ  coincidar  cl  abcwa  l'axe  de  h * 

,'**  • «a  ”**-'*  ■ t 

■luqeUe  supérieure  avec  la  taiigeiite  UX,.*ensuitç  avec  b' tangente  <fr\ 

^ .l’tm,  tiendra  coWJitc , chaque  fois , du  nombre  de  degrés  marqué  par  ‘ 
cette  ïunBtte.  quf  doit  toiijoursiparclier'dans  lesens  de  ia^î^dtiaA^:. 
oti  ^^rera  ensuit^  cqnime  dans  i’arl.*  IS^,  pour  troqverj chacun  des' 
aiigle^’ttlB/  T'OBi'dôiit  la  dèn^oinme=^..  ^ — 

■Lprï^ue  l'on'sera  placé  dans  riiitérieur  d’une*  tp'ur  circulairejl^  on  • 
' fera  «n  sorte  qiie’  le  centre  ^de  yînstriiment  soit  sur  je  Ihüien  d^la  eordé  - 
qui  passe  par  ce  poiiU^et  U perpendiculaire  à cett«v.oordé'scra  ItTdirei»' 

1-  ' ' * ■ a8 
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,tioi»dn  centre  elfe  la  tour.  Tons  cé»  procédé*  soni^si  *ijuph»s,  qu’il  est 
inutile  d'insister  lijir  leur  dévelop|>emeiit.  . _ • * 

. . '•»  »• 

. • . Centres  invisibles'dûs  touts  h i)(isej!  pnlygniiahs.'  '* 

1 ^ • •'  - • •*»*.«* 

• • ' . •■*/.  " .... 
137.  Si_  l’on  était  en  dehors  de  la  tour  reoidhgulaie»  DD'\'y/g, 
en  Q par  exemple,  et  que  dé  ce  point  Toifpùl  voir  lés  extrémités  de 
l’une  des  diagonales  DIX,  dd',  on  aurait  l’angle  de  direction  COli 
par  k' méthode  suivante;  - * » ' . • * * , ", 

On  njenera  une  droite  pat'allele  à DD*,  en  partageant  en  parties  péo- 
. pOrtionnelles  les  côtés  OD,  OD*  du  triangle  ODIT,  et  le  milrcn  de  cette 
pa'ralléle  sera  sur  la'directron  OC;.'  • • ' . * , • • , 

. ‘Autrement,  on.  mesurera  éaactemeiit  l.i  droite  Op  perpeiuiiculairè  a 
WD'/'ainsi.que  la  partie  pm  comprise-  enti-e'Op  et  la  -jierpendiculaire 
Cmimasirtée.  abaissée  du  cr'ulrede  la  tour  sur  le  côté  d'f).  Comme('./« 
est  ccnse  Connu , /m  ama  mu  par  la  uroportiou  . » . a < ■'  . 

••:-c 

• • (Ju-y-tip  ' pin  y,  Ori,'.  mq.  • ■ 

. '*•  ' m * * * 

• 1 ✓ ‘ • • • 

..‘Ahisi  la' droite" O17,  dont  la  direction  est  inaintenatit  déterminée, 
passera  nécessalreaient'pihr  le'centrè  C;.oii  iiiesurcrâ  donc  Ou,  et  l'on 

• ■ V*.  • *•-.  V.'* 

aura  — ». 

• (?C  = tny,  ^ é*  •; 


et  eniin 


* 


r = Oijf  -t-  ^C. 


* A 


?.T 


Aiusi,  les  deux  éléments  <}c  la  réduction  de  Tanglc  observé  én  O se- 

font  connus.  * ^ ^ ' v,*  * • ^ 

* - • 

, Il  est  visible  que  ce  dernier  procédé  est  général^ur  tou»  les  poiy-« 

gones' réguliers,  soit  que  Ton  soit  placé  dans  rintérieur,i.soit  qiie 
l’on 'se  trouve *,au  •'dehors: -toute  la  difficulté  consiste,  lorsque  le 
centre  est  inaccessible^  à déterminer  rapothéme  C/n  du  [lolygone  qui 
Ventoitre,  et  c’est,  ce  que  la  Géométrie  enseigne  (wqrcz  aussi  su 


sur*  ce 


sjijet  le^Iénioire  de  Defarabre  sur  U détepimaUon  d'tin  arc  du  me- 

^■tHenY  * ■ • . “ . . \ ‘ /V  : ' 

. ...  f ■ ’ . . .. 
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pjjÇ-édcnt.  ..  » «ri  v.Hi  sXy/  - i * . ' 

— fVMiëntiqt).e  tmiTCe  'q'ui  jjÿenf  '^éWfiit  celativèAphr  tpttcS  , 

rondes 'OU  llplÿ'go^Âk^s  ,?s^^py^ie  nflSIHtt^’tnot^avx  po«A^»  ,Wf1i- 
rale^ui^earènt  entbsMi^asteV  \ . 

^ TaeÂ.  siffn^x^tAnnnftiinp&.*  Ahnmur«*hAfb}vw  An  Xd.  d 
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A*.h 


î^pilnylûs'H'èxactitiuU,  ^ . 

^e^Ÿ^iitc  <%f('tio4u>t  4>ie*à>ii^«  'illiisiw  (TbptiqA^  ^qiii  r^{il)t*^ 
Je  te.  que.  le  ï.’^ou.  visjel  ^rig^  liii  point  'O  ^ir  le  Inilittu  'appariqit  <l«- 
la'facnoM».qe-t5poçd  pas  lotljoui^  exâcttfm^t  à son  vVai  mllieii,.ainsr‘ 
qq’il  çs^arsé  jjé Vefi  cinvavhCB-»;  mais  carrgctioii  peut  toiijum'^^ 
ii^ligur,  paéca'qu’iEllf'tontjH-  au-dêss<A»s  de  l’errcpr  de  IVjbservatioq, 
suyout  ipiatid  les  cdt^déS'^ia'liglas  jgul  fort  grands.  . _ i i-  , • 

~ \ T'..  ' • 

. 159.  Qiiawl  liç*^§nalust  uqe  tour,  ronde  d iin  gra|id  diametif^et 
qiul'lé  oeptrê.  est  Je.  meme  ^iitvisibltf,  la'-coçrçt^on’e^t  un  peu,plus 
Jongue  à'calçtler,  par^qirij  Jasit'avgjr  a«c<*ir*  à robterva^on*  du 

. .soiefl.av  ' • 

. '"Spit,  «ans  eWte'uiitonstauQgJ  (»y_/fg.  a5f  le  vertical  .du  vSoleil  an 
i40Bient*de  l*oliServaflônyCMesf-à*dire  J’intorsecllon  da  l'borinpn  la 
toiirvAMB  avec  l'(*plJ|^  vçrtîcal  daps'leqoel  se  trouve  le  centr4^d|.ii  8o- 
Wl*MS  y s ieràl’^zii'nultlefirttt^lre  coiçpl^depuis  midi.,’  et  iè  demi  ' 
cerM>  \&tt,  dint  le  inilieili’es^,«seta  entièrement  _éclairé;  parce  ql|f 
les  ravo«s  lumine'inf  tangents  à Itrloiic'peus’ent  être  considérés  coniîne 
[W^léles.  MaisYotsét^teür  en  0/ très^éloigné  du  point  C, 
et  qui  vernsit  atras-^t  près  ra.dèmi-ç'éoonfÜrence  DPE  de  la  tour,  si 
alle^tait  asaez  éclafnüe,  n'en  vèri^  amoontr^re  de  bien  distincte  que 
.la  partie -Al^dont  le  mllieu'apparent  'es^p;  puisque  l'arc  -\D  est  dans 
l’oitjbre.  '•  >>*'  ••  " ' 

tCek  |>oSé,‘  lotâque'du  ppmt  O [’j'h  ôl^serte  rangje  èntre  iiq^gdal 
et  la  tour  li, "on  ^pointe  dans. la  direction  Op,^u  lieu  de  pointer  dans_ 
'_  *la  diracliçm  ôt"/;  on  .cEiniüel  Jonc  fernDuij,aBgiilaire  CXDp-=  9 qajl 
s’agit  d'évaRier.  Otsi^’on  ^(■ÿgue  |>ar  p l’angle  t)CS  antre  A*  Solrtl  ei 


•Jk%% 


’trAitë  de  géobésie. 


la  siaiion  0,*|)ar0là  dQitajicc  OC  ijiu  diffère ettrèmenltnt  peu  deO’A-, 
par  « l'aogle  AOp  moitié  de  AOE,  enCirpar  r le  rayon  ACj  le  Iriaiigla* 
nhliqiiimj»lp.^OC  tlonnera,  sans  eiTeur  sensible,  * ^ • i 

* • J » a»****.  *•  * “ 

• , ^ ^ ^ • » ' * • *.  • * * *,  t • • 

V,  5C0S»,  ;■  ^ 

' ••  • • - . ■ ■ . ' . • : 

«A  le  iciaiifile  rectanalc  COE  donnera  exactemwit  ,*  • * ■ . 

^ f- 

’’  sin('<  + 5)  = fi'  •••  ' ' « 

‘ 

SqnstravanI  ces  deux  équations  l’une  de  l'autre,,  apres ,en  avoir  dére- 
lopjK'  les  i)reiniers  niemihres,''!!  viendra'  ' * 


- , - ' , r...  . 

' * = gC*'-;  cos?)  = 'a.‘^sinjiV;  ‘ ; 


• ♦»  4 

% 


<iw  r 011  tire 


’!*  • . ^ * ■ * * ^ * • * f • ^ • V * 

■ : ■ ‘ • * - * . ... 

Mais  l’angleu',  moitiédê  AOE,  étant  tres-pétit,  l'on  peut fairt;  èOsn^j; 
partant^  ^ ’ V 

.*V  ~ siii*  — îj 

D «in  i , - Dwu  I •» 


. 


O ■e  t 


en  désignant  respectivement  par.  x el  z les  aainiuts  jÿè  da  statiouX 
du  Soleil  S sur  l’horizon  de  la  lotir.  ' ’ « * 

« 'a». 

-Si  le  Soleil  et  l’objet  auqi^  on  cmnpare  la  tMrtont^u^éineeoté, 
la  correction  5 est  a^itive;  S^ils sont  de  différents  côt&J.fa'cOrrectioii 
est  soustractive;  en6n  « x > z,  le  Soleil  est  à droite  de  l’observateur  : 
tout  gila  est  évident.  ‘ ’ J . ' »■„**,'  ' ^ 

Il  ne  reste  plus,  poifr  calculeiCia'.ibrniiire  précédente,  qu’à  'deter- 
iitiner  j: z ainsi  qu’il  snit,  lorsqu’on  peut  voir  le'Soleil  de' la  sfa- 
tion'O.' , • V..'  •*  ’ 


» . •* 


MVRE^TBiUSIÈME.  ' 


, • T.  • • 

^prè^ jToir  Üujly  ^ terdfc  skiiatfcn  ^iftrlçate  J et 

' 0W'Je  mieux.  possi)jle  cttllFe  «Iu'r»- 

' gn^  on-  ço^lçll^  nonAr?^  iia\t|M*le!:*(Ki 

* cb^le  az^uxAlW  «tfsùilè  oli  fé>a  toui-îler  l’if\{>truiîv(i^t  siir-saf  ccHon*!»? , 

iunet/^  claA^é^Uic^  Siflttl  ^ f.’aœ^lrî^ïti  <*fr «*ra  dan*. 

* ’tou^ii»^»,  )#sMpp\àni!tnl-â.dfcix  a^ld^  oï>Q^  c.-u-* . ; 

Vix  ••«a-viix'AiBa^nl-  Pînilisv  <k  AÀr>f^  l’nrA  flp  rlrAit#  Allf  (It*  vïOS'  . 


t.Satalè|;|èliiù  oiV*dirige|a#l6‘Jeaig»»lrf  h ilmfittt  su^wejirt- 

dont.  rinde\,G4t*Hp*éK^  a>nty^aji;ïen44^3^  mêttté  la  iun^U*;;«i' 
férkKW.'  L'instruiUetfi  ^tÀitiGÊe  Jan^  cette  positioh  < tmpntotra  lyi 

A - ■<■' _«fc  V r*A  yiii*<«ll0r>:^rkt4  /4«iic 


» ,-A»ie  4i|u^,-*<;^4Fi(nU^au  opin^etlcenieqi  df . l'ol^tvattoiw,* 
n^ifepisTç'iiiîne  miîà.  Utfinf  -pttjJe  qiied«^l<J  #ajflg«b^c  ou  ^ 
c.jntniii^)lem«Mt  8ti'  niérftR^>^(’t  ’ signal  ; -niats  pdUMiiV  pajît  • 
in^gf^fe  ild^BPipÀ,  le’-gîouVainent  atp'cet  »tre*je<H  .coilsjd^x- 


, ^t*alei*f  V*'  ^ 

' .ae  ... 


■ if^.- 
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on*i-ii  üljüeiulrti  le  ft'sullal  ainsi  qu’il  suit  : ^ 

*'  , *•  * “ 

/■’'  *-./.•*.  ■•,log’R_'./4,"=.5.8o388  . . • 

‘ J . i-‘.logr.s^  . ’j=  0.67G6Ç,  • 

■ I * _ • •log.j.iii-J-(rf  '•  *,  ^ çi-aBlSy'  *. 


V 


,*  c 

■ «' 

% 


Idetn. 

/:  *psP-  : 

■ 


° ‘î-734j3  • • • .. 
^ 0.7781^ 


J I>a  C9i»;ectioii  5 à faire  i i JUigIc  observe  est  îloiic  3t  6'  ; êt  le  eholii 
<ili  signe  est  ct^rtaîn,  d*après  ce‘qui  a été  Jïi'écédenjiiiènU  * , • 

^ / 

% w * -•  *•  ** 

. liO.  Ce  sont  surtout  les  phases  di;s-signanx,  afixquelifs  persoone 
avant  Delanibre  n^a  eu  égarif , *qirt  produiaeut  -de  grandes  discortlaiices 
dafis  les  séries  relatives  ji  un”’ ntéifle  atigle.'pn  ftKmoire  matuiscrit  que 
roiilut  bien  me  commnniqucr  cet  illustre  astronome,  et  qiii  av.tit  pour 
titre  : Htfflexéons* sur  tes  differentes  espèces'ffe  signaux,  asonlirinait 


tlaiis  l'opiVation  de, la  méridieime.  Il  est  doue  bieu  important  d 
Un  lion  clioix  de  signaux,  cl  tl’éviter.pamir  les  moiuiraenls  existants  ■ 
céux'qui,  eoainW  le  Ijehvcderde.CidL'tiî,  a'uquel  és_t  dÛ,  le  graiid  écjirt 
He  1 8",^6'  '^liase  du  Sj  itcuie  nuHrique,  t.  l , p.  aai  ),  ont  la  forme  d’ime 
pyramide  octogone  écrasée ;^car  si,  à une  grande  di^aace,  les,soumie(s 
lie  i^-s  pyramides  devienne;^  invisibles.  If  eakiil  des-jiliases  est  néoes- 
Mirement  iucertahi,  parce  qn’oiiigbore  à^qWlle  hauteur  on  avisé,  J ji  ^ 
antre  (icart  de  se  trouve-  p.*3-j4 e entra  deiix,séi’ies,  l’iHie  du 

tjiiatin,  l’aiiltv  du  soir,'oiY  les  aigiiauX  étaient  éclairés, en  sens  cqm. 
traites.  i‘  Médiaiii , diflYelambrq^  «’a  public  que  la  movenne  entre  le- 
V denxisqries,  et  cette  moyenne s^l  coufirinée  par'iine  nuire  série  ob- 
e servée  dans  l’ombre.  Ces  observât  ious  prouvent  l’effet  considérable 
Il  ifes  |)1iase»i;  elles  |vrouvent  en  mém^  teiups'qu’on  peut  les  éiiuler 
» «t  l^.aiieanHi'.  » îféannioiu^les  sighaut  de  révèrberfs  paraissent 
à cet  égtujd  niéfitei',la  préféreNoe^  quoique  Ceux  qub  en  ont  fait  usage 
aient  troiivé  des  écarts  d»  plus  de  4”i  aussi  >L  J,aplace  avait-il  désiré 


y 


Digiiized  by  Google 


LiVBE  TROISIÈME.  aa5 

qu'on  les  employât' pour  h mesure  de  la  grande  |)erpendiculaire  de 
Strasbourg  à Brest*  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  annoncé  (art.  112). 
Quant  à nous,  nous  croyons  qu’il  est  plus  sûr  d’établir  des  mires  au 
centre  même  des  stations  choisies  sur  le  haut  des  édiâces,  comme  on 
r.i  fait  pour  la  triangulation  primaire  delà  nouvelle  carte  de  France, 
et  qu’il  vaut  mieux  observer  de  jour.  Quelquefois  un  signal  Situé  sur 
une  hauteur  qui  borde  l’horiamn  et  qui  réfléchit  vivement  la-lnmiere 
du  Soleil  couchant  s’observe  de  très-loin , même  quand  l’atmosphere 
n’est  pas  trés-transparônte.  Par  exemple  i des  disques  réflecteurs  cons- 
truits d après  les  idées  de  M.  Gauss , et  que  ce  célèbre  géomètre  appelle 
héliotmpu,  ont  été  employés  avec  succès  par  M.  le  général  .Schubert 
dans  les  opérations  géodr-siques  qu’il  a faites  en  Russie  en  f 8a3,  et  sans 
lesquels  il  lui  aurait  souvent  été  impossible  d’apercevoir  ses  signaux. 
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CnAPITRE  VlIlT* 
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DF  l.\  WESL'RE  DES  BASFS,  DBS  MOTRH5  l^*Eir  RAMENER  TES  I.UffGUErRS 
A t-NE  TEMPÉRATURE  UNIQUE,  ET  DE  LES  RÉDUIRE  AU  NIVEAU  DE  LA 
MER. 


141.  U mesure  des  bases  est  une  des  opérations  les  plus  délicates 
et  les  plus  importantes  de  la  Géodésie , lorsqu’il  s’agit  de  déterminer 
rigoureusement  les  côtés  d’un  réseau  trigonométrique.  Il  est  essentiel 
que  les  bases  soient sinon  les  plus  longues  possible,  du  moins  en 
rapport  avec  les  côtés  des  triangles  auxquels  elles  appartiennent  ; qu’elles 
soient  établies  sur  un  terrain  de  niveau,  ou  plutôt  que  les  lignes  géo- 
désiques  qui  les  repré-sentent  soient  situées  dans  des  plans  verticaux , 
et  lassent  par  conséquent  partie  des  grands  cercles  de  la  Terre  ; que 
leurs  longueurs  soient  déduites  d’une  unité  de  mesure  parfaitement 
connue  et  ramenée  au  même  <?tat  de  température  ; car  on  sait  que  les 
métaux,  les  bois,  etc.,  pas.sent  par  différents  degrés  de  dilatation 
ou  de  contraction  lorsque  la  tempt-rature  de  l’atmosphère  varie  ; enfin  , 
il  importe  que  ces  bases  soient  projetées  sur  une  surface  unique,  telle 
que  celle  de  la  mer. 

[.es  réglés  qu’on  emploie  dans  la  mesure  des  base|^spnt  de  métal , 
ou  de  bois,  et  repn^ntent  un  multiple  de  l’unité  de  mesure,  du  inetre 
par  exemple;  elles  doivent  être  étalonnées  avoc  la  phis  scrupuleuse 
attention,  c’est-à-dire  cotnparées  à cette  unité,  afin  d’en  connaître  exac- 
tement les  longueurs.  latrioir,  qui  fut  un  de  nos  plus  habiles  artistes, 
imagina  pour  cet  effet  un  instrument  nommé  compamleur,  parce  qu’en 
superposant  deux  règles  appuyées  par  un  de  leurs  bouts  sur  une 
pièce  d’arrêt  de  cet  instrument , les  plus  petites  différences  qu’elles  pré- 


»■ 
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senteni  à l'autre  bout  sont  ngrandiK  et  iii«sun'*es  avec  une  extrême 
précision , sur  un  arc  tie  cercle  gradué.  On  peut  en  voir  ta  descrip- 
tion et  l'usage  dans  le  3'  volume  de  la  Base  du  Sj’stème  nietrii/iii’ 
déciimtl,  p.  447- 

Nous  venons  de  faire  observer  que  l'influence  du  oalorique  sur  les 
coq)s  se  manifeste  p.ir  l’auginentaHon  ou  la  diminution  de  leurs  vo- 
lumes, et  Bonla  a trouvé  que  par  chaque  degré  du  thernlomètre  cen- 
tigrade, le  platine  se  dilate  de  o,ooooo8565  dans  chacune  de  ses  di- 
mensions, le  fer  de  o,ooooii56,  et  le  cuivre  jaune  de  0,00001783; 
mais  pour  l’objet  actuel,  la  dilatation  linéaire  des  régies  est  la  seule 
qu’il  importe  de  connaître,  afin  de  pouvoir  prendre  pour  longueur 
d’une  hase  celle  qui  répond  à une  température  unique  adoptée  pour 
terme  de  comparaison. 

Suppiosons , dans  la  vue  de  fixer  les  idées  à cet  égard , qu’une  réglé 
de  cuivre,  étalonnée  à la  température  de  10  degrés  du  theriiionieUv' 
centigrade,  ait  été  trouvée  précisément  de  même  longueur  que  la  réglé 
de  platine  soumise  à la  même  température,  mais  ne  représentant  le 
mètre  qu’au  terme  de  la  glace  fondante;  supposons  en  outi-e  que  l’on 
ait  mesuré  avec  la  règle  de  cuivre  une  longueur  K à la  temjiéralure 
moyenne  de  18®,  on  saura  combien  cette  longueur  contient  de  métrés 
ainsi  qu’il  suit  : 

Désignons  d'abord  par  dilatation  absolue  la  dttatatiun  totale  et  li- 
néaire qu’une  règle  de  métal , d’une  longueur  déterminée,  acquiert  en 
passant  d’une  température  quelconque  à une  autre  plus  haute  : dési- 
gnons tIe  plus,  dans  les  mêmes  Circonstances,  par  dilatation  relative 
l’accroissement  de  longueur  évâliié  en  parties  île  la  règle  prise  jiour 
unité,  au  terme  de  la  température  la  plus  basse. 

Cela  posé,  si  P et  C sont  les  dilatations  relatives  du  platine  et  du 
cuivre,  pour  cliaque  degré  du  thermomètre  centigrade,  et  que  x soit 
le  degré  de  température  auquel  il  faut  ramener  la  règle  de  cuivre, 
afin  que  sa  longueur  représente  réellement  le  mètre;  on  aura,  en' pre- 
nant |K>nr  unité  île  longueur  chacune  des  réglés  à la  température  «le 
l'étalonnage,  a 

mètre  de  platine  1 . . = 1 — loP, 
mètre  de  cuivre. . = 1 — (10  — x)  C; 

’9  • 
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égalant  ces  deux  valeurs,  on  tire 


_ loi'C  — P) 
X - ^ . 


Or  en  supposant,  comme  ci-dessus, 

0 = 0,00001783,  et  P = o,ooooo85G5, 

on  obtiendra 

X = 5*,a  centigrades: 

c’est  la  température  que  doit  avoir  la  règle  de  cuivre  pour  représenter 
le  mètre. 

Mais  la  base  K ayant  été  mesun'e  i la  température  moyenne  de  18®, 
et  trouvée  par  conséquent  trop  courte,  il  faut,  pour  l’exprimer  en  mè- 
tres, la  diviser  par  la  longueur  de  la  règle  de  cuivre  ramenée  à la  tem- 
pérature de  5°, a , ou , ce  qui  est  de  même,  tenir  compte  de  l’excès  de 
température  de  18“  — 5°, a ==  ia“,8;  partant. 


longueur  de  la  base  en  mètres  = 


K 

I — 1 a , 8C 


K 

I — 0^000  27Ü  390  ;j 

R 

“.999  7T 


. Donc,  une  longueur  K ^ale  à 10000  fois  la  règle  de  cuivre  vau- 
drait K -1-  I a, 8 CK  = 10000“  + a“,a839;  d’où  l’on  voit  que  la  correv- 
tion  de  tcmjvérature  étant  ici  de  a“,a839,  il  n’est  pas  permis  de  né- 
gliger cette  correction , quand  les  bases  et  les  distances  des  stations 
qui  en  dérivent  doivent  être  mesurées  avec  une  grande  exactitude. 

Remarquez  qu’il  est  plus  simple  d’étalonner  une  règle  d’un  métal 
quelconqtie  sur  une  règle  de  même  matière,  parce  qu’alors  il  est  inu- 
tile de  constater  le  degré  de  température  à laquelle  cette  ojtération  a 
été  faite.  Si,  par  exemple,  une  barre  de  fer  a été  étalonnée  sur  un 
métré  de  même  métal , elle  représentera  la  longueur  réelle  du  mètre  à 
la  température  de  la  glace  fondante,  c’est-à-dire  3’’_*  1 i'**,a96  de  l’an- 
cienne toise  de  l’Académie,  prise  à i3“  du  thermomètre  de  Réauraur. 

I.es  astronomes  français  qui  furent  cliargés  de  la  grande  ojiération 
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relative  à la  fixation  du  mètre  définitif  employèrent,  pour  mesurer 
leurs  bases,  d«»ïègles  de  piétine  et  de  «livre,,  formant,  par  leur  su- 
perposition , dtàMherniomelres  métalliques.  Os  règles  ne  furent  point 
mises  en  contact,  afin  d’éviter  rémoiiseement  de  leurs  extréiMés  et 
l’effet  du  recul;  St^is  le  petit  intervalle  cpti  les  séparait  fut  inèsui'é 
avec  une  languette  ou  réglette  graduée,  comme  on  le  verra  bientôt. 

Pans  led^pératioH géodésiques  ordinaires,  on  peut,  sans  inconvé- 
nient, mettre  les  règles  ou  les  perches  bout  à bout;  mais  il  est;  i^le  de 
mesurer  deux  fois et  en  sens  contraire,  la  même  base,^et  de  pifdbdre 
pour  vrai  résultat  la  moyenne  desdeux  mesures  obtenues. iféfèlit  de 
règles  de  fer,  on  se  sert  avec  avantage  de  verges  de  bois  de  sapin  trem- 
pées dans  rbnile  bouillante,  puis  recouvertes  d'on  vernis  épais;  parce 
que , par  cette  opération , elles  sont  très-peu  sensibles  aux  variations 
hygrométriques  de  l’air.  La  Jig.  afi  représente  la  forme  d’une  do  c>es 
venges;  les  branches  du  losange  ABC.D  et  la  travei-se  CD  servent  d’arcs- 
bou^ipU  à la  règle  Ai),  et  l’empccheut  par  conséquent  de  se  courber 
latéi^ltinent.  On  a aif  moins  deux  de  ces  verges,  qu’on  étalonne  avec 
beaucoup  de  soin,  et  a chacune  desquelles  on  donne  communément 
5 mètres  de  long,  Leuis  extrémités  doivent  être  trés-p>eu  épaisses,  gar- 
nies en  fer  et  à vives  arêtes,  afin  d’obtenir  un  contact  parfait.  Le  mieux 
est  que  cet  esttimités  soient  représentées  l’une  par  un  clou  à tête 
ronde,  l’autre  par  un  clou  à tête  plate.  ^ 

Avant  de  procéder  à la  mesure  d’une  base,  trace  un  alignement 
avec  la  plus  grande  précision  possible,  à l’aide  de  jalons  ou  ]>èrches 
bien  droites  garnies  par  le  haut  d’un  petit  carré  de  carton , et  pai-  le 
bas  d’une  pointe  de  fer,  afin  de  pouvoir  les  ficher  en  terre.  On  lait 
dis|>oser  tous  ces  jalons  en  ligne  droite  ou  dans  un  même  plan  ver- 
tical, au  moyen  d’une  lunette  placée  à une  extrémité  de  la  base,  et  di- 
rigée sur  l’autre  extrémité.  Cette  lunette  doit  se  mouvoir  dani  le  sens 
vifrtical , ü la  manière  des  lunettes  des  passages,  afin  de  pouvoir  l’éle- 
ver ou  Rabaisser  selon  que  le  terrain  l’exige.  Ensuite  on  place  les 
régle^ur  un  pont  formé  de  plusieims  madriers  calés  solidement  sur 
des  tiêpieds  ou  chevalets  : on  les  aligne  avec  le  plus  grand  soin,  et  on 
les  fixe  sur  le  pont  «n  moyen  de  brilles,  afin  qu’en  ôtant  la  première 
imurlh  placâ’'en  avant  des  aittges,  celles-ci  ^^rouvent.  aucun' déran- 
gement. Comme  il  importe  «yphaé^èr  teinpératui%  des  règles,  on 
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leur  adapte  des  thermomètres,  mais  on  prend  la  précaution  de  les 
préserver  de  l’action  directe  du  soleil.  Si  ces  régies,  dont  on  doit  soi- 
gneusement éviter  la  flexion,  ne  pouvaient  être  disposées  horizontale- 
ment, on  mesurerait  leur  inclinaison  à l’aide  d’un  niveau  à per- 
pendicule  gradué,  comme  on  le  voit  (yig.  27);  maisen  les  mettant 
constamment  dans  une  situation  horizontale  (ce  qui,  du  reste,  fait 
perdre  beaucoup  de  temps),  il  est  nécessaire,  à cause  des  inégalités 
du  terrain  ou  de  son  inclinaison,  de  leur  faire  faire  des  ressaul% 
comme  bc,  de  (Jig.  a8).  Dans  ce  cas,  on  fait  correspondre  exao 
■ tement  l’extrémité  postérieure  de  la  règle  cd  à l’extrémité  anté- 

rieure b de  la  règle  ab:  et  c’est  à quoi  l’on  parvient  à l’aide  d’un 
til-à-plomb. 

Nous  terminerons  nos  remarques  à ce  sujet,  parce  que  l’ingénieur 
intelligent  saura  suppléer  à nos  omissions,  modifier  selon  les  circons- 
tances les  moyens  d’exécution  et  les  procé'dés  pratiques  que  nous  indi- 
quons, et  donner  aux  divers  instruments  à employer  dans  la  mesure 
des  grandes  bases,  tout  le  degn*  de  [jerfection  dont  ils  pourraient  être 
susceptibles. 

142.  I^a  réduction  des  règles  à l’horizon  s’effectue  très-facilement. 

En  effet,  soient  / une  longueur  quelconque,  6 son  inclinaison,  etarsa  ré- 
iluction  à l’horizon,  ou  sa  projection  horizontale;  on  aura  évidemment  ^ 

JT  = Z cos  5. 

Mais  commet,  qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  connaître  très-exactement, 
est  toujours  un  très-jietit  angle,  cette  formule  ne  pourrait  donner  x 
avec  assez  de  précision  (art.  91);  il  vaut  mieux  alors  calculer  le  petit 
excès  de  / sur  .r:  ainsi  l’on  aura,  en  supposant  0 donné  en  minutes, 

• * - % 

< Z — ,r  = Z(i  — cos 9)  “ aZsin*  ZS’sin’  i'.  ' * ^ 

'W  >■ 

Dans  la  pratique,  on  met  cette  formule  en  table,  afin-d’abréger  con- 
■ sidéMblement  les  opérations  numériques;  et  si  les  obsl||vutions  don- 

nent le  double  de  l’inclinaison  S,  ao.Wÿrend  pour  argument,  ce  qui 
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(ILspeii!>e  (le  faire  chaque  fois  une  division,  et  rend  le  résultat  plus  sûr. 
Dans  ce  cas,  la  formule  se  met  sous  cette  forme  : 

l ~ X = ^ i sin*  (a5). 

Quant  à la  différence  dn  de  niveau  des  extrémités  de  la  longueur  /, 
(Jii  voit  bien  qu’elle  est  égale  à 

(/«  = /sin  S = /.5  sin  i'; 

ainsi,  la  somme  algébrique  des  dn  donnera  la  différence  de  niveau 
des  extn'-milés  de  la  base.  Toutefois  il  ne  faut  pas  considérer  cette 
différence  comme  étant  rigoureusement  déterminée  par  cette  méthode; 
car  d'une  part,  les  inclinaisons  9 ne  sont  pas  évaluées  avec  assez  de 
précision,  et  de  l’autre,  1(^  dn  sont  trop  peu  exactes  et  par  trop  nutr* 
tipliées.  f 

Eitjnsistant  sur  la  nécessité  de  faire  les  extrémités  des  règles  d’une 
trèsq>etite  épaisseur,  on  a pour  but  d’atténuer  les  erreurs  des  con- 
tacts, qui  ne  s’opèrent  pas  toujours  de  la  merme  manière,  à cause  des 
diverses  positions  des  régies  k l’égard  de  l’horizon  : éclaircissons  ceci 
par  un  exemple.  Supposons  que  àb,  bc,  de,  Jg  soient  quatre  fègles 
consécutives  mises  en  epqtact,  là  première  horizontale,  et  les  'trois 
autres  inclinées,  comme  fè^repiésen te  la  Jig.  ag!  Lalongueur  totale  de  ces 
quatre  réglés  rédnites  à l’horizon,  sera  àbf  -t-  A'c  + d'd  -t-jpg,  tandis 
(|ue  la  distance  horizontale  a'g,  ou  la  longueur  réellement  mesurée,  sera 
pluvgrande  que  celle  observée,  de  la  somme  des  in|îpvalles  cd',  d f'. 
Or,  relativefliCnt  l’épaisseur  de  la  deuxième  rè^  est  cd  — t;  si 
donc  $ est  l’iiiclinaison  de  cette  règle,  on  aura  cdf:.^  (sitkS,  A l’égard 
de  la  troisièiite  règle,  son  épaisseur  sem  seulement  représentée  par 
«/"=  s*;  si  donc  9’  est  son  inclinaison,  on  dura  df'  — i sin  5*;  ainsi  l’er- 
reur des  contacts*  est  tCt  . ÿ ^ 


cyiantité  qu'il  faudra  ajouter  aux  quatre  longueurs  des  règles  réduites 
à l’horizon,  pour  avoir  la  longueur  vraiment  mesurée;  mqivcétte  cor- 
rection pourra  être  considérée  comme  nulle  par  la  précaMon  indiquée 
précédemment. 

*. 
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145.  Il  est  sans  cloute  beaucoup  plus  cooiinode  de  choisir  pour  base 
un  ligne  droite,  ou,  pour  mieux  dire,  une  ligne  exactement  située 
dans  un  niéuie  plan  vertical;  mais  il  est  de»  cas  où  cela  est  impossible. 
T^es  bases  de  Melun  et  de  Perpignan  mesurées  par  Dclainbre , offrent 
en  effet  chacune  l’exemple  d’une  ligne  geodésique  brisée,  dont  les 
extre’-mites  étaient  même  à quelque  distance  des  deux  termes  choisis 
pour  centres  des  stations. 

•Soient  .\CB  ijtg.  3o)  une  ligne  brisée;  S,  V les  extrémités  de  la  véri- 
table base,  S.A  et  VB  des  droites  resjieclivement  perpendiculaires  aux 
deux  ares  sphériques  AC,  BC  mesurés,  et  G l’angle  horizontal  que 
Ibrmentces  deux  arcs.  Ia>  triangle  .\BC  étant  réellement  sphérique,  il 
laudra,  avant  de  calculer  la  distance  AB  pour  en  dcyuirc  ensuite  YS, 
trouver  l’exc^és  sphérique  de  ce  triangle  (art.  100),  retrancher  de 
l’angle  G le  tiers  de  cet  excès,  et  faire  usage  de  la  méthode  de  l’art.  9Ü 
pour  calculer  la  base  AB  et  les  angles  C.VB,  ('-B.\. 

Si  au  contraire  on  adoptait  le  procédé  de  Delambre  (art.  130),  on 
retrancherait  de  chacune  des  deux  parties  AC,  BC  de  la  base  brisée, 
la  ((uantité  dont  elles  surpassent  leurs  cordes  respectives,  ainsi  que 
nous  allons  le  faire  voir;  on  réduirait  à ces  cordes  l’angle  horizontal , et 
l’on  prendrait  j)our  base  véritable  la  corde  qui  joint  les  points  A et  B, 
et  qbi  s’obtient  par  la  résolution  d’un  triangle  rectiligne. 

En  désignant  par  A le  côté  d’un  triangle  sphérique  très-peu  courbe, 
pour  une  sjihere  dont  Je  rayon  = i,  et  par  k la  corde  correspondante, 
on  aura,  par  la  première  des  séries  de  l'art.  91, 

A — 2 sin  4 A = A — k= 

Ijorsque  B est  la  longueur  d'un  arc,  et  K celle  de  sa  corde,  pour 
un  rayon  = 0,  on  a évidemment  ' 


donc 

A- A ou  s=A^. 

Tel  est  l’exces  de  l’arc  sur  sa  corde,  dans  la  supposition  que  A fait 
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partie  du  rayon  pris  pour  unité;  mais  cet  excès  sera  donné  en  même 
mesure  que  le  rayon  de  la  Terre,  en  multipliant  par  p la  valeur  de  e, 
c’est-à-dire  qu’alors 

B — K ou  2 = -jIt  — . 

F^n,  l’on  aura  1 en  secondes,  à l’aide  de  la  formule 


■LR'g;-  I 

7 ~ p’sini" 


L’arc  ou  la  corde  AB,  ainsi  que  les  angles  CAB,  CBA,  étant  déter- 
minés par  le  moyen  que  l’on  vient  d’indiquer,  on  résoudra  les  petite 
triangles  rectangles  SAo,  VBA,  dans  lesquels  on  connaîtra  les  angles 
et  les  hypoténuses  SA,  VB;  et  il  ne  s’agira  plus,  pour  obtenir  SV, 
que  de  calculer  son  excès  sur  Va*  = ba  : or,  dans  le  triangle  rectangle 
Sa'V,  on  a VS  = Va'  -+-  Sa',  d’où 


VS  = Va'(.-t.|^ÿ  = Va'(,H-|^); 


donc  l’excès  cherché,  ou 


sans  erreur  sensible. 


VS  - Va'  = A 


(Sa')* 
y a' 


7 


I 


144.  Voici  maintenant  comment  on  réduit  une  base  au  niveau  de 
la  mer. 

Soient  p (Jig.  3i)  le  rayon  de  la  Terre  réputée  sphérique,  pour  le  ni- 
veau de  la  mer;  p A le  rayon  pour  le  sol  de  la  base  AMB,  suppos<- 
de  niveau;  h sera  l’élévation  Aa  du  sol  au-dessus  de  la  surface  des 
eaux.  Soient  de  plus  B la  base  mesurée  AMB,  et  b la  base  réduite  amb. 

Cela  posé,  puisque  les  arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs 
rayons , Ton  aura 

B P -h  A 

ï- 

ï-  3o 
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prenant  la  valeur  de  6,  et  ajoutant  de  part  et  d’autre  — B,  il  viendra 


B 


puis  développant  la  puissance  négative  par  la  formule  du  binôme,  on 
aura  ^ 


- B 


.A’ 


Tel  est  l’excès  de  B sur  b.  Nous  apprendrons  au  chapitre  des  différences 
de  niveau  à déterminer  h. 

Tous  les  côtés  des  triangles  que  l’on  calculera  d’après  la  base  ré- 
duite h\  seront  des  arcs  de  grand  cercle  d’une  même  sphère.  Si  au 
contraire  on  prend  pour  base  la  corde  de  l’arc  b , ces  côtés  seront  les 
arêtes  mêmes  du  polyèdre  inscrit  dans  la  sphère  dont  le  rayon  • — p. 

Comme  la  surface  des  mers  s’élève  et  s’abaisse  chaque  jour  par  l’effet 
des  marées,  l’on  est  convenu  de  prendre  pour  niveau  absolu  celui  qui 
tient  le  milieu  entre  la  plus  haute  et  la  plus  basse  mer,  lors  des  syzi- 
gies  dc>s  équinoxest  c’est  en  effet , ainsi  que  M.  Laplacc  l’a  démontré, 
à très-peu  près  la  hauteur  à laquelle  les  eaux  de  l’Océan  se  trouveraient 
constamment,  sans  l’action  de  la  Lune  et  du  Soleil.  On  suppose  alors 
tous  les  triangles  d’un  réseau  projetés  sur  le  prolongement  de  la  sur- 
face d’une  mer  tranquille. 


OESCBieTIOX  ET  OSA.CE  DES  RÈ.CI.ES  l>E  PL.*TI«F.  QUI  ONT  SEHVl  DANS 
l’oPÉR.VTION  de  ex  méridienne  de  FRANCE. 

145.  Les  réglés  de  platine , dont  nous  avons  déjà  parlé  à l’art.  141 , 
sont  au  nombre  de  quatre;  elles  ont  la  pieds  de  long  sur  6 lignes  de 
largeur  environ  et  une  ligne  d’ép.iisscur.  Oiacune  est  recouverte  d'une 
règle  de  cuivre  qui  est  de  six  pouces  plus  courte  que  la  règle  de  pla- 
tine; l’une  et  l’autre  sont  seulement  fixées  ensemble  par  une  des  ex- 
trémités, afin  que  la  dilatation  des  métaux  ne  se  manifeste  que  du  côté 
de  l’autre  extrémité  qui  se  trouve  libre  {voyez  fig.  3a).  On  apprécie 
alors  à chaque  moment  l’effet  de  la  leni|>ératutT,  par  la  quantité  dont 
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le  cuivre  se  dilate  plus  que  le  platine cette  quantité  ou  différence  des 
deux  dilatations  s’estime  à l’aide  de*  Avisions  ab  tracce.s  vers  l’extré- 
mité de  la  règle  de  cuivre,  sur  une  petite  pièce  de  ce  métal,  adaptée 
à la  réglé  de  platine.  Chaque  division  est  tôj'ûü  (le  la  longueur  de  la 
réglé  de  cuivre,  et  le  vemier  n donne  des  parties  dix  fois  plus  petites, 
ou  des  aoo  millièmes  de  la  même  longueur.  I..es  divisions  se  lisent  ai- 
sément, au  moyen  des  microsco|ies  L,  L'. 

I.a  languette  cd  est  une  jietitc  règle  de  platine  divisée  aussi  eu  uo 
raUlièmes  de  la  règle  de  même  métal , assujettie  à glisser  entre  deux 
rainures  du  côté  du  thermomètre  métallique;  elle  sert  à mesurer  le 
petit  inlervailè  qu’on  laisse  entre  les  règles,  lorsque  l'on  mesure  une 
base,  et  son  vemier  est  en  n'.  Pour  préserver  ces  règles  des  accidents 
qui  pourraient  survenir  dans  le  transport,  et  pour  les  rcniire  même 
plus  propres  à l'usage  auquel  elles  sont  destinées,  chacune  est  en- 
châssée dans  une  |>ièce  de  bois  de  sapin , de  maniéré  à éti-e  inaiiiteiiiie 
constamment  en  ligne  droite.  Sur  le  |)etit  toit  TF'  qui  couvre  le  tout, 
sont  deux  pointes  de  fer  pp'  placées  aux  extrémités  de  chaque  règle, 
et  que  l’on  aligne  dans  la  direction  de  la  base,  quand  ou  opère.  Les 
toits  des  règles  sont  peints  de  couleurs  différentes,  pour  les  distinguer, 
et  sont  en  outre  numérotés. 

I>es  trépieds  sur  lesquels  on  pose  les  règles,  ont  chacun  à leurs 
angles  des  vis  qui  donnent  le  moyen  d’élever  ou  d’abaisser  ces  règles, 
pour  pouvoir  faire  usage  des  languettes. 

L’instrument  ACB  [Jig.  33)  est  une  espece  d'équerre  coiu|x>sée  d'un 
arc  de  cercle  gradué,  et  d’une  branche  de  cuivre  à laquelle,  vers  son 
milieu , est  fixé  un  niveau  à bulle  d’air  ef.  Cet  instniinent  se  place  sur 
chaque  règle  à la  manière  des  maçons,  et  lorsque  la  verticalité  de  la 
branche  est  indiquée  par  le  niveau , on  écrit  le  nombre  de  degrés  que 
marque  la  ligne  de  foi  de  l’extrémité  de  cette  règle.  On  retourne  en- 
suite l’instrument,  et  l’on  remet  la  branche  dans  la  situation  verticale; 
alors  l’arc  qu’elle  a parcouru  est  le  double  de  l’inclinaison  de  la  réglé 
de  platine. 

Borda,  qui  est  l’inventeur  de  ces  règles,  a reconnu,  par  des  expé- 
riences très-délicatee  et  répétées  avec  beaucoup  de  soin , que  le  ther- 
momètre métallique  de  la  règle  n®  i,  marque  385>“",3  à la  tempéra- 
ture de  la  glace,  et  que  l’allongement  de  chaque  règle  est  deo’’“,9a4!5 

3q.. 


. * 
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pour  une  partie  des  thermomètres.  Cela  posé,  si  t'  est  le  terme  moyen 
île  toutes  les  observations  du  thermomètre  métallique  de  la  règle  n°  i, 
laites  pendant  la  mesure  de  la  hase , 

(f  — 385'’,  3)  X 0,9345 

sera  la  correction  moyenne  de  température  relative  à cette  règle  prise 
pour  module  au  degré  de  la  glace;  module  que  nous  désignerons 
par  M. 

Les  mêmes  expériences  ont  fait  connaître  que  la  règle  n"  3 , exposée 
a la  même  tcrap<‘raturc,  est  plus  courte  que  la  première  deo,a,  et  . 
que  son  thermomètre  marquait  alors  383’’, 5;  par  conséquent  la  cor- 
rection qui  convient  à cette  règle  est 

{<"  — 385,5)  X 0,9345  — o'",a. 

On  a vu  aussi  que  les  corrections  respectives  des  règles  11“  3 et  n"  4» 
sont , dans  les  mêmes  circonstances , 

« 

(r  — 38o,3).  0,9345  — oP, 4, 

(/”  — 384,3). 0,9345  — o ,4. 

Or,  en  multipliant  chacune  de  ces  corrections  par  le  nombre  de  fois 
que  les  règles  correspondantes  ont  été  portées  sur  la  base,  on  aura  la 
correction  pour  les  quatre  règles.  Mais  ce  résultat  peut  se  trouver  plus 
simplement;  car  si  t désigne  le  terme  moyen  des  observations  des 
quatre  thermomètres,  faites  pendant  la  mesure  de  la  base,  auquel  cas 
t = somme  des  thermomètres  divisée  par  le  nombre  de  fois  qu'ils  ont 
été  lus,  la  correction  moyenne  cherchée  sera  évidemment 

(f  — 383'*,8)  .0,9345  — o>',a5  =:  f*. 

Les  parties  de  cette  expression  exprimeront  des  deux  cent-milliènies 
de  la  longueur  6xe  M.  Observons  cependant  que'le  thermomètre  JictiJ 
de  la  règle  nuijenne  P a été  supposé,  par  Delambre,  marquer  383i*,3 
au  lieu  de  383>’,8,  et  l’on  ne  sait  trop  pour  quel  motif,  si  ce  n’est  pas 
par  inadvertance. 
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Maintenant,  soit  n le  nombre  de  fois  que  les  règles  ont  été  employées 
dans  la  mesure  de  la  base;  on  aura,  pour  la  correction  totale,  nP. 
■Mais  il  faut  encore  corriger  les  petites  distances  d’une  règle  à Tautre, 
mesurées  par  les  languettes;  et , à cet  égard,  il  s’agit  de  faire  séparé- 
ment une  correction  de  température  à chaque  distance  observée , et 
une  autre  correction  des  verniers,  qui  est  la  même  pour  toutes  les 
distances.  La  première  correction  est  toujours  additive,  si  la  tem- 
|>érature  est  au-dessus  de  zéro;  la  seconde  s’est  trouvée  soustractive 
et  = — o’’,  i5,. 

La  première  correction  pourrait  être  donnée  au  moyen  d’une  petite 
table  qui  aurait  pour  premier  argument  les  parties  de  tliermomètrp 
métallique  observées  pendant  la  mesure,  et  pour  deuxième  argiiitawt 
les  parties  données  par  les  languettes.  Si,  par  exemple,  le  thcianomètre 
marquait  45®’’,  et  la  languette  11“  1,  aooof,  la  table  de  correction  tie 
température  devrait  donner  of,6.  En  effet,  on  sait,  par  ce  qui  précédé 
que  chaque  règle  s’allonge  de  0,924^  pour  une  partie  de  son  thermo- 
mètre; par  conséquent,  pour  45o  — â85,3  = 64’’, 7,  elle  s’allongera 
«le  (jot*;  et  puisque  la  langnette  marque  aooof,  l’allongement  relatif  à ’ 
cette  longueur  sera  le  quatrième  ternie  de  la  proportion  suivante,  dans 
laquelle  le  premier  terme  exprime  la  longueur  de  la  règle, 

• « 

»oo  000  : 9000  : : 6o  ; « =:  ofii 


c'est  ainsi  que  l’on  formerait  la  table  «lont  il  s'agit;  mais  nous  verrons 
plus  loin  qu’on  peut  éviter  cette  table. 

Pour  concevoir  la  raison  de  la  seconde  correction , il  faut  remarquer 
que  la  ligne  de  foi,4«  Vernier  n®  i ne  tombait  pas  exactement  sur  le 
zéro  de  la  divisioirà  l^nstant  du  contact  des  règles,  puisque  alors  elle 
marquait  o>’,7  ; la  vraie  distance  de  la  règle  n®  i à la  suivante  doit  donc 
être  diminuée  de  cette  quantité,  ou,  ce  qui  est  de  même,  la  correction 
du  vemier  n”  s = — Celles  des  trois  autres  verniers  étant  res- 
pectivement -h  0,9;  — _ I ; 4-  0,9 , il  s’ensuit  que  le  quart  de  ces  qua^ 
nombres,  ou  que  la  correction  moyenne  des  verniers  est,  comme  n(^ 
l’avons  rapporté,  — ef,i5.  1 

Enfin  l’on  caleulera,  pour  chaque  règle,  la  correction  dej’incluial- 
son  à rhorizrâ  ; pois  l’on  réduira  toutra  les  distances  horis^nbdes  par- 
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tielle.s,  ail  niveau  d’une  des  extrémités  de  la  base,  par  exemple,  et 
ensuite  la  longueur  totale  de  cette  base  au  niveau  de  la  mer,  comme 
nous  l'avons  explique  plus  haut. 

ilorda  lit  aus.si  la  comparaison  de  la  toise  de  l’Académie  ave<;  la 
réglé  n“  i.  Il  trouva,  en  dernière  analyse,  que  cette  règle  = a toises 
-(-  5>’,4,  quand  son  thermomètre  marque  386f,2  ; qu’elle  est  = a toises 

— a*"  lorsque  le  thermomètre  marque  4i3'’,4,  et  qu’à  i6“.J  du  ther- 
tnonietre  centigrade,  le  thermomètre  métallique  indique  4 >5'',4. 

Il  est  donc  aisé  de  déduire  de  là,  par  une  interpolation,  qu’à  ce 
meme  degré  de  température  choisi  par  Bouguer,  potir  étalonner  les 
perches  dont  il  fit  usage  au  l’érou , la  règle  n"  i = M -t-  a^fjS  = a toises 

— a>’,5,  et  par  cons<''quent  que  les  a toises  = M 3of,3. 

Postérieurement  à ces  expériences,  une  commission  de  savants  fit , 

en  1799,  une  nouvelle  comparaison  de  la  toise  du  Pérou  avec  les 
4 réglés  de  platine  qui  avaient  servi  pour  la  mesure  des  bases  de 
Melun  et  de  Perpignan.  Elle  reconnut,  que  la  règle  n“  i était  exac- 
tement le  double  de  cette  toise  à la  température  de  i3®  de  Héaiimur; 
a"  que  le  quart  de  la  longueur  de  4 règles  mises  bout  à bout , ou  que 
la  règle  moyenne  surpassait  la  règle  n®  1,  de  o'.oooooao;  3“  que  le  vé- 
ritable [loint  de  la  glace  à ces  mêmes  règles,  était  de  o' . oo38o . 8 f 
et  non  pas  383'',3  comme  l’avait  cm  Borda;  4“  que  10  degrés  du  ther- 
iiioinelre  de  Réaumitr  valaient  a3®,  16  du  thermomètre  métallique,  011 
que  I®  centigrade  valait  iP,853;  5®  enfin,  que  la  correction  moyenne 
du  vernier  des  languettes  était  — 0'.  00000. 3644.  Nous  ferons  bientôt 
usage  de  ces  résultats. 

En  1784,  pour  mesurer  la  base  de  Honslowheatb , des  savants  an- 
glais employèrent  avec  beaucoup  de  succès  des  tubes  de  verre,  dont 
la  dilatation  est  moindre  que  celle  de  l’acier,  du  fer  fondu,  et  de  toute 
espece  de  cuivre.  Les  expériences  qui  furejit  faites  à ce  sujet  firent  même 
connailre  qu’une  verge  massive  de  verre  est  plus  dilatable  qu’un  tube 
de  même  matière.  Mais  ensuite  ces  savants  jugèrent  à propos  de  mesurer 
une  base  de  vérification  avec  une  chaîne  d'acier  parfaitement  bien  cons- 
truite, aussi  exacte  et  plus  solide  que  les  tubes  de  verre.  Les  deux  liases, 
situées  à 60  milles  de  distance  l’une  de  l’autre , ayant  été  liées  par  un 
réseau  de  a4  triangles,  il  ne  se  trouva  que  4 pouces  ^ de  différence 
entre  la  mesure  directe  de  l’une  d’elles  et  le  résultat  du  calcul. 
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CHAPITRE  IX. 


.APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  •PRÉCÉDENTE  AD  CALCUL  Dks  »Ai>ES. 


PARMIKR  RXKMRI.F.. 

i46.  Je  choisirai  pour  premier  exemple  la  base  dite  de  lu  Goi- 
dulch , mesurée  en  Bavière  pSr  les  ingénieurs-géographe.s  français, 
parce  qu’elle  est  susceptible  d’un  grand  nombre  de  réductions. 

Pour  mesurer  cette  base,  l’on  fit  usage  de  5 règles  de  bois  de  sapui , 
qui  avaient  chacune  5 mètres,  et  qui  étaient  construites  comme  nous 
l’avons  dit  précédemment.  Ces  règles,  mises  bout  à bout  et  en  ligne 
droite,  composaient  une  longueur  appelée  portée.  Chaque  portée, 
placée  sur  des  poutrelles  soutenues  par  des  clievalets,'  fut  mise  de 
niveau,  afin  d’éviter  la  ivduction  à l’horizon,  et  de  pouvoir  mettre 
plus  intimement  les  régies  en  contact.  On  observa  la  température  de 
chacune  de  ces  règles  avant  de  les  changer  de  place,  et  l’on  considéra 
la  moyenne  des  cinq  températures,  comme  la  température  de  la  por- 
tée que  représàltait  ce  système  de  règles.  Enfin , après  avoir  procétlé 
de  la  sorte,  en  allant  d’une  extrémité  de  la  base  à l’autre,  on  trouva 
g(j^jporir.-«,  dans  la  longueur  de  cette  base.  * 

Il  restait  à étalonner  la  portée,  et  à connaître  exactement  sa  ihlata- 
tion,  |X)ur  appliquer  à la  base  mesurée  la  correction  de  température 
et  l’évaluer  en  mètres.  Or,  afin  d’atteindre  ce  but,  l’on  jugea  à propos 
d’établir  sur  le  terrain  un  étalon  invariable  : c’étaient  deux  pieux  im- 
plantés en  terre,  et  distants  l’un  de  l’autre  d’un  peu  plus  de  a5  métrés. 
Il  fallait  alors  connaître  rigoureusement  la  longueur  de  cet  étalon, 
c’est-à-dire  la  distance  fixe  des  centres  des  pieux,  et  ensuite  comparer 
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celle  longueur  à celle  de  la  portée.  On  employa  à cet  effet  un  mètre 
provisoire  en  cuivre  qui  représentait  exactement , à la  température  de 
10  grades,  3 pieds  ii  lignes-^  de  la  toise  du  Pérou  prise  à la  tempé- 
rature de  1 3°  de  Réaumiir,  ou  de  i6^,a5.  Mais  pour  mesurer  l’excès  de 
l'étalon  sur  la  portée,  l’on  se  servit 'd’un  autre  mètre  de  cuivre,  divisé 
en  millimètres,  et  auquel  on  avait  adapté  un  vernier  (art.  115).  Ce 
mètre  auxiliaire  fut  trouvé  un  peu  plus  court  que  le  mètre  provisoire, 
dans  le  rapport  de  3o  ooo  à 3o  oi4- 
Voici  maintenant  les  principaux  résultats  des  expériences  dont  il 
s’agit. 


Expériences  relatives  à la  longueur  E de  l’étalon. 

.A  la  tempér.  de  ÿ,375=t,  on  a trouvéE=a5”'‘’-po,o8775=a5-t-£  , 

î6  ,875=1' E=a5  -Ho,o839o=a5-l-6', 

a6  ,a5o=è"  E=a5  -t-o,07888=a5-hV'. 

Remarquez  que  les  unités  représentent  des  mètres  provisoires , aux  tem- 
|)ératnrest,  t',  f,  et  les  iractions  i,  é,  t",  des  parties  du  mètre  auxiliaire: 
ces  parties  doivent  donc  être  multipliées  par  le  rapport  |°'g-,7,  puLs- 
qu' elles  sont  trop  grandes. 

Expériences  relatives  à l’excès  o de  l'étalon  sur  la  portée. 

A la  température  de  = t , on  a trouvé  sr  = o,09a3a , 

a6  ,a5o  = t" o"  = o,09o3a. 

Os  valelirs  sont  de  mémo  des  iractions  du  mètre  auxiliaire;  il  est  donc 
nécessaire  de  les  multiplier  aussi  par  le  rapport  pour  les  évaluer 

en  parties  du  mètre  provisoire. 

Soient  £^,o)  la  longueur  de  l’étalon  invariable,  exprimée  en  mètres 
provisoires  à 10  grades  de  température;  d la  dilatation  relative  du 
cuivre,  pour  chaque  degré  du  thermomètre  centigrade;  et,  comme 
ci-dessus,  t la  température  observée,  c l’excès  de  l’étalon- sur  a5  fois  la 
longueur  du  mètre , enfin  k le  rapport  -j-gffl  : il  est  évident  qu’on  aura. 
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<>n  v«rtii  des  trois  premières  expériences, 

E(io)  = [^5-t-  ik]  — lo)], 

t<io)  = [a5-t-  S'A]  [i  +d{t'  — to)], 
E(,o)  = [a5  + t’k]  [i  4-  d{t"  — lo)]; 

ou  bien  faisant,  pour  abréger, 


a5  4-  ik  = A, 

1 

0 

1! 

cc 

a5  4-  = A', 

t'  — 10  = B', 

a5  -t-  s"X-  = A", 

r-  10  = B", 

on  aura  plus  simplement 

E,,„j=  A (i  + ^fB), 
Et.„,  = A'(H-</B'), 
Eo.)  = A"  (1  + r/FT). 


■41 


C,es  trois  équations  ne  renfermant  que  deux  inconnues,  savoir,  £(,oj 
et  d : l’une  d’elles  serait  satisfaite  par  les  valeurs  de  E,,aj  et  d déduites 
des  deux  autres,  si  les  observations  étaient  exemptes  d’erreurs;  mais 
comme  il  n’en  est  jamais  ainsi,  on  pourra,  par  exemple,  combiner 
ces  équations  detix  à deux,  et  prendre  une  moyenne  arithmétique 
entre  les  différentes  valeurs  d’une  meme  quantité  ; de  cette  maniéré 
on  trouvera 

Ej,„)  = a5"'i',o874i; 

c’est  la  longueur  de  l’étalon  en  mètres  provisoires,  à la  température 
de  10  gradtM.  On  aura  en  outre,  par  un  milieu , 


d = 0,000  oao  ga  ; 


c’est  la  dilatation  relative  de  la  règle' lie  cuivre,  employée  dans  la  me- 
sure de  l’étalon.  » ♦ • • . . 

Maintenant  désignons  par  n„  la  longuei|r«^  portée  au  terme  de 
la  glace  fondante,  mais  évaluée  en  métrai  jiravi^res  à .ïe  ^ad&t  de 
température;  par  A sa  ddàtation  absdlue'^nr  chaque  degré  du  ther- 
I.  3i 
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moraptre  centigrade,  c’est-à-dire  sa  dilatation  évaluée  en  fraction  de 
métré  provisoire;  on  aura,  d’après  les  deux  dernières  expériences 
rapportées  plus  haut,  et  en  désignant  toujours  par  Ej,„)  la  longueur 
de  l’étalon , 

E(,„)  = n„-t-  A<  -E  a A [i  -t-  r/(/  — io)]=  + A < -t-  A (n-  r/B), 

f^io)  = n„  -f-  A t"-+-  w"A[i  -+-//(<" — lo)]  =n„-t-A/"-t-^A(i-t-  f/B'  ). 


De  ces  deux  équations  du  premier  degré,  l’on  tirera  aisément  les  va^ 
leurs  des  inconnues  n„  et  A : faisant  le  calcul , on  aura 


rio  = a4“'''’>994  t>4»  A = o^  einoo  1 16  57. 


Or,  par  le  tableau  des  températures  des  portées,  inséré  dans  le  Re- 
gistre des  observations , l’on  voit  que  toutes  ces  températures  .sont 
positives,  c’est-à-dire  au-dessus  de  zéro;  ainsi  la  correction  totale  à 
laquelle  elles  donnent  lieu  est  additive  et  de  i"'''’,977  34.  Ciette  correc- 
tion, comme  on  le  conçoit  bien,  est  l’expression  de  la  somme  des 
corrections  partielles.  Si,  par  exemple,  n portées  eussent  été  obser- 
vées à la  même  température  T,  la  correction  qui  leur  est  relative  serait 
évidemment  /iTA.  Mais  le  nombre  de  portées  contenues  dans  la  base 
était  de  86G,i486,  par  conséquent  on  a 


Longueur  de  la  portée Un  = 24’""'’,994t>4 

multipliée  par 8G(>  ,1.486 

produit.. . . ai648  ,55a75 

Correction  de  température -t-  i ,97734 

I.ongueiir  de  la  base  en  mètres  provisoires,  B'  = a.i65o  ,53ooç;. 


Postérieurement  à la  mesure  de  cette  base,  le  mètre,  déduit  des 
opérations  géodésiques  de  Delambre  et  Méchain  , fut  définitive- 
ment fixé  à 3 pieds  1 1 lignes  de  la  toise  du  Pérou  ; le  rap- 
port entre  le  mètre  légal  et  le  mètre  provisoire  étant  donc 

il  est  clair  qu’il  faut  multiplier  par  valé^  précédente  de  B' 
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trouvée  trop  courte;  piirtant  l’on  a 

base  exprimée  en  métrés  définitifs  ou  B = R x — a i657'°,563o. 

La  différence  de  niveau  des  extrémités  de  la  base  étant  trcs-petite, 
on  peut  considérer  la  longueur  B comme  celle  d’un  arc  de  grand 
cercle  terrestre  compris  entre  les  verticales  de  ces  mêmes  extrémités , 
et  représentant  le  sol  moyen  de  la  base.  Or,  il  résulte  d’un  grand 
nombre  d'observations  barométriques,  que  ce  sol  est  élevé  de'  4B6‘" 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer;  la  réduction  de  la  base  à ce  niveau, 
évaluée  au  moyen  de  la  formule  de  l’art.  144,  sera  donc  — i “,653a; 
de  là 

base  réduite  an  niveau  de  la  mer  =a  ai655“,9098; 

c’est  cette  longueur  qu’on  emploie  immédiatement  dans  le  calcul  des 
triangles,  quand  on  les  considère  comme  sphériques. 

On  devait  mesurer  une  base  de  vérification  avec  des  réglés  de  fer 
que  le  Dé|x’)t  de  la  guerre  français  avait  fait  construire,  et  dont  l’ap- 
pareil était  assez  commode,  comme  j’eus  occasion  de  m’en  convaincre 
en  mesurant,  en  i8i  i,  avec  ces  règles,  une  petite  base  dans  la  plaine 
du  Vésinet,  prés  de  Saint-Germain-en-Laye , dans  la  vue  de  déterminer 
la  hauteur  de  l’aqueduc  de  Marly  au-dessus  de  la  Seine.  Mais  malgré- 
la  précision  qu’on  obtient  par  un  pareil  procéilé,  elle  n’équivaut  pas 
à celle  qui  résulte  de  l’emploi  des  réglés  de  platine  dont  il  a été  parlé  , 

à l’art.  14.‘>.  Pour  ne  laisser  rien  à désirer  à ce  sujet,  voici  un  exposé 
succinct  de  la  mesure  de  la  base  de  Melun  et  des  diverses  réiliictions  ■ 

qui  y sont  relatives.  , 

DEUXIÈME  EXEMPLE. 

147.  Delambre,  qui  fut  contraint  de  mesurer  une  ligne  brisée, 
le  long  de  la  route  de  I.ieursaint  à Melun , employa  quatre  réglés  de 
platine  de  a toises  chacune,  et  construites  comme  nous  l’avons  dit 
(art.  145)  : les  toits  de  ces  régies  étaient  peints  de  diflérenles  cou- 
leurs , afin  d’éviter  toute  méprise.  A la  fin  de  ^laqiie  journée , et 
après  avoir  employé  plus  de  dix-sept  fois  ces  quatre  réglés,  xm  en- 
fonçait dans  la  terre  un  pieu  dont  la  tète  était  carrée  et  recouverte 

3i.. 
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il'une  lame  de  plomb  sur  laquelle  on  marquait,  par  deux  traits  croisés, 
le  point  où  tombait  le  fd-à-plomb  abaissé  de  l’extrémité,  de  la  deriiiere 
régie. 

L’arc  de  cercle  du  niveau  qui  servit  pour  évaluer  l’inclinaison  des 
règles  était  de  lo  degrés,  formant  lao  parties,  dont  chacune  valait 
par  conséquent  5 minutes,  et  le  milieu  de  cet  arc  était  numéroté  6o. 
L’alidade  mobile  à laquelle  était  adapté  un  petit  niveau  k bulle  d’air, 
portait  un  vernier  donnant  la  minute,  (f  la  Jig.  33.) 

On  jugeait  que  la  règle  allait  en  montant,  en  allant  du  premier  ati 
<leuxième  ternie  de  la  base,  lorsque  Tare  était  plus  petit  dans  l’obser- 
vation directe  qu’après  le  retournement  (art.  It.x).  En  général,  l’élé- 
vation de  la  partie  de  Tavant  au-dessus  du  niveau  de  la  partie  de 
l’arrière,  est  égale  à la  moitié  de  l’excès  du  second  arc  5"  sur  le  pre- 
mier 5',  c’est-à-dire On  aura  une  idée  de  Tordre  que  Delambre 
mit  dans  scs  observations,  par  le  tableau  suivant. 


îi“  I. 


^OI 

(les 

, ftCGLE*. 

TU&flMOIt. 

meialUquo. 

UXCiETTU. 

NIVEAU 

tlftlK.  HA(.VO(:%|Kr.. 

IXCUJI. 

double. 

RKDCCT. 

à 

l'horixon 

dN  »- 

dN  - 

1 

!foyi 

53^3  GG^J 

■ 3^0 

9*0 

>*S) 

a 

4i5.5 

JS.9 

8i  ,4  { 38,0 

4L4 

101 ,4 

03, 

3 

1,0,4 

5o,4  68,4 

18,0 

17,3 

jfri 

4 

4»“.4 

5u6,6 

73,1  4®»* 

34 ,0 

3d,5 

Îi9 

J 

3 

3 

. 

4 

! 

1 

48' 

• 

. 

— i3o3o 

gfy 

ioi8a^3 

a57303 

i 

! 

148US 

•^669 

— iiSGi 
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Dans  ce  tableau,  les  parties  des  tliermometres  inétallinues  et  des 
languettes  sont  des  100000“'“’“  d’une  toise  (art.  145);  mais  les  unités 
des  nombres  contenus  dans  les  colonnes  dfi  sont  des  dix -millièmes 
de  tois«'. 

I,a  colonne  intitulée  Réduction  à l'horizon  comprend  les  nombres 
qu’il  faut  ôter  de  la  longueur  de  chaque  règle  non  compris  sa  languette, 
|>our  la  réduire  à l’horizon.  Cette  réduction  se  calcule  au  moyen  de 
la  formule 

. a-a' sin*  ^ 5 = .V  sin’ J (a5), 

dans  laquelle  5 est  l’inclinaison  de  la  règle.  On  aurait  de  même,  pour 
la  réduction  de  la  languette  /, 

■il sin’  I (a5)  = ^ / 4'  sin“  | (a6). 

On  voit  donc  que 

réducl.  de  lu  languette  = réduct.  de  la  règle  X î long,  de  la  lang. 

Mais  Delambre  a employé  à cet  effet  la  formule  suivante,  qui  est 
suffisamment  exacte,  et  qui  a l'avantage  de  donner  la  réduction  to- 
tale , savoir  : 


7 soin,  des  iaDj^ueltes  X des  règles 
nombre  «les  règles 

Le  tableau  précédent  n’offre  que  les  résultats  de  la  première  journée, 
ou  de  la  première  page  du  Registre  des  observations.  Voici  un  second 
tableau  où  se  trotivent  réutiis  les  résultats  de  chaque  page. 


ixM.  des  lang. 


► • 
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N»  II. 


P 

P 

s 

des 

ré(*les. 

SOMME 

des 

Ibermomèlrv*. 

SOMME 

des 

languettes 

SUMMI.  » 

des  it-ductions 
à l'horizon . 

SOMME 

des  diffttreoces 
de  niveau 

1 t 

49 

aoi8a>',3 

■J1573O.1 

OC 

•S 

■ — iaS6i 

5a 

tS5G,i 

— 

3 

83“  .7 

4 

i» 

+ 3714 

8<p.l 

5 

431.5 

€342 

3o 

i5o4 

€.33488,3 

i€.55o6a,8 

a3458,i 

- 

-h  iii33i 

Si 

61 

îoai' 

ia'75863,8 

34'aOüG8,3 

0*  317 1 1 ,3 

- 7*2929 

i4'63€’j 

604a' 

i;8»S 

— ;.aya9 

0* 32890,1 

-*•  7*  3640 

1..CS  réglés,  comme  nous  l’avons  dit,  ont  été  réduites  séparément  à 


l’horizon,  ce  qui  a produit o‘3a7ii,3 

Et  les  languettes,  réduites  de  même,  ont  donné 178,8 

En  sorte  que  la  réduction  totale  à l’horizon  est o'SaSgo,! . 


On  fit  correspondre,  à l’aide  d’un  fil-à-ploinb , l’extrémité  de  la  pre- 
mière et  de  la  dernière  règle  aux  deux  termes  de  la  base;  ainsi,  la  lon- 
gueur mesurée  doit  être  augmentée  d’une  épaisseur  de  cordonnet 
évaluée  à o'ooo57,8. 
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On  a donc 

Ix)ngueur  mesurée 6o/)a* 

Languettes 34.at)o68,3 

Épaisseur  du  lU-à-piotnb -I-  0.00057,8 

Réduction  des  règles  H l’horizon. . . — 0.32711,3 

Réd.  des  languettes  à l’horizon.  . . — *78,8 

Base  mesurée.  . 6o75'g3236,3 

' «•  Thermomètres..  . i2'75863,8 

Somme  des  f/N 7'364 


•Mais  la  dernière  règle,  ou  la  3o2i‘“”*,  dépassait  réellement  le  terme 
austral,  et  l’intervalle  réduit  à l’horizon  fut  trouvé  de  o'o549a,8, 
quantité  évidemment  soustractive. 

De  plus,  les  deuxpartiesde  la  hase, dont  l’une  = 3g45',  l’autre  a i3i*, 
formaient  un  angle  horizontal  de  1 7g”  10' 47", 09  : en  le  réduisant  au 
plan  des  cordes  (art.  150},  on  le  trouve  de  179°  io'4o"’,9i;  d’où  l'on 
conclut,  pour  la  réduction  à la  ligne  droite  (art.  9ü) , — o*i4a37 1 . 

Enfin  une  petite  correction,  évaluée  à -t-  o'ooooa,78,  est  résultée 
de  ce  que  la  dernière  règle  était  éloignée  du  coude  où  était  placé  le 
centre  du  poteau , de  i pied  7 pouces  8 lignes. 

Delambre  ayant  substitué  la  corde  à l’arc,  il  faut  en  outre  réduire 
chacune  des  parties  de  la  hase , à l’aide  de  cette  formule  : 

différence  de  l’arc  à la  corde  = — , 

24R* 


dans  laquelle  R désigne  le  rayon  moyen  de  la  Terre  (art  150).  Faisant 
le  calcul , on  trouve  , 

Pour  la  partie  3g45* «...  — o'ôo0s^'88 

Pour  la  partie  ai3i — ' ^,76 

>.  Réduction  aux  cordes.  . . — 0.00027,64 

Correct,  du  vemier  des  languettes  (art.  145)  — 0.01 100,48 

C’est-à-dire  la  correction  moyenne  o*ooooo,3644 
multipliée  par  le  nombre  des  règles. 


— 0.01128,12 
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Report.  . . 
Réductions  [(récédentes 


Somme.  . . 
Résultat  immédiat.  . . 


o'oi  ii8,ia 
O .o.549aiSo 
o.i4a3t),io 
0. 00003,78 

O.  ao85,?,a4 
6075.93336,35 


Base  corrigée 6075.73381 , 1 1 

Les  éléments  de  la  réduction  de  la  base  au  niveau  de  la  mer  sont 
donnés  par  ce  qui  suit. 

Le  sol  du  ternie  austral  est  élevé  au-dt^ssus  de  la  mer  de  36',  11 


Olui  du  terme  boréal , de.  : 45  ,91 

-Moyenne  entre  les  deux  termes 4>'i™> 

la«  sol  au  coude  est  élevé  de 4^  ,00 


En  regardant  l’élévation  moyenne  entre  les  deux  ternies  comme 
l’élévation  niovenne  de  la  base , la  réduction  calculée  par  la  formule  de 
l’art.  14f  serait  — o', 0761 5.  En  partageant  la  base  en  sept  arcs 
diflérents,  Delambrc  a trouvé  — o', 07735;  c’est  ce  dernier  résultat 


qu’il  a employé.  .Ainsi, 

Rase  réduite  à la  ligne  droite 6075,73381 

Réduction  au  niveau  de  la  mer — 0,07735 

Base  au  niveau  de  la  mer.  . . . 6075', 64646 


Il  s’agit  maintenant  d’avoir  égard  à la  lein|)érature  des  réglés.  Or, 
la  somme  ia'7586.3,8  des  thermomètres  métalliques  divisée  parSoai, 
nombre  des  observations  ou  des  réglés,  donne  le  quotient  o'oo4aa,3o; 
c’est  la  température  moyenne  des  règles. 

En  partant  d’une  remarque  de  Delanibre,  le  point  de  la  glace  de  ces 

méities  règles  est,  selon  Borda,  de o'oo383‘’,3 

Mais  des  expériences  ultérieures  citées  précédemment 
.page  a38)  ayant  démontré  que  le  thermomètre  centi- 
grade répondait  plus  exactement  à -t-  »",35,  il  faut  sous- 


traire du  nombre  précédent ' a ,5 

Reste  donc  pour  le  véritable  terme  de  la  glace  des 
quatre  réglés o'oo38o>’,8 
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et  coin mr  10  degrés  de  Réaumur  valent  23^^  16  ^ il  s’cn-  * T 

suit  que  pour  1 3 degrés  d'i  même  thermomètre  on  a.  . 3oe,  1 

donc  |3  degrés  de  Réaunuir  répondent  à 4>°  »9 

mais  à la  températiirolnoyenne  dç  la  bs^se,  on  a eu.  . . ,4aa  ,3 

^ * 4 ■ ' ■■ 

Ainsila  différence  est  de".  J.  . . . .Ss >•  j-4 

.•  ».  — — 

L’alloiigemenl  de  la  règle  de  platine  étant  deo'’,9a45, 
celui  qtii  correspond  à la  différence  1 1 ,4  sera 'iot,5’H) 

Ces  parties  sont  des  deux  cent-millièmes  de  la  règle; 
en  les  mid^^ÿiA^it  par  3o38,  nombre  des  règles , 011  aura 
pour  la  rédiictioq  totale  à i3  degrés  de  Réaumur.  . . u, 32017 

Ajoutant  cette' correction  4‘U'bate  exprimée  endemi- 
mwlules,  savoir^" j...  6075“, 6464^ 

oir Vrjovvci^a  que  cette  base,  réduite  à cette  dernière  ' 
lempératBfte èt  à la  ligne  droite,  vau^en  demi-modules.  6o75,9<J6(j3 
Ajoutant  la  différence  de  l'arc  à la  corde 0,00087 


L’arc  de  la  base . . .=0075,967.30 

_,Otte  valeur  est  donnée  en  parties  du  demi-module  ’ 
qui  s(ir|)assaKhu,démi-règle  n"  i de  o'oo<>ôo,'it>,'' tfïiprè».  ^ 

, des eXpérieitCirfriles  au  retour  de  la  base  de,Ritpigoan;  ^ 

ainslla  réduction  additive  sera  de  o', 00000,  r X 6076.  . = -f  608 

Donc,  la  base  réduite  = 6073,97358 


et  comme  à cette  température  de  1 3 degrés  de  Réaiimur 
le  demi-module  ne  valait  que  1 toise  — o\oooo  1 1 574,  il 
s’ensuit  que  cette  bàso  doit  être  encore  diminuée  de 

o‘,ooooii574  X 6o76>a- =—0,07032 

donc.^lin , la  base  MââKéVaut  en  toises  du  Pérou.  . ^ . 6075,90326 

^ Delambre  a trouvé.  ^ 6o75,qo338 



.'Différence  entre  son  calcul  et  le  notre.  . . . o', 0001 2 

TduteiwiiflB  péùt  s’arrêter  au  nombre  6075', 9,  à cause  îles  petites 
erreurs  inéei^d)^  dans  l’alignement  et  l’épaisseur  des  règles  ; mais  il 
est  à reméô}t|pr  qüe  Delambre  présenta  en  dernier  lieu , à la  com- 
miialoaides  poids  ét  mesurés,  pour  la  base  réduite  à la  ligne  droite, 
la  vàUàtr  6075', 899  197  qu’il  faut  augmenter  de  o',ooo  87a , pour  la 
■ 32 
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rlianger  en  arc,  ce  qui  donne  SojSSgoo  069;  et  c'est  en  effet  sur  cette 
base  que  tous  ses  derniers  calculs  ont  été  faits  (page  45  du  tome  11' 
de  la  Hase,  du  Sjrstème  métrique). 

Il  est  évident  que,  par  la  manière  dont  on  a mesuré  cette  longueur, 
chaque  règle  ou  les  deux  toises  formaient  à la  snrfacede  la  Terre  deux 
tangentes  d’une  toise  chacune.  Or,  la  somme  de  toutes  ces  tangentes 
ayant  été  prise  pour  Tare  correspondant,  on  a nécessairement  com- 
mis une  erreur;  mais  cette  erreur  est-elle,  sensible?  c’est  ce  qu’il  s’agit 
de  savoir.  « 

Soit  A un  arc  terrestre  dont  le  rayon  est  R ; on  a , comme  l’on  sait , 


A = tang 


I . 

i R.. 


tang' A 
R* 


— etc. ; 


iérie 

retti 

ùm 


le  qui  donne  l'arc  A en  toises,  si  la  tangente  est  donnée  en  uniti'*s  de 
te  espèce.  Mais,  dans  la  supposition  actuelle,  tang  = j';  on  a donc 
iplement 

.angA'-A  = iÜ;«;"  = -3^. 


Cette  différence  entre  la  tangente  et  l’arc  doit  être  multipliée  par  le 
nombre  de  toises  contenues  dans  la  base,  c’est-à-dire  par  6076*;  ainsi, 
à cause  de  log  R = 6,5 1 4o6  à très-peu  près , l’on  a o‘,ooooo  0000 1 89  à . 
retrancher  de  6075', 90826,  pour  avoir  le  véritable  arc  de  la  base.  11  est 
donc  toujours  permis  de  négliger  cette  correction.  ’ 

.A  la  rigueur,  cette  base  étant  un  arc  du  sjihéroïde  terrestre , se  trouve 
douée  d’une  double  courbure,  qu’on  peut  néanmoins  considérer 
comme  nulle.  Observons  en  outre,  que  l’analyse  des  probabilités  oiïre 
une  réglé  fort  simple,  à l’aide  de  laquelle  on  détermine,  dans  certains 
cas,  l’erreur  moyenne  commise  dans  la  mesure  d’une  base;  la  voici  : 

En  désignant  par  a l’erreur  accidentelle  due  à une  lecture  inexacte 
des  verniers  de  chaque  règle , l’erreur  totale  e à craindre  sur  la  longueur 
d’une  base  contenant  n règles,  se.râ 

t 

* E = -+-  a V ra- 

Par  exemple , les  parties  du  vernier  des  languettes  de  chaque  réglé 
de  platine  étant  tles  cent-millièmes  de  toise , il  n’est  guère  ]K>ssible  de 
commettre  dans  la  lecture  une  erreur  A' estime  de  plus  de  ÿ de  partie 
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ou  de  o',oooooaS  = a,  soit  eu  plus,  soit  en  moins;  ainsi,  pour  une  lon- 
gueur de  3oai  = n comme  la  base  précédente,  on  aurait  seulement 

t=±  o',oooooa5  v 3oal  = ±.o',oooi‘i'j; 

quantité  assez  petite  pour  n’en  tenir  aucun  compte. 

Quanta  l’erreur  due  à un  défaut  d’alignement  des  régies  etàjleur  “ 
épaisseur,  Delainbre  trouva  à peine  cinq  millièmes  de  toise  à ôter  d’une 
longueur  de  6076  toises.  . *'  . 

Le  grand  canevas  trigonométrique  de  la  nouvelle  Carte  de  France, 
dont  les  lignes  primordiales  ont  été  mestirées  par  l’ekMîorps  des  Ingé- 
nieurs-Géographes militaires,  se  rattache  aux  bases  je  Melun  et  de 
Perpignan  mesurées  par  Delambreéet  à cinq  autres , pOuHesquelles  on 
a.«mployé  pareillement  les  règles  de  platine  ; mais  scidement  au  nombre 
de  trois , parce  qu’U  a été  décidé  que  celle  n"  1 resterait  en  dépôt  au 
Bureau  desLongitudea>pour‘servir  désormais  de  terme  de  comparaison 
aux  trois  autres.  On  trouvera’,  page  4»  du  Discours  préliminaire  de 
notre  Nouvelle  description  ^èométri(jue  de  Iq  France  (tom.  I),  un  autre 
exemple  du  calcul  prêchent  appliqué  à la  mesure  de  la  base  d’Ensisheim 
prés  de  Colmar.  f " 


. ■' 
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CHAPITRE  X. 


DU  CALCUL  t)KS  TBIAITCLES,  ET  PE  QUELQUES  PROBLÈMES  DE  CLODKSIE. 


148.  Puisque  les  bases  mesurées  et  K'chntes.i  uiitf  tnêine  surface 
de  niveau  sont  ou  peuvent  être  considérées  comme  des  arcs  de  grand 
cercle  de  la  sphère  terrestre,  et  qu' elles  tont^liécs  à la  chaîne  tles 
triangles,  de  manière  à «Ti  représenter  îés  côtés  principaux , il  serait 
naturel  de  calculer  ces  triangles  par  la  voie  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique; mais  leur  courbure  étant  peu  sensible',  on  peut  aussNes  traiter 
comme  des  triangles  rectilignes,  en  faisant  toutefois  usage  du  théo- 
rème de  Legendre,  démontré  à l’art.  100,  ou  bien  substituer  à ces 
triangles  sphériques  les  triangles  rc-ctilignes  formés  par  les  cordes  qui 
en  soutendent  les  côtés.  Exposons  successivement  ces  trois  métliodes. 


/ * • 

Résolution  des  triangles  géodésiques  considérés  comme  des  triangles 

sphériques. 


149.  Lorsque  les  angles  de  position  d’un  réseau  du  premier  ordre 
sont  réduits  à l'horizon  de  leurs  sommets  respectifs  et  au  centre,  qu’ils 
sont  corrigés  de  l’excentricité  de  la  lunette  inférieure  ou  supérieure,  et 
des  phases  des  signaux , s’il  y a lieu  , la  somme  des  trois  angles  d’un 
même  triangle  doit  excéder  deux  angles  droits  d’une  quantité  qui,  en 
faisant  abstraction  de  l’erreur  totale  des  observations,  est  uniquement 
due  à la  courbure  de  la  Terre,  et  est  précisément  égale  à la  surface  du 
triangle  réduite  en  secondes  (art.  100).  Pour  résoudre  les  triangles  de 
cette  espèce  par  la  règle  des  quatre  sinus  (art.  S.'i),  il  faut  d’abord  dé- 
gager les  angles  d’un  même  triangle  de  l’erreur  des  observations. 
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Dans  les  opérations  faites  avec  beaucoup  de  soin,  il  est  rare  que 
l’erreur  du  triangle  aille  à 4“  sexagésimales  ; et  quand  les  triangles 
sont  bien  conditionnés , cette  erreur  n’a  aucune  influence  sensible  sur 
les  côtés. 

Par  exemple,  choisissons  le  43'^  triangle  de  la  Base  du  Système  mc- 
. trique  décimal,  dans  lequel  la  distance  de  Lieursaint  à Vleliin  est  la 
base  mesurée,  et  cherchons,  au  moyen  de  cette  base  et  des  trois  an- 
gles, les  deux  autres  côtés. 

Il  faut  passer  préalablement  des  angles  observés  aux  angles  sphéri- 


Dans  ce  tableau,  les  angles  observés  et  réduits  sont  Ira  angles  de 
position  réduits  au  centre  et  à 1’borir.on  ; leur  somme  = 1 8o“o'o'',4 1 : 
l’excés^sphériqiie  déterminé  par  la  méthode  de  l’art.  100,  ou  ainsi  qu’il 
sera  exfdiqué  plus  particuliérement  à l’article  suivant,  est  de  o",49i 
l’erreur  du  triangle  est  donc  — o",o8,  et  elle  est  négative,  parce  que 
la  première  somme  est  plus'  petite  que  la  secopde  ; on  l’alTecterait  du 
signe  -(-  si  le  contraire  avait  lieu.  En  la  répartissant  également  sur  les 
trois  angles,  on  aura  ce  nouveau  tableau  ; 
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HOMII 

<l«ft  Ktaiioa». 

A.XCLS1  irauiUtE». 

1 LOC  SIMS  D»  AKCLEB. 

Malvoisine 

4o”3fi'56",84 

A 9,8i356  99297 

Lieursaint 

75. 39.39  ,83 

1 B 9,9862$  01 102 

Mriiin * 

63.43.33  ,82 

c f 9,95a&4  13944 

ti8o”  0'  0"  ,4g 

- i 

i 

Faisant  usage  de  la  notation  de  l’art.  54,  le  côté  a sera  connu  ; ainsi, 
par  la  règle  des  quatre  sinus , on  aura  ces  deux  proportions  pour  dé- 
lermiiier  les  deux  autres  côtés  b,  c, 

sin  k ; sin  11  : ; sin  a ; sin  b, 
sin  .A.  ; sin  C ; ; sin  a ; sin  c. 

Mais  elles  supposent  que  la  base  a , donnée  en  mètres , est  un  arc 
de  grand  cercle  réduit  en  parties  de  l'unité  ou  du  rayon  des  Tables.  On 
l>eut  cependant  exprimer  en  mètres  le  sinus  de  a,  et  pour  lors  sin  b et 
sin  c seront  donnés  en  pareille  mesure.  En  effet,  lorsque  le  rayon  est 
l’unité,  on  a (art.  91) 

s.no:  = ar(.-g 

mais  le  rayon  de  la  Terre  étant  désigné  par  p,  l’on  a 

/ X*  \ 

sin  a:  sera  donc  donné  en  mètres,  si  l’arc  x est  lui-méme  exprimé  en 
unités  de  cette  espèce.  De  là 

log  sin  X = log  j;  + log  (i  - ~ ^ 
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en  négligeant  les  autres  termes  de  la  série,  qui  sont  toujours  insen- 
sibles dans  la  pratique  de  la  Géodésie,  et  représentant  par  « le  module 
0,434294  ) dont  le  log  = 9,63778. 

Le  passage  de  l’arc  au  siims,  ou  réciproquement , se  fera  donc  ties- 
promptement , en  remarquant  que  le  coefficient  de  .r’,  c’est-à-dire 

a pour  log.  5,a5i87  lorsque  p = 6 366  iqS™. 

Si  l’on  désigne  par  D le  degré  moyen  et  par  re  la  demi-circonfé- 
rence d’un"  cercle  dont  le  rayon  est  i , on  aura  p = — et  par 
suite 

logsinx  = logar-^|)(^)’^. 

Delambre,  qui  le  premier  a fait  usage  de  ce  procédé,  et  évalué  tous 
les  côtés  de  ses  triangles  en  toises,  a supposé  D = 57020". 


On  a aussi  en  parbes  du  rayon  - 


. / % 

* 

COS.T  = 

1 

+ 

de  là 

(cosx)”  = 

et 

• 

• 

J log  cos  X = 

log(l-ÿ)= 

enfin , 

log  sin  X = 

: log  X -t-  A log  cos  X. 

Pour  application,  soit,  comme  Delambre,  X‘=  i4o88',a858;  en 
convertissant  cet  arc  en  secondes,  on  aura,  d’après  la  valeur  de  D 
ci-dessus , 

log  x=4i>  4886 
log  36oo"  = 3,5563o 
c.  log  57020  = 5,24397 

logx"  = 2,94913,  d’où  X'  = i4'49  ,5; 
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puis,  p.tr  les  Tables  de  Vlacq  à lo  décimales,  ou  aura 


* 

éîï.hTP'. 


log  i4o88',a858 = 4>i4885 

-t- sïogcos  i4'49".5 = 9?<»999  865%  .. 

el  enfin,  log. sin  x en  toises — 4?  14885^*70757,’ 

Loi'sque  le  sinus  de  x est  donné  en  mesures  connues,  et  qu’on  veut 
avoir  x de  la  même  manière , on  a , par  ce  qui  précède , 


log  X = log  sin  X -4-  j^sin’x, 
ou  log  x = log  sin  X — J - 

V » 

Soit , comme  ci-dessus . 

log  sin  X en  toises  = 4i> 4885  70757  , 

— I log  cos  X = 9,99999  86539 
delà  log  X = 4,‘4885*84ai8 

T.a  valeur  de  x,  ou  plutôt  de  o,  dans  le  43'  triangle  que  .nous 
prenons  pour  exemple,  est,  en  arc,  6o75',90oi,  dont  le  log. sin 
= 3,78361  03711;  ainsi  les  deux  proportions  précédentes  donneront 

c.  log  sin  A = 0,18643  00703 = 0,18643  00703 

log  sin  a — 3,78361 '037a! = 3,78361  o37ai 

log  sin  6 = 9,98615  01 10a  log  silice.  = 9,95164  iiqW 

log  sin  b ~ 3,95619  o55i6  log  sin  ('  = 3,91168  17368 


Tassant  du  sinus  à l’arc,  connue  ci-dessus,  on  a 


A = 9o4i‘,5539,  t- = 8369',  1673. 

C'est  ainsi  que  Delambre  a obtenu  tous  les  côtés  des  tnaiigles  de  la 
méridienne;  mais  il  observe  que  l’on  peut  très-bien  s'èu  tenir  aux  Tables 
deCallet,  et  résoudre  dans  tous  les  cas  les  triangles  géodésiques,  au 
moyen  des  logarithmes  à 7 décimales. 

Lorsqu'une  cliaîne  de  triangles  est  terminée  par  deux  bases,  on  est 
dans  l'usage  d’en  calculer  chaque  moitié  avec  la  base  qui  en  fait  partie  : 
alors  on  prend  pour  côté  de  jonction  la  moyenne  arithmétique  entre 
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les  deux  résultats.  Mais  Delambre,  pour  ne  pas  laisser  accumuler  ainsi 
toute  l'erreur  sur  un  côté,  aime  mieux  faire  accorder  exactement  les  • 
deux  bases,  en  modifiant  tant  soit  peu  lea  angles  des  triangles.  Cette 
manière  de  répartir,  tout  le  long  de  la  cbaine,  l’erreur  entre  une  base 
calculée  et  mesurée,  quoique  étant  tout  à lait  arbitraire,  ne  donne  lieu 
cependant  qu’à  des  corrections  qui  sont  bien  eti  deçà  des  limites  des 
erreurs  probables  d’observation.  Ijaplace,  dans  l’ouvrage  que  j’ai 
fléjà  cité  (art.  HO),  donne  à ce  sujet  une  méthode  certaine  et  toute 
fondée  sur  une  analyse  rigoureuse;  je  la  ferai  connaître  à l’art.  207. 


Résolution  des  triangles  sphériques  peu  courires , par  la  Trigono- 
métrie rectiligne,  • 

ISO.  La  méthode  par  laquelle  on  ramène,  à l’aide  du  théorème  de 
Legendre , la  résolution  des  triangles  sphériques  à celle  des  triangles 
rectilignes,  est  généralement  adoptée  à oiuse  de  sa  simplicité,  .àinsi, 
pour  calculer  les  différents  côtés  des  triangles  ABC,  BCD,...  (Jig.  34)> 
on  ôte  de  chacun  des  angles  horizontaux  de  ces  triangles  le  tiers  de 
l’excès  de  leur  somme  sur  deux  angles  droits;  après  quoi  l’on  applique 
successivement  à chaque  triangle  le  principe  de  l’art.  48.  , 

Je  choisirai  pour  exemple  un  des  triangles  du  réseau  trigonometrique 
que  je  fis  servir,  en  i8i6,  d’exercice  aux  élèves  du  Corps  royal  des 
ingénieurs-géographes , savoir  : le  triangle  Panthéon  — Saint-Martin- 
du-Tertre—Dammarlin.  Dans  ce  triangle , le  seul  côté  de  commun 
avec  la  méridienne  de  France  est  la  distance  du  Panthéon  à Saint- 
Martin,  laquelle  = ag  a69‘",So,  réduite  en  arc  et  au  niveau  de  la  mer. 
Voici  les  résultats  de  nos  observations  et  de  nos  calculs. 


Daraiaartin  (église  ptroiaiale) 

Panthéon 

Saint-Martin 
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Les  angles  réduits,  rapportés  dans  ce  tableau,  sont  ceux  de  posi- 
tion réduits  au  centre  et  à l’horizon  (art.  132  et  129);  leur  somme 
étant  de  aoo».ooo3*,i,  l’exc<'-s  sur  deux  angles  droits  = 3",i. 

Désignant  par  A',  B',  C'  les  angles  moyens,  ou  les  angles  A,  B,  C 
diminués  chacun  du  tiers  de  cet  excès,  on  aura 


AXCLC»  MOVERA. 

LOC.  KIKrS. 

A'  = 64'3ii5- 

B'  = 5i . 52^8 
C'  = 84  1697 

aoo. 

, 9.9’:8567 

9,8596613 
9,9864152 

^ 4.»  • 

CkHa  posé,  le  triangle  ABC  supposé  rectiligne,  donnera,  en  adop- 
tant la  notation  de  l’art.  100, 

sinA' ; sinB' a ; 6, 
sinA'  : sinC'  ;;  a ; c; 

les  côtés  ô et  c,  c’est-à  dire  Danimartin — Saint-Martin,  et  Panthéon- 
Dammartin,  seront  donc  connus.  Opérant  par  logaritlunes,  on  a 

c.  log  sinA' = o,07ai.^|33  s 

loga  = /),/(664iaC> 
log  sinB'  = 9,859661a 

logô  = 41.^9*121171  = a5  oi6“,o 

* c.  log  sinA’ = o,07ai433 

loga  = 4i4664ia6 
log  sinC  = 9,98641 5a 

log  c = 4,524971 1 = 33  4^",3o. 

11  ,pt  .uble , dans  la  pratique , de  mettre  de  l’ordre  dans  les  calculs 
de  cette  espèce,  et  de  les  abréger  autant  que  possible.  Voici  comment 
les  ingénieurs-géograplies  les  disposent  sur  leurs  registres. 
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AKLU 


CAKVi. 


réd»4u. 


en  in^irts. 


moyen». 


DammÉrlIn  («fJ . paroi».) 


6401^ 


4.4«iii.G 

0,0731433 

9,4996613 


PaalbèpB. 


Î,53855S9' 
9,9864 i5a 


St.-MjutiD  (eJodl«r.}. 


• . Dans  ce  tableau , lés  mètres  qui  :Sont  sur  la  même  ligne  qu’un  angle 
expriment  la  longueur  du  côté  opposé  à cet  angle , et  ainsi  dés  éuties. 
La  première  longueur  est  toujours  la  base  ou  le  cèté  connu. t • 

Si  le  triangle  ABC  IJig.  34)  r^résentait  celui  qu’on  virât  de  calculer 
et  qu’il  fut  le  premier  du  réseau  ^ le  second  triangle  BCD  auraittêvidgat- 
ment  pour  base  lecôté  BC , et  se  calculerait  delà  même  manière  que  le 
premier  triangle.  £n  allant  ainsi  de  proche  en  proche , on  arriverait  au 
dernier  côté  KL  du  réseau. 


lâi.  Pour  obtenir  les  angles  sphériques  donil  on  déjé  vu  TiUage 
à l’article  précédent,  il  faut  connaître  l’excès  sphérique  de  chaque 
triangle;  d’ailleurs  cet  excès  met  à même  d’apprécier  la  somme  des 
erreurs  des  observations.  On  le  détermine  ainsi  qu’il  suit. 

Par  l’art.  100  , l’excès  sphérique  » = — -,  s dénotant  l’aire  du 


tri^pgle  que  l’on  considère,  p le  rayon  de  la  Terre,  et  R' 
nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon.  Or,  on  a.r 
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et,  par  ce  qui  précède , 

C — 84*)  1 598 1 
log  a = 4 ,4604 1, 
log  6 = 4 ,3983a; 


mais  avant  d’évaluer  1 , nous  remarquerons  que  — est  une  quantité 


constante,  dans  laquelle  p et  R doivent  être  exprimés  par  les  mêmes 
unités  qui  ont  été  choisies  pour  la  mesure  des  côtés  et  des  angles  des 
triangles.  Ainsi , pour  avoir  le  logarithme  de  l’excès  sphérique  1 ex- 
primé en  secondes , au  logarithme  de  l’aire  du  triangle  on  ajoutera  la 
quantité 

log  R — a logp. 


Si  l’on  part  des  anciennes  mesures  et  de  la  division  du  cercle  en  36o°, 
on  aura 

log  P = 6,5i4o6,  logR’ = 5,3i44^> 
logR  — alogp  = a,a863i. 

Si  l’on  fait  usage  des  nouvelles  mesures  et  de  la  division  du  cercle 
en  400  *, 

log  P = 6,8o388 , log  R*  = 5,8o388 , 
log  R — alogp  = 3,19613. 


EnTm,  si  les  côtés  du  triangle  sont  exprimés  en  mètres,  et  qu’on  em- 
ploie la  division  du  cercle  en  360",  on  aura 


log  R — a logp  = 1,70667. 

y ^ 

La  valeur  ci-dessus  de  s étant  calculée  par  les  logarithmes,  on  aura , 
'en'  vertu  des  données  précédentes, 


logï,  ou  0,5 
log  sin  C 
log  a 
log  b 

log  s 
log  constant 

log  I 


= 9.69897 

= 9.9864a 
= 4,4664  ■' 
= 4,3983a 


= 8,55ooa 
3,1961a 

= 0,74614  — 5', 57: 


9 


Digitized  by  Google 


LIMŒ  TROISIÈME.  . alit 

l’excès  sphérique  est  donc  tel  que  l’indique  le  tableau  ci-dessus.  Or, 
la  somuie  des  trois  angles  observés  étant  de  aoo*,ooo3,i,  l’erreur  to- 
tale est  de  a’, 5 ; c’est  la  quantité  dont  il  s’en  faut  que  le  triangle  ne 
/èrme  exactement.  Chacun  des  angles  étant  augmenté  du  tiers  de  a', 5, 
on  a les  angles  sphériques  cherchés. 

^ Il  arrive  souvent,  quand  le  triangle  a peu  d’étendue,  que  la  somme 
des  erreurs  des  observations , lorsqu’elle  est  négative , surpasse , ab- 
straction laite  du  signe,  l’excès  sphérique  de  ce  triangle.  Dans  ce  cas, 
la  somme  de  trois  angles  observés  est  nécessairement  moindre  que  aoo»'. 
Néanmoins^  l’on  forme  les  angles  sphériques  en  corrigeant  chaque  angle 
du  tiers  de  l’erreur  totale,  si  les  observations  ont  été  faites  à chacun 
des  sommets,  dans  des  circonstances  favorables;  c’est  en  efl'et  la  répar- 
tition la  plus  avantageuse , comme  Laplace  l’a  démontré  dans  le  se- 
cond Supplément  à sa  Théorie  analjrtique  des  Probabilités.  Cependant 
si  la  mesure  de  tel  angle  méritait  plus  de  confiance  que  celle  de  tel 
autre,  on  modifierait  cette  règle  de  répartition , de  manière  à faire  sup- 
porter à l’angle  le  plus  douteux  la  pins  forte  correction. 

^ 

152.  Puisque' l’excès  sphérique  du  triangle  .\BC  {/ig.  i5)  est  égal 
À la  surface  s multipliée  par  — , et  que  cette  surface  se  compose  de 

celle  des  deux  triangles  rectangles  ABD,  CBD,  on  a,  en  désignant 
par  s', s"  ces  deux  triangles  partiels. 


mais,  d’après  l’art.  100, 


donc 


f ' = i c’  sin  A cos  A s"  = \ a*  sin  C cos  C 
= ÿ c’  sin  a A , = -i  a’  sin  aC; 

^ _ c*  sin  aA  o*  sinaC 
4 f>*  sin  i"  4 P*  wni" 


Telle  est  la  forme  qu’il  convient  de  donner  à la  valeur  de  c,  pour  cal- 
culer une  table  qui  donne  l’excès  sphérique  en  deux  parties;  mais 
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comme  celte  table  est  trcs-|)eu  utile,  je  me  suis  dis|)ensé  de  la  repro- 
duire dans  cette  5' édition.  .\u  surplus,  Delainbre  l’a  donnée  en  toises 
{Base  du  Sjstmie  métrique  décinuti) , il  a uiénie  fortné.une  table 
à l’aide  de  laquelle  on  a tout  d’un  coup  l’exces  sphérique. ^uant  a 
celle-ci  je  l’ai  tlonné»^  en  nouvelles  mesures;  on  la  trouvera^à  la  fin 
de  ce  volume,  sous  lcn“  III  : |»our  s’en  servir,  on  cherchera  sur  la 
carte  des  triangles,  et  au  moyen  de  son  échelle,  les  nombres  de  métrés 
contenus  ilaus  leur  base  et  dans  leur  hauteur,  et  avec  ces  deux  nomlires. 
pris  pour  arguments , on  entrera  dans  la  table  comme  dans  toutes  celles 
à double  entrée.  Quoique  cette  table  s’arrête  aux  nombres  lo  ooo  et 
5o  ooo,  on  voit  bien  qu’elle  peut  servir  pour 'des  nombres  multiples. 

Désignant  par  b la  base,  et  par  h la  hauteur  d’un  triangle,  on  a 
évidemment  ^ T ’ *’* 


Veut-on  faire  usage  des  anciennes  mesures , c’est-à-dire  de  la  toise  et 
de  la  division  du  cercle  en  36o®?  Dans  ce  cas. 


i,985a8,  ou  bien  î = o ,00000  00096  66. Wi. 


Veut-on  au  contraire  employer  les  nouvelles  mesures?  On  a 


log— =1,89509,  ou  bien  t = o‘, 00000  00078  54  bh. 

Dans  l’application  de  ces  formules,  il  est  suifisant  d’exprimer  les 
longueurs  en  unités  de  mille  toises;  ainsi  l’on  a,  en  secondes  sexa- 
gésimales , ou  dans  la  première  hypothèse , 

i = o",  009666  M; 

et  en  secondes  centésimales,  ou  dans  la  seconde  hypothèse, 

, t = o’, 007854  6A. 

C’est  d’après  cette  dernière  valeur  que  j’ai  calculé  la  table  en  question. 
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153.  Pour  donner  une  autre  application  de  l’excès  sphérique,  ré- 
solvons le  triangle  géodésique  dans  lequel  on  connaît  seulement  l’angle 
et  les  deux  côtés  adjacents  a,  b,  savoir  : 

G = iao*,a897‘,ia, 
logfl  = .4,6859571, 
log*  = 4,54346^. 

On  trouvera  l’excès  sphérique  de  ce  triangle  de  ia*,65;  le  tiers  4'i'aa 
étant  ôté  de  l’angle  C,  on  aura  l'angle  réduit  C'  = iao*,a89a9o.  11 
s'agit  maintenant  de  résoudre  un  triangle  rectiligne  dans  lequel  un 
angle  est  C',  et  les  deux  côtés  adjacents  sont  a e\  b , comme  ci-dessus. 
Pour  cet  effet,  l'on  aura  recours  à la  méthode  de  l’art.  40,  qui  donne 
lieu  au  calcul  suivant  ; 


* log  a = 4,685957 1 l.tang(iy  — 5o*)  = 
c.'logô  = 5,45653o4  logcotÿC  = 

log  tong  ç =0,14^4875  K’ -h'  ^ 

f.=  6o»,a6o945  . , * 

iC‘  = 6o, 144645  * = 

100  — -^C' = 39  ,855355  B' 


9,at  10910 

9,8591844 

9,0703754 



7», 450177 

39,655355 


A'  = 47i3o553a 
B' = 3a,4o5i78 


Maintenant  le  troisième  côté  c s’obtiendra  à 


V ' 
asinC  • ’ 

sin  A'  ’ 


raide4«  réquation 


A 


■ • log  rt  = 4,685957t.  „ ^ . 

♦ logsinC'=  9,977560) 

. g.  log  sin  A'  = O,  i6^97> 

■ ■ ’ lôg c a=4,833ai45;  ''  ' 

et  pour  preuve  de  l’opération,  l’on  calculera* ô,  comme  s’il  était  in- 


V 
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cnmm;  ou  aura  en  effet 

loga-t-c.  log  sin  A'  = 4»8556544 
log  sin  B'  = 9,687815a 

log  * = 4,5434696; 

ce  qui  est  conforme  à l’une  des  données  du  problème.  Il  résulte  donc 
lie  ce  calcul , et  en  ne  supposant  aucune  erreur  dans  l'observation  de 
l'angle  C,  que  les  parties  du  triangle  géodésique  proposé,  qu’il  fallait 
trouver,  sont 

A = 47‘»3o5  954  = A' -H -J  s , 

B = 3a  ,4o56oo  = IT-t-j  £, 
loge  = 4>833a  145,  ou  e = 681  io“‘,56. 

IS4.  On  peut  toujours  employer  la  méthode  de  Legendre  dans  les 
opérations  les  plus  délicates  de  la  Géodésie,  et  dans  le  cas  même  où  les 
cotés  du  triangle  seraient  d’un  degré  et  demi , et  plus.  Nous  donnerons  la 
preuve  de  cette  assertion,  en  résolvant  le  grand  triangle  qui  fait  partie 
du  prolongement  de  la  méridienne  de  France  sur  le  territoire  espagnol. 
O triangle  observé  de  nuit",  a pour  sommets  Iviza,  Montra,  Dcstetlo 
{ y/g." 35).  MM.  Biot  et  Arago  trouvèrent,  toutes  réductions  faites,  les 
angles  sphériques  suivants  {Base  du  Système  mètriquedécimat , tome  IV , 
pagci79l: 

Anglealviza  = 59”5o'53",4o  = I 
àMontgo  = 78.  4- 9 >53  = M 
àDesierto  = 4^-  5.36 ,07=0 

Somme  = 180.  0.89,00 

l.ecc')téA/on/gt>-/e/rfl  étant  de56559,o4  toises  eu  arc,  on  peut  calculer 
les  deux  autres  côtés  dans  deux  hypothèses  différentes;  d’abord  en  fai- 
sant abstraction  de  sa  courbure , ensuite  en  le  traitant  comme  sphérique. 

!"■  SoujTioH.  Les  angles  moyens  du  triangle  se  trouveront  en  ôtant 
1 3",  c’est-à-dire  le  tiei-s  de  l’excès  39",  de  chacun  des  angles  sphériques; 
ainsi , 

Angleàlviza  = 59‘*5o'4o'’,4o  = 1' 

' à Montgô  = 78.  3.56 ,53  = M' 

à Desierto  = Ixi.  5.a3,o7=D' 

Somme  = 180.  o.  0,00 
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De  là 


c.  log  sin  D' = 0,1737348.  ......  0,1737348 

logMl  = 4>75a5oao.  . • 4>75a5oau 

log  sin  M'  = 9,9905099  log  sin  1'  = 9,936848a 


logDI  fc4i9'67467  log  DM  ='4,863o8!>o 


et  par  suite. 


DI  = 8a555‘,6a 


DM  = 7ag6o',o. 


L’excès  sphérique,  s’il  n'était  pas  connu,  se  trouverait  ainsi  (ju'il 
suit  : ‘à  - 

^ ^ R*  ^ 

log  ronst.  = 1 ,985a8  = logj-;. 
log  sin  M = 9,9f)o5 1 
log  Ml  = 4i75a5o 
log  MD  = 4,863o8 
logexcès  sph.  = 1,59137  = 39", o3.. 

r ' '• 

Nous  trouvons  o%o3  de  plus  que  la  commission  du  lUireaii  des  Lon- 
gitudes , probablement  parce  <|u’elle  n’a  pas  tout  à fait  supposé  comme 
nous‘|ü'=  JaG633o’ ou  log  P = 6,5i4o6oi  (*).  * ^ •*  as- 

a'  SoLüTiox.  Le  moyen  le  pins  simple  pour  confirmer  les  résjiftats 
précé-dents,  est  de  résoudre  le  triangle  par  la  tnéthorle  rigoureuse  de 
l’art  1411-  Soit,  pour  abréger,  la  base  donnée  MI  =<?;  ou  aura,  d'a- 
prés  le  même  article , ' • 

, ^ ’’,log.  sin  d = log'd  — 


(*)  Un  grand  triangle  rormo  auaaipàr  les  ingvnieurs-geographes,  dabs  le  but  de'lier 
à la  tdangulation  de  la  France  le  Monte-Gnto  tilué  en  Corse,  a pour  bfse  une  dis- 
ixnce  de  <j87S6°',9.gui  s'étend  le  long  delaodte  de  él  les  angles  à' celte  h|se,  ré- 
duits à liiorigon,  sonl,J'on  de8a’,oÀ3o,  l'antre  de'96*,afi6à.  Calculant,alnfs  l'excès 
sphérique  de  ce  triangle,  par  la  fbnnale  de  l'art.  lltS,  on  le  trouve  de  i4d  lccondes 
ceniésinialesi^où  il  suit  que, l'angle  amommet/qil’on  b'a  piLmesiuer,  estdb  aiSfiS^S, 
et  que  1^  deux  autrà'cé|és  aù|l  a35  387'*,5,  et  {DcùHfy,  Géom.  *•  la 

Fmarr,  tome  I,  pt^  **' 

I.  * , . 34 
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logu  = 9,63778 
logrf  = 4>7Sa5o 
= 4)75a5o 


-jé<^  ^c.  log  6 = 9,22i85 

? a.  corap.  log  P = 6,97168 


-5,3365i  — o,ooooai7 — 
• logd  = 4>75»5oao 
log  sin  â = 4»?5a48o3 
"c.  logsiiiD=  0,1737046 
logsinM=  9,9905 157 

log  sin  DI  = 4,9167006. 
Passant  du  sinus  à Parc , on  trouve,  à canae  de  , 


donc. 


log  0'  = log  sin  d 4- 

sans  erreur  sensible , ^ 

usin*^  ,,, 

' ■ = 0,000046a  4-  . 

logsin  DI  = 4191670^ 


mais 

donc 


log  DI  = 8a555',64. 


Ce  résultat  ne  düTérant  du  précédent  que  de  a centièmes  de  toise, 
et  représentant  la  valeur  du  plus  grand  côté  du'trianglé,  il  est  prouvé 
par  le  fait,  que  la  méthode  dé  Legendre  est  applicable  en* toute  circon- 
stance : elle  convient  même  à tout  triangle  géodésiqiie  formé  par  des 
lignes  de  plus  courte  distance,  sur  un  sphéroïde  quelconque  peu  diffé- 
rent d’une  sphère,  ainsi  que  ce  célèbre  géomètre  l’a  démontré.  Cette 
métliode  est  donc  tout  à fait  indépendante  de  l’aplatiMemenj  de  la 
Terre,  et  par  cela  seul,  elle  nous  parait  avoir  de  l’avantage  sur  celle 
que  nous  allona^xpliquer,  ^ J * ■ ^ V.'"  ^ 

Résolution  dtif  triangles  rectilignes Jormés  pfir  des  cûRies  delà  sphère 

■ * * ■ ' terrestre.  X.  Çi4* ' 

135. -Lo^u’au  centre  de  chaque  ilafca  ^les  horizontaux 

sont  réduits  aux  angles  des  cordes  (art.  1*),  ces  derniers,  reldtMs  à 
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un  .même  triangle,  cl  ajouté»  ensemble,  tievraient  donner  une  somme 
égale  à deux  angles  droits;  mais  l'excès  ou  le  déficit,  qui  représente 
l’erreur  totale  des  observations,  se  distribue  sur  cliacun  des  angles, 
comme  dan»  la  méthode  précédente.  Quant  à la  ligne  géodésique,  prise 
pour  base  et  n-diiite  au  niveau  de  la  mer  (art.  l-i4),  on  la  remplace 
par  la  distance  rectiligne  qui  joiiit  ses  extrémités  (art.  145).  I>e  cette 
manière,  le  premier  triangle  du  réseau  auquel  cette  base  appartient 
a pour  sommets  les  pieds  des  signaux  projetés  suivant  la  direction  de 
la  jiesanteur,  sur  le  prolongement  de  la  surface  de  la  mer.  En  ré- 
solvant donc  ce  triangle  rectiligne,  et  calculant  ensuite  tous  les  autres 
triangles  de  proche  en  proche,  ils  représenteront  les  faces  d’un  po- " 
Ivèdre  inscrit  au  globe  terrestre.  Telle  est  l'une  des  méthodes,  qui 
furent  employées  par  Delambre , dan»  le  calcul  de  la  méridienne  , 
comme  je  i’ai  déjà  dit.  ^ 

Afin  de  no  laisser  rien  à désirer  à ce  sujet,  voici  un  tableau  extrait 
de  ceux  de  la  base  du  Sjstème  métrique , tome  1 . 


xolu 

d*»  «taiioRt. 

ANCLie 

•beemar 

tscftt 

»pheHqtte. 

ânOLKI 

•pherlqute. 

AWLCf 

dm  «ordee. 

• 

Aiicua 

BMipeM. 

IfalvolBiDa . 
Lie»r««int  . 
Itteltm. .... 

S 

36'5t 

..S.Sq.'ja.Bi 

M.43.»,î9 

— o-i3 

— 0.19 

— 0,17 

4ü"3G' 56*84 
75,39.09,83 
63.43.33,80 

3®56':7I 

Î9 

43.33,6» 

3<r56‘6S 
3g.*)  ,6; 
45.33.85 

Soiama  dan  ir 

180^  0' 

rouri  — o"o8 

- 049 

l8a.,o.-«,49 

U.  0,00 

^0.  O.ttP 

44 

Mcmllht-rf.  . 
Malvoitine , 
Torfou 

0*10 
43.5a.  a.3i 
8o.57.'H,79 

w 0*1 4 
— O.lft 
— 0,17 

55»lo'  l'iS 
3,39  . 
Su  S7.55.86 

10'  1*04 
• 5a.  3,07 
s7.55.69 

— î 

-îf 

Somme  tUi  er 

'7a-59-S!.»“ 

reurs  — 3,93 

- 0,43 

ifc.  ^ «.43  . 

9.  0,00  1 0,  o,uo 

m 

é 


La  colonne  intitulée  angles  observés  contient  les  angles  de  position 
réduits  à l’horison  et  au  centre.  , • 'v 

34.. 
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Ia  colonne  suivante,  qui  a pour  titre  : excès  sphérique,  donne  pour 
chaque  angle  horizontal , l’excès  de  cet  angle  sur  l’angle  des  cordes 
correspondant;  il  se  calcule  par  la  mélho»le  de  l’art.  130,  ou  plus 
directement  encore  au  moyen  d’une  Table  que  Delainbre  a donnée,  et 
qui  a pour  arguiueiits  la  somme  K -(-  K'  et  la  différence  K — K'  des 
côtés  qui  coni|)renuent  l’angle  à n'duire.  Les  trois  excès  partiels  forment 
l’excès  sphérique  du  triangle,  tel  qu’il  se  trouverait  directement  par  la 
■ formule  de  l’art,  loi. 

La  cinquième  colonne  s’explique  d’elle- même.  . 

I.a  sixième  colonne  com|>rend  les  angles  des  cordes  , qui  s’ob- 
" tiennent  en  ôtant  des  angles  sphériques  les  excès  sphériques  cor- 
respondants. , 

Enfin,  la  dernière  colonne  donne  les  angles  moyens  qui  servent 
pour  résoudre  les  triangles  sphériques  par  le  procédé  de  l’art.  150. 

.A  l’aide  de  ce  tableau  , et  de  la  base  de  Melun  à Lieursaint,  réduite 
à sa  corde,  on  aura  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer  tous 
les  côtés  du  réseau,  soit  par  le^ procédé  actuel,  soit  par  les  deux 
précédents.  . • ^ 

I-a  méthode  de  réduction  au  plan  des  cordes  a été  suivie  {vendant 
quelque  temps  au  Dépôt  de  la  Guerre;  mais  depuis  1817,  époque  à 
laquelle  ont  commencé  les  o{)érations  de  la  nouvelle  Carte  de  France, 
, tous  les  registres  géodésiques  ont  été  rédigés,  d’après  ma  proposition, 
« conformément  au  principe  de  l’art.  HX),  qu’on  appliquait  comme 
par  instinct,  même  bien  avant  que  Legendre  en  eiit  prouvé  la  légitimité. 

Comme  je  suis  entré  dans  assez  de  détails  sur  cette  matière,  je  me 
Ivorncrai  à faire  observer  que  la  longueur  d’un  des  côtés  les  plus  éloignés 
de  la  base  mesurée,  doit  être  le  milieu  entre  tous  les  résultats  qui  dé- 
riveraient du  calcul  de  différentes  chaînes  de  triangles,  auxquelles  ce 
côté  serait  commun. 

156.  Déterminer  la  position  rfun  lieu  d'où  l'on  aperçoit  trois  points 
donnés  sur  la  carie. 

1"  SoLUTioir.  Si  du  point  D {Jig.  34),  élevé  au-dessus  du  plan  ABC 
sup{>osé  horizontal,  on  a observé  les  angles  ADB , ADC,  ainsi  que 
les  distances  zénithales  des  points  A , B , C dont  on  connaît  les  dis- 
tances respectives,  on  réduira  à l’horizon  les  deux  premiers  angles. 
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atiu  que  le  point  t)  puiss^  être  considéré  comme  le  pied  de  la  verticale 
abaissée  dit  lieu  de  l’observation  sur  le  plan  ABC;  et 'pour  lors,  avec 
deux  des  distances  horizontales  AD,  Bl),  CD'détcmiiiiées  per  le  (^Icui, 
on  6xera  la  projection  de  ce  lien  ; c’est *ce  que  Von  va  voir.  ^ 

Nommons  j3,y  les  réductions  à l’Itorizon  desongfes  observés  AIKi, 
ADR.  sôjeiit  en  outre  D.A  = D , 1)B  = D',  DC  ;=,DVattglrs  ABD  ~ ,r , 
ACD  =y,  adoptons,  pour  le  triangle  ABC,  la  notation  de  l’art.  47, 
et  enfin  faisons  abstraction  de  la  courbure  de  la  'Serre. 

Cela.posé , ^dans  le  quadrilatère  ÀBDC,  supposé  plan,  les^quatre 
angles  vaudront  ensemble  ,detix  angles  droits , et  les  triangles  XfiC, , 
,\DB  donneront  respectivement  ^ •»,  • ^ 


D = 


d’où 


b itay 
sin? 


n =; 


»ny 


et  par  suite 


b siny' »inx 

..c  sinp  ~ sinj'* 


(m) 


*ou  bien  ?îîiiif±£^  : 

* «inx~stn/^  6 sm7^£sm(3'  Uogf(4' — f) 


e smS 

I J— ^ 

6su>7 


rcÜ^* 


Or,  ii  Ton  fait 


^ tf  sinî 

'“"8*  = 


(?) 


♦ 

l'expression  précédente  deviendra  «.  ^ 

. ♦ •* 

“"gTi-v— r)  i-^Ungl  ..  ®\  ^a/’ 

et  si , pqiu*  abréger,  l’on  pose 


ê = \{x-jr),  S = i(jT ri- j')=îf-i(A 7),'  <n) 


on  aura 


tangd  = = cot  + ‘angS. 
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â étant  connu , il  s’ensuit  que  _ • • 

" X = S à,  / = S — <?;  (3)  ^ 

à changerait  de  signe  si  sa  tangente  était  négative. 

Quant  auï  viilcurs  de  D,  U',  D",  il  est  évident  qu’elles  seront 
données  par  les  équations  , 

J.J  h sin^  c sin  J- 

' sin^  . siny  ’ ‘ * 

J..,  c sin  (jr  + y)  « «in (/  — C) 

. * siny  «in(p-t-y)  ’ 

])»  _ ésinfyH-^)  _ a «in(j:  — B) 

■ tinp  «in(P4-y) 


Cette  solution,  que  l’on  doit  à Delambre,  n’exige  la  construction 
d'aucune  figure  ; elle  nous  parait  la  plus  simple  et  la  plus  commode  de 
toutes  celles  que  l’on  pourrait  donner  du  même  problème.  Cependant 
si  l'on  voulait  une  formule  qui  donnât  immédiatement  l’une  des  in- 
connues, orpar exemple,  on  trouverait  sans  peine,  enfaiaant  ^ or 
ilans  la  relation  (m),  et  développant. 


(C  sio  S \ 

_ — r. h II  ; 

ottoycos/?  / 


ou  faisant  en  outre  lane  o = , - on  aurait 

PSinyros/» 

^ . sin(»-4-i«) 

COt  X = cot  P — 7—  , 

’ COSyCOSy'*  ’ 


expression  dans  laquelle  p = 4*  — A.  — ^ — y,  et  cos  ^«  = y.J. 

Quoiqu’il  soit  aisé  de  se  rendre  ^compte  des  changements  que  les 
formules  ci-dessus  éprouvent  suivant  la  position  du  point  D ài’égard 
du  triangle  ABC , nous  ferons  les  remarques  suivantes  : i“  si  le  point  A 
était  dans  l’intérieur  du  triangle  IKï) , on  aurait 


S = ^ X (4«  _ A H-  ^ -t-  y)  = ?, 

* \ 
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c’çst-H-<lire  qu’il  faudrait  prendre  le  supplément  à quatre  angles  droits 
de  l’angle  A.  du  triangle  ABC; 

a".  Dans  la  même  circonstance,  il  faudrait  mettre  a:  4-  B et  j C 

dans  les  valeurs  de  D'  et  de  D',  parce  que  les  angles  B,  C seraient  ex- 
térieurs au  quadrilatère  DBAC,  au  lieu  de  lui  être  intérieurs  comme 
dans  le  premier  cas  ; • 

3".  Lorsque  le  point  D sera  dans  l’intérieur  du  triangle  ABC,  la 
somme  des  angles  obsers'és  (9  4-  y surpassera  nécessairement  deux 
angles  droits;  ■ ' 

4®.  Si  le  point  D était  placé  sur  la  ligne  BC  = a , la  somme  B 4-  y 
vaudrait  précisément  deux  angles  droits,  et  l'on  aurait 

sin  j5  = sin  y,  tang  s = ^ » ' 

i serait  la  différence  des  angles  connus  B,  C,  et  alors 
* ' X = B,  J = C. 

Dans  la  même  cas,  on  aurait  * ' 


D'  = 


-D*  = 


UO  O 


, expressions  qui  laissent  D'  et  D"  indéterminées;  mais  ces ‘distances 
pourront 'itm  calculées  par  les  formules 

D'  = + ^ isüii+ü; 

^ ’*  ^ ^ \ 

' .A  • 1 . ••  r . k 

• , ' ^ * V' 

. 5®.  Enfin,  si  y = i®,  on  a sin  x œsinj, .«t  pour  lors 

l’équlttion  ^ ^ se  \ ^ ' ’ Q“**“  \ 

— ^ A ^ + y)  J eUe  donne , ^Uans^l»  même  circôiùtance , 

i ri-  y)  ==  **>■  d’où  |3  -f-  y = a®  — A propHété'qni  appartient 
au  quad*ilatèT^nicrU.^Ain8i,  les  quatre  points  D,ji,  C,  BA^nt  sqr 
une  méaaeciroonCéra|Me,  kprqbtàmnêstindéterpùné.  X- 
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Ce  problème  est  non-seulement  utile  pour  trouver  les  positions  des 
|K>iats  secondaires  d’une  carte,  et  savoir  d’avance  si  l'emplacement 
d’un  signal  que  Ton  se  propose  d’étabbr  donnera  .des  triangles  as.sez 
bien  conditionnés,  mais  encore  pour  déterminer  les  distances  qui  ser- 
vent d’éléments  aux  réductions  des  angles  que  Ton  aura  observés  près 
<le  ce  signal  ; pa.ssons  maintenant  à son  application. 

^ TYPE  DU  CALCUL. 

Supposons  qjie  les  angles  observés  en  D et  réduits  à l’horizon  soient 

/3  = 3t«,63io, 

V = 6o,a535, 

/»  

/9  -h  y = 97  ,8845  ; 


et  que  dans  le  triangle  ABC. 


A 

= 86», 3406,  . 

• 

logé 

= 4 »03l  1893, 

log  c 

= 4 ,1702617, 

011  aura 

A 

= 86t,34o6 

logr  = 

4,1703617 

6+7 

- 97  ,8845 

logsin  P = 

9.7460735 

A-t-fM-7 

— 184  ,as5i 

comp.  log  b s 

5,9788107 

= 9^  >1  ia55 

comp.  log  SID  7 = 

”.®9®79' ' 

S 

= 107,88745  log ‘»«g»= -4-  48^.9694  = 

9.9859370 

« 

. . — 8 ,23976 

5o 

X 

• • 99.65769 

log  col  . de  gS  ,9694  = 

.■ 

.J*.  116,11721 

log  tang  S = 

'«,9047133 

p.  . . . 

• 37  ,b3ioo 

log  ung  i = — 8^,33976  = 

9,1 139360 

r + p.  „ 

. .>153,74831  ■ 

Jf.  . . * . 

■ ''  99  .65769 

• 

7 

..  6o,a535o, 

. -4-  7-  . 

’•  • *59,91119’ 

; 

V 

On  a affecté  du  signe  - la  Ungente  de  d,  parce  qu’elle  résulte 
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produit  de  deux  facteurs  affectés  de  signes  différents;  en  effet,  la 
tangente  d’un  angle  aigu  est  positive,  et  la  tangente  d’un  angle  oliliis 
est  négative. 

Ensuite, 


logé  = 

log  jin  J'  = 9,9859308 
c.  log  sin  ^ = 0,1539765 

log  D =4,iI>io4^  — 

1090  = 4,1701617 
log  lin  ( * -+-  7)  = 9, 7 7005 1 4 
c.  log  lin  7=  0,090791 1 

logD'=  4,o3i  1041  = 


logo 
log  linx 
c.  log  lin  7 

18140,19  log  13 

log  b 

logiin  ; j+p) 
c.  logsinp 

10747,47  logD" 


4,1707617 

9,9999937 

0,090791 I 

4,7610465  = i8i4o,9X 
4,011 1893 
9,8113470 
0,1539165 

4,0974618  = ii5 13,91 


Il  conviendra  de  calculer  O' et  D"  parles  autres  formules  (4);  ce  ipii 
seriira  de  vérification  ; et  si  l’on  désire  avoir  ces  distances  avec  plus 
d’exactitude,  il  faudra  employer  les  logarithmes  avec  8 décimales. 

On  détermine  encore  la  position  du  point  D par  une  construction  ipii 
dispense  de  tout  calcul , puisqu’il  ne  s’agit  que  de  décrire  sur  AB  et  AC 
des  arcs  respectivement  capables  des  angles  observés’/  et  |S  : sur  quoi , 
voyez  la  Trigonométrie,  de  Legendre,  ou  celle  de  M.  I.,acroix;  mais 
cette  opération  graphique  n’est  en  usage  que  dans  les  opérations  topo- 
graphiques de  détail. 

a"  Solution.  Si  les  |>oiiits  A,  B,C  étaient  les  sommets  d’un  triangle 
dont  l’excès  sphérique  fût  sensible  ; en  d’autres  termes  si  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D étaient  considérés  comme  ceux  d’un  réseau  trigono- 
• métrique  du  premier  ordre,  la  position  du  point  D à l’égard  des  trois 
autres  se  déterminerait  sur  la  sphère  d’une  manière  toute  semblable , et 
c’est  ce  que  n’a  point  fait  remarquer  Delambre.  D’abord  on  ferait  ab- 
straction de  l’excès  sphérique  du  quadrilatère  ACDB , et  l’on  procé- 
derait comme  ci-dessus  pour  connaître  approximativement  les  angles 
et  |>ouvoir  calculer  les  excès  sphériques  e,  t*  des  triangles  ADC, 
ADR , dans  chacun  desquels  on  connaitrait  deux  angles  et  un  côté  : 
ensuite  on  traiterait  ces  mêmes  triangles  comme  sphériques,  et  l’on 
aurait  entre  les  quatre  angles  du  quadrilatère  ARDC  cette  relation 

4*  -i-  « -t-  *'  = A -t-  /3  -t-  7 -H  (or  ri-J  ), 

■ « 

è ^ 
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De  plus, 


+7)  = a' + i(ï  H- £')  - -ï  ( A + |S +v). 

les  triangles  sphériques  ABl),  ADC  donnant 


. ^ sincsiox 

sin  AU  = — i • 

«ny  ' 


sin  AD  = 


sin  A sin/ 
sin  P ’ 


Oïl  aurait 


sin  JC  sin  A sin-/ 

sin/  sine  sin 4’ 


de  sorte  qu’en  faisant  tane  z = ^ , i]  en  résulterait,  comme  dans  le 

’ sin  4 siny  ’ 

cas  du  quadrilatère  plan, 

tang  i (x  - 7 ) = tang  i ( x +_r  ) cot  ( z + 5o“ ). 

Cette  solution  suppose  que  les  angles  observés  sont  réduits  à l'hori/.oii 
et  tout  à fait  exempts  d’erreur.  ^ 

Appliquons  cette  secondcsolutionauxdonnées'suivantes,  puisées  dans 
le  premier  volume  delà  Nouvelle  description  géométrique  de  la  Fratwe, 
p.  3o6;  mais  en  corrigeant  une  faute  d’impression  qui  s’j  est  glissée. 


.KOM»  Dk»  $TATK>.\». 

AMIC»  HMCuiOL'fta. 

• 

cortfi. 

* 

LOO.  COtM.  *-  * 

C Moiidar 

34*^61 1 ,2g 

ï3797"84 

4 3705385  = log  <r 

A Escassefort 

118  5778,'Î9 

4iB39,»6 

•i  631.4761  =±  log  a 

B RoiTiÉ’staing.  . . . 

3y. i6i4)B3 

a5588,8i 

aoo • 0004 , 3 1 

le 

♦ 

« 

, • 

• 

A la  station  de  Xaintrailles,  que  nous  désignerons  par  D ,*les  angles 
observés  et  réduits  à l’horizon  sont,  d’tqtrés  les  registres  manuscrits, 


ADC,=  ^ = 45'  7309,7;  excès  sphérique  i = 6', qf  - 
ADR  = 7 = 43  .1179,3;  excès  sphérique  T = 5 ,7. 
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Ainsi , à cause  de  A = i a8*.5778, 19,  on  a 


275 


i(A  + jS  y)  = io8*.7i 33,60 
a' -E  |(£  + E*)  = 200  .0006,20 

+ 91  .2872,60;  log  tang  = 0,8610617 

Passant  ensuile  des  arcs  aux  sinus  (art.  l‘*9),  on  obtient 

' logsin  A = 4>4o6o489>  log  sin  c = 4,3765375  ; 

et  calculant  l’angle  auxiliaire  z,  il  vient 

log  tang  Z = 9,9897534,  Z = 49‘-^49°i® 

5o 


De  là 


et  eiibn 


Z + 5o*  = 99  .2490,6  ; log  cot  = 8,071 7453  . 

log  tang  I {jc  ~jr)  = 8^9828070 

i(x— j)=  5*.44o3,6 
=9»  -3672,6 
ar  = 96  .7276, 2 
jr  = 85  .8469,0 


Les  angles  x ,jr  étant  trouvés,  on  traitera  les  triangles  ABU,  .A CD 
comme  sphériques,  et  il  viendra  pour  la  distance  D de  Xaintrailles  à 
Escassefort, 

log  sinD  = ï^=  4,5789.36 
log  sin  D = = 4,57891 13; 

puis ^«venant  du  sinus  à l’arc , on  aura 

• log  D =.4,5789152,  D = 37924“*,  10 
^ . log  D = 4,57891 39,  D = 37923  ;97 

par  un  milieu , D = 87924  ,t>3 

* 35.. 
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Quant  aux  distances  de  Xaiiitrailles  à Roinestaing  et  à Moiiclar,  dé- 
signées respectivement  par  IT  et  D",  on  trouvera 

D'  = 3o776",7,  D"  = 34i95“,8. 

E’exaclitude  de  ces  résultats  doit  inspirer  une  grande  confiance  dans 
l’application  de  la  méthode  qui  fait  le  sujet  de  cet  article. 

157.  TVoueer  là  plus  courte  ^stance  de  deux  lieux  dont  on  connaît 
la  latitude  et  la  longitude  géographiques . 

Par  exemple , on  demande  la  plus  courte  distance  de  Paris  au  cap  de 
Bonne-Espérance? 

D’apré.sla  Connaissance  des  Temps,  latitude  de  l’Observatoire  royal 


de  Paris  = 48" 5o' 1 3',  complément  ou  colatitude,  c = 4'°  9' 47“ 

1 Altitude  australe  de  l’Observatoire  du  cap  de 
Bonne-Espérance  = 33" 56' 3";  de  là,  distance  au 

pôle  boréal 4 = i23"56'  3" 

Longitude  orientale  du  même  lieu , comptée  de 
Paris = |6®  S'ai” 


Soient  doncAlepôle  nord,  BParis,  G le  Cap  de  Bonne-Espérance;  on 
aura , pour  résoudre  le  triangle  sphérique  ABC,  dans  lequel  on  connaît 
deux  côtés  et  Tanglc  compris,  les  deux  formules  de  l’art.  76,  savoir  : 

tang  ep  — tang  c cos  .A , 

cos  c , - , 

cos  a = cos  (4  — 0). 

' ' ' 

Opérant  par  logarithmes,  on  a 

logtongc  = 9,941 658a  log  cos  c = 9,8767024 

log  cos  A = 9,9825378  c.  iqg  cos  9 = o,  1 1 5904 1 

log  tang  9 =9,9241960  logcoi(4 -9)  = 9,0257259 

o=4o»i'2q',5  ./logco#a=9,oi833a4 

6 ==*123.56.  3,0,^*^®^  U-  «=84‘o'45“,9 
4-9=  83.54.33,5  ' ' 
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Vérifions  ce  iTsiiltat  au  moyen  des  deux  formules 
(ang  = lang  b cos  A , 

CM  h , , . 

cos  a = ; cos  te  — 9 I ; 


tang  A = 0,17^0894  ~ 
cos  A = 9,9825378  + 
tang  7'  = 0, 1 546272  — 

7 = —54“  59' 27", 4 
c = 4i.  9.47 

c — 7'  = 96.  9.14  ,4 


cos  b = 9,7468209  — 
comp.  cos  7'  = 0,24 1 3 1 07  + 
cos  (c  — 7')  = 9,0301993  — 
cos  a = 9,01 833i  i 
a — 84“o'44"i9 


Il  s’agit  maintenant  d'évaluer  l’arc  17  en  niyriametres;  or  le  quart  du 
méridien  étant  de  10  000000  de  mètres,  on  a 90*  = 1000  myriamétres; 
et  puisque  a = 84°,oi25,  on  trouve  proportionnellement  que  « = 
933 myriamétres,  ou  à très-peu  près  2100  lieues  de  a5  au  degré. 

158.  Les  tmis  côtés  et im  triangle  sphérique  étant  donnés trouyer 
les  angles  au  moyen  des  logarithmes  à due  décinuiles. 

Soient  J , g,  h les  côtés  donnés,  et  F,  G,  II  les  angles  cherchés.  I-e 
tableau  suivant  fait  connaître  ces  trois  côtés,  avec  leurs  log-sinus  et 
log-cosinus  tirés  des  Tables  de  Vlacq. 


cOTte  »oms. 

LOC.  M8CB. 

« 

LOC.  cocinri- 

« 

• 

/=  70"  35' 36'’ 

9,9880a  07512 

9,36523  78773 

g ~ 5o  10. 3o 

9,88536  35668 

9,Bo6^8  17481 

A 4^!  0. 10 

9,8080925880 

1 9,884336798$ 

il. 

/• 

.Afin  de  donner  un  exemple  numérique  de  la  méthode  de  l’art.  lOS, 
nous  calculerons  la  formule 

. _ a»f—cmgco»h  \ 

^ C08  r = ; ; — r • 

* no^tmA  ’ 
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dans  laquelle  nous  ferons  A : 


COi  f 

ros  g cos  h 


, pour  lui  donner  cette  forme: 


cos  F = — cot  g cot  fl  (i  — A). 


Or,  par  l’article  cité,  l’on  a 

log  A log  a ± r, 

log(i-A)=log(i-fl)iF-“^  - ^^.^^etc.;' 

ai  rétant  cette  série  au  terme  en  r’,  ainsi  que  cela  est  permis  quand  la 
différence  r est  très-petite;  puis  supposant  que 

log(i  — A)  = log(i— fj)±R,  etr'  =7^, 


OJi  aura  évidemment 

R ---  «/•' 


enfin,  prenant  de  part  et  d’autre  le  logarithme  vulgaire,  il  viendra, 
à cause  de  }ik  ^ t, 


log  R = log  a -H-  log  r*  ± 


TÏPl 

log.  COS y*  = 9,365231  78723 
-*--I.C0S^C05A  9,69071  8046‘i 

difTéren.  log  A.  = 9,67450  98259 
log  a = 9,67451  20959 

r = 0,00000  22700 
log  r = 59 

— log(i— a)  = 9,72212  37 

log  r»  SS  4*63390  22 
log  a = 9,67451  21 
ir*  = — 22 

log  R =:  4>3o84i  21 


CALCUL. 


valeur  approchée  a = 0,47262 

I — a =r  0,52738 
log  A s log  a r 

log(i  — ff)  = 9,72212  36559 
R = -4-  20343 

log{t  — A)  9,72212  56902 
l.cotgcotA  = 9,99726  18916 

log  (—cos F)  = 9,71988  75818 
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méthode  et  cet  exemple  ont  été  donnés  par  Legendre  dans  la 
Connaissance  des  Temps  de  1819.  Des  calculs  semblables  condiii- 
l'oiit  à 

log  cos  (i  = 9,86933  39724» 
log  cos  II  = 9,91728  6o3i3, 

et  les  tables  citées  fourniront,  d’après  ces  valeurs,  les  résultats  sui- 
vants : 

F = 121” '36' 19", 86390, 

G = 4a- <5  i3  ,46007, 

H = 34  - i5.  a ,77904, 

On  pourrait  déterminer  le  sinus  de  chacun  de  ces  angles,  de  F par 
exemple,  en  faisant  A = cos”  F,  et  procédant  comme  à l’art.  107. 
Voyez  au  .surplus  le  Mémoire  de  Legendre,  où  l’on  trouve  ces  valeurs: 

log  sin  !'■  = 9.930274648a, 
log  sin  G =r  9.8276374638, 
log  sin  H = 9.75o366485o. 

Observons  maintenant  que  si , dans  le  triangle  actuel , on  abaissait 
de  l’angle  U une  perpendiculaire  sur  le  côté  opjiosé  h,  cette  perpen- 
diculaire tomberait  en  dehors , parce  que  le  segment  de  ce  côté-  et 
celui  5 correspondant  de  l’angle  opposé  seraient  tous  deux  négatifs.  En 
effet , des  relations 

lang  7 = tang  g cos  F,  cot  0 = cos  g tang  F,  - 
démontrées  art.  70,  on  tire,  d’apres  ce  qui  précède, 

log.  tang  (f  = 9.7982694—  ; log. cot  6 = 0.0173688—  ; 

d’où 

P = — ^ 3a”  8' 5o",  5 = — 43‘’5t'ï6",5. 

AiiisMes  deux  autres  segments  analogues  sont  , 

9'  = 7^°9'o"  g'  = 78»  6'  19*, 5 
puis({ue  d’ailleurs,  h =io.o.to  1T:=  34 • >5 . 3.  '► 


a8o  TRAITÉ  DF.  GÉODÉSIE. 

Entin  l’arc  perpendiculaire  dont  il  s’agit,  et  que  nous  désigiteroiis  par 
l>,  étant  déduit  de  la  proportion  des  quatre  sinus,  on  a 


de  là 


sin  P = sxn  g sin  F; 

log.sin  P = 9.8156^82 , el  P — 4o"5i'2”,74- 


Voilà  donc  onze  éléments  connus  d’un  triangle,  dont  plusieurs  pour* 
l'ont  servir  de  données  pour  vérifier  celles  des  formules  trigonométri- 
ques  que  l’on  voudra  choisir  comme  exercice  de  calcul. 

Pour  donner  une  qfmvelle  application  de  la  formule  générale  d'in- 
terpolation rapportée  à l’art.  106,  je  vais  chercher  l’angle  G,  dans  une 
table  qui  donne  les  sinus  et  cosinus  logaritlimiques  de  minute  en  mi- 
nute; or  j’y  vois  que  cet  angle,  donné  par  son  cosinus,  est  compris 
entre  4a“  1 5' et  42“  16'.  En  s’arrêtant  donc  à <1  = 4a“i  5',  et  ayant  seu- 
lement égard  aux  premières  et  secondes  différences , on  a 


log  cos  G = 9,86933  39724  = J' 
log  cos  42“  i5'  = 9,86935  97165  = A 


y ~ K = — 2 5744 1 


l..a  même  table  donne  JA  = — 1 1479471  J’  A = — 571,  /i  — 60"; 
ainsi 

n = 0,224,  ^ J*A  = 222, 

0 A 5 


et  plus  exactement. 


enfin 


n = — = 0,22431  ; 
— 1147725 


G = n + nh  = 42”  i5'-t-  0,22431  x 60"  = 42'’!  5'  i3",4586. 


Si  la  table  était  calculée  pour  des  intervalles  de  10"  comme  celle  de 
Vlacq,  qui  a pour  titre:  Trigonometria  artificialis,  on  aurait  précisé- 
ment le  résultat  ci-dessus. 
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CHAPITRE  XI. 


»L  TRACK  ET  Dtl  CALCUL  DF.  LA  MÉRIDIENNE  TERRESTRE,  ET  DK.S 
PKRRENDICULAIRES  A CETTE  MÉRIDIENNE,  ETC. 


159.  En  concevant  un  plan  par  l’axe  de  rotation  de  la  Terre,  et  par 
le  zénith  d'un  lieu  de  sa  surface,. ce  plan,  prolongé  jusqu’aux  limites 
de  la  ^hére  céleste,  y tracera  la  circonférence  d'un  grand  cercle  qui 
sera  le  méridien  de  ce  lieu.  Tous  les  points  de  la  surface  de  la  Terre 
qui  auront  leur  zénith  sur  cette  circonférence  seront  sous  le  même  mé- 
ridien céleste,  et  formeront  le  méridien  terrestre  correspondant.  Vu 
l’immense  grandeur  du  rayon  de  la  sphère  étoilée,  les  verticales  de 
tous  ces  points  peuvent  être  censées  parallèles  au  plan  du  méridien  cé- 
leste: on  peut  donc  définir  le  méridien  terrestre  une  courbe  formée  par 
la  jonction  des  pieds  de  toutes  les  verticales  parallèles  au  plan  du  mé- 
ridien céleste.  Cette  courbe  s’écarte  de  ce  plan , si  la  Terre  est  un  sphé- 
roïde irrégulier,  et  alors  elle  est  à double  courbure;  mais  elle  est  tout 
entière  dans  ce  plan,  si  la  Terre  est  un  solide  de  révolution;  car  toutes 
les  normales  à la  surface  de  ce  solide  rencontrant  l'axe  de  rotation , 
celles  qui  passent  par  les  points  de  la  courbe  génératrice  sont  néces- 
sairement dans  le  plan  de  cette  courbe,  et  par  conséquent  dans  celui 
du  méridien  céleste. 

Si,"  par  le.  moyen  d’une  lunette  dirigée  vers  le  pôle  élevé,  et  dont 
la  propriété  est  de  se  mouvoir  exactement  dans  un  plan  vertical , on 
place  au  loin  vers  le  nord  et  vers  le  midi  deux  signaux  dans  l’axe  opti- 
que de  cet  instrument;  puis  si  Ton  transporte  la  lunette  à l'un  de  ces 
signaux,  et  qu’on  la  tlirige  sur  le  premier  lieu  de  l’observateur  pour 
faire  placer  d’autres  signaux  de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite, 
la  ligne  menée  par  tous  ces  signaux  sera  la  méridienne  terrestre,  à 

I.  36 
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Inqiiellr  on  donnera  atitani  d’élendne  que  le  terrain  pourra  le  per- 
mettre. 

.\n  lieu  de  tracer  eflectivetnenf  cette  ligne  sur  la  surface  de  la  Terre, 
on  emploie  une  construction  qui  conduit  au  même  résultat  sans  pré- 
senter les  mêmes  difficultés  : voici  en  quoi  elle  consiste. 

•■Soit  AlKiDK {Jiÿ-  14)  •■'•e  cliainc^de  triangles  étendue  dans  li‘ 

sens  du  méridien,  et  dont  les  côti's , calculés  par  la  méthode  de 
l’art.  sont  de  très-petits  arcs  dir  sphéroïde  terrestre.  Supposons 

<pie  l'on  connaisse  par  l'observation  Y-azinmt  ou  l'iiKlinaison  du  côté 
AG  sur  le  premier  côté  A.M  de  la  méridienne;  alors  ou  trouvera,  par 
la  Trigonométrie,  le  j>oint  M où  cette  courbe  rencontre  le  o té  BG. 
I.es  points  A,  B,  C étant  dans  un  même  plan  hori/.ontal,  la  ligne  ,\M 
sera  de  mé>me  dans  ce  plan,  et  représentera  par  conséquent. une  tan- 
gente à la  surface  de  la  Terre  ; mais  le  prolongement  MM'  de  cette 
ligne  se  trouvera  au-dessus  du  plan  du  second  triangle  horizontal 
BG.D;  si  donc,  sans  changer  l'angle  CMM',  on  rabat  la  ligne  .MM' 
sur  le  plan  de  ce  second  triangle  BCD,  en  la  faisant  tourner  autour 
de  BG  comme  axe,  le  point  M'  décrira  un  très-petit  arc  de  cercle  qui 
pourra  être  considéré  comme  une  droite  perpendiculaire  au  plan  IHiD;  ' 
ainsi  rü|M-ration  se  réduit  à plier  le  côté  MM'  suivant  une  verticale, 
et  à calculer  la  distance  AM'  pour  trouver  la  position  du  point  M'. 
En  pliant  ainsi  de  proche  en  proche  les  parties  de  la  méridienne  sur 
les  tri-mgles  horizontaux  correspondants,  on  aura,  à l’aide  du  cAlcul, 
la  direction  et  la  longueur  de  cette  luéridinnne,  depuis  une  extrémité 
de  la  cliaine  dès  triangles  jusqu’à  l’autre.  * ^ 

Nous  ferons  remarquer,  à cét  égard.,  que  l’on  eni|tloic  les  angfes 
spliériipies  de  chaque  triaugle,  c’est-à-<lir«  les  angles  Itorizontaux  cor- 
rigés cliacun  du  tiers  de  la  quantité  dont  leur  somme  «liffère  de  deux 
angles  droits  plus  l’excès  sphérique  (art.  Iî»l).  .Ainsi,  dans  le  premier 
triangle  |>artiel  ACM,  on  connaitra  les  deux  angles  A , C;  le  premier  . 
est  l'a/.iinut  supposé  observé  avec  une  grande  précision , et  le  second 
est  un  des  angles  sphériques  du  triangle  ABC.  Au  moyen  d,e  ces  deux 
angles  et  du  côté  AC  connu , l’on  évaluera,  par  la  métliotfe  de  l’article 
cité,  l’excès  sphérique  £ du  triangle  AOI>  et  le  .troisi#me  angle  sphé- 
rique M sera  = àoo»  — A — C;  alors," ôtant  î i de  chaque  angle, 
leur  somme  sera  r^nite  à detix  angles  droits,  et  l’on  pourra,  par  ce 
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moyen,  procéder,  comme  à l’art.  IIÏO,  pour  déterminer  le  côté  AM 
et  le  segment  CM,  c’est-à-tlire  que  l’on  aura  ces  deux  proportions  : 

sin  (aoo'  — A — C H-  | î)  ; sin  — J- 1)  ; : .AC  : AM, 
sin  (aoo®  — .A  — C -t-  J l)  ; sin  ( A — a 4 i i i 

.Si  l’on  traite  de  la  même  maniéré  le  triangle  .ABM  dans  lequel  les 
angles  sphériques  A,  R seront  connus,  on  obtiendra  le  segment  ItM  , 
et,  en  l’ajoutant  à CM,  la  somme  devra  être  égale  a BC  déterminé 
directement. 

Il  est  évidetit  que  le  second  côté  MM'  de  la  méridienne  se  détermi- 
nera par  un  procédé  tout  pareil,  puisque  dans  le  triangle  R.M.M'  on 
connaîtra  le  côté  RM  et  les  deux  angles  adjacents  R,  M ; mais  la  n'so- 
Intion  du  triangle  .ARM'  donnerait  immédiatement  ,AM'.  Pour  abix'ger 
ainsi  le  calcul  de  la  méridienne,  il  faut  faire  un  choix  de  triangles 
bien  conditionnés  (art,  lOÎI). 

Quant  à la  ]>artic  M'M"  qui  se  tioiive  extérieure  à la  chaine  des 
triangles , on  pourra  l’obtenir  ainsi  qu’il  suit  : on  prolongera  CD 
jusqiies  en  N , afin  de  former  le  triangle  MCN  dans  lequel  le  côté  CM 
et  les  angleéC,  M seront  connus,  et  l’on  déterminera,  comme  ci- 
dessus,,  les  cé)lés  MN  , CN  et  l’angle  sphérique  N.  Ainsi,  dans  le 
quadrilatère  sphérique  NDTM",  l’on  connaîtra  les  trois  angles,  DNM" 
supplément  à deux  droits  de  C.NM,  NDK  siq)plément  à deux  droits  de 
CDF,  et  DEM"  supplément  à quatre  droits  de  DFE  -+-  EFC.  H-  GFH  : 
on  pourra  donc  résoudre  le  triangle  DNF,  c’est-à-dire  <léterminer, 
parla  méthode  exposée  à l’art.  155,  les  angh's  sphériques  DNF,DFN 
et  le  côté  NF,  diagonale  du  quadrilatère  proposé  II  résidtera  de  cette 
détermination,  que  dans  le  triangle  NF.M"  l’on  connaîtra  le  côté  NK 
et  les  deux  angles  adjacents,  savoir  Tanglc  FNM"  = aoo*  — CNM — CNF, 
et  l'angle  NFM"  = DEM"  — DFN  ; ainsi  l’on  pourra  calculer  les  côtés 
NM"  et  FM",  passer  de  là  à la  détermination  de  M"  M"'  à l'aide  du 
triangle  M"1IM”  qui  offrira  pour  données  le  côté  M"ll  — Fil  — FM" 
et  les  angles  sphériques  adjacents  M",  M"1IM";  enfin,  atteindre  l'ex- 
trémité M"  de  la  méridienne. 

S’il  arrivait,  cependant,  comme  dans  la  partie  siid  de  la  méràlienne 
de  France,  limitée  à file  de  Formentera  (/V.  A),  que  le  réseau  de 
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triangles  qui  en  mesure  l’étendue  s’éloignât  beaucoup  trop  de  cette  ligne 
pour  que  l’on  pût  opérer  facilement  de  cette  manière,  on  choisirait  le 
méridien  qui  traverse  la  plus  grande  partie  de  ce  réseau , et  l’on  suppo- 
serait alors  que  l’arc  rectifié,  de  cette  ligne  auxiliaire  est  égal  à celui 
de  la  ligne  méridienne  principale  qui  serait  comprise  entre  les  memes 
parallèles.  On  verra  au  chapitre  xvi  un  exemple  numérique  pour  ce 
cas  particulier. 

160.  Une  ligne  tracée  ainsi  qu’il  vient  d’étre  dit , ou  déduite  de 
mesures  trigonométriques,  par  le  mo^eulque  l’on  vient  d’indiquer, 
■SC  nomme  ligne  géoilesique  : elle  a la  pEopriété  d’étre  la  plus  courte 
que  l’on  puisse  mener  entre  ses  deux  extrémités  sur  la  surface  de  la 
Terre,  et  elle  y mesure  par  conséquent  la  distance  itinéraire  des  lieux; 
c’est  ce  que  l’on  démontrera  plus  bas.  k la  rigueur,  cette  courbe  diffère 
un  peu  du  méridien  terrestre , et  c’est  un  fait  dont  il  est  facile  de  se 
rendre  raison;  car  pour  que  la  ligne  que  déterminent  les  opérations 
géodésiques  coïncidât  avec  le  méridien  terrestre,  il  faudrait  que  les 
verticales  des  points  A,  M,  M',  M'  fussent  parallèles  au  plan  du  mé- 
ridien céleste,  c’est-à-dire  à celui  qui  ]>asse  par  la  verticale  du  point  A 
et  par  l’axe  du  monde;  circonstance  qui  n’a  pas  lieu  lorsque  la  Terre 
n’est  pas  un  solide  de  révolution.  Cependant,  dans  l’état  actuel  des 
choses,  la  différence  entre  les  deux  coprlies  dont  il  s’agit  est  si  petite, 
qu’il  est  inutile  d’y  avoir  égard. 

161.  Maintenant , si  l’on  imagine  un  cercle  perpendiculaire  au  mé- 
ridien céleste,  et  passant  par  la  verticale  du  lieu  de  l’observateur,  âl 
représentera  le  premier  vertical  de  ce;  lieu.  L’ensemble  de  tous  les 
points  de  la  surface  de  la  Terre  qui  auront  leur  /.énith  à la  circonférence 
de  ce  cercle , formera  la  perpendiculaire  à la  méridienne , que  l’on 
tracera  absolument  comme  il  est  indiqué  ci-deaaus. 

Sur  la  sphère,  les  {«rpendiciilaires  à la  méridienne  sont  des  grands 
cercles  qui  se  coupent  tous  à l’équateur  en  deux  points  diamétra- 
lement opposés;  mais  sur  l’ellipsoide  de  révolution'  et  à plüs  forte 
raison  sur  le  sphéroïde  irrégulier,  ces  perpendiculaires  concourantes 
sont  des  courbes  il  double  courbure.  Eu  effet,  soit  A un  lieu  situé 
entre  le  pôle  et  l’équi^ir,  et  ABB'  (Jig.  36)  la  perpendiculaire  à la 
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méridienne  PA  ; le  premier  côté  .AB  de  celle  ligne  sera  dans  le  plan 
^ _.AMB  déterminé  pat  la  verticale  AM  el  par  le  côté  AR.  De  même  le 
second  côté  BR'  sera  dans  le  plan  BNB',  BN  étant  la  verticale  du  point  B : 
or  on  verra,  au  chapitre  suivant,  que  CM>CN;  la  verticale  BN  sera 
donc  inclinée  sur  le  plan  AMB.  Il  en  sera  de  même  de  la  ligne  BB' 
qui  représente  le  prolongement  de  AB,  plié  suivant  une  droite  paral- 
lèle à BN.  On  prouverait  pareillement  que  B’B’  s’écarte  du  plan  BNB', 
et  ainsi  de  suite;  donc  les  quatre  points  A , B',  B”,  B"  ne  sont  pas  dans 
un  meme  plan;  donc  enfin  la  perpendiculaire  à la  méridienne  est  en 
général  une  courbe  à doubl^icourbure. 

Quelle  que  soit  la  nature  du  sphéroïde  terrestre,  les  parallèles 
à l’équateur  sont  des  courbes  dont  tous  les  points  sont  à la  même 
latitude  : sur  le  sphéroïde  de  révolution,  ces  courltes  sont  planes  et 
circulaires. 

f 

162.  U situation  d’un  lieu  est  déterminée  lorsque  l’un  connaît 
la  perpendiculaire  à la  méridienne,  ou  le  parallèle  sur  lequel  il  se 
trouve,  tel  im  position  sur  cette  perpendicidaire  ou  sur  ce  parallèle. 
Donc  lors^jue  tous  les  triangles  qui  forment  le  canevas  d’une  carte 
géographique  ont  été  calculés  et  orientés  d’après  les  principes  exposés 
précédemment , on  obtient  les  positions  respectives  des  sommets  de 
leurs  angles,  parle  moyen  de  leurs  coordonnées  ou  de  leuqji  distances 
à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire  du  lieu' principal.  Voici  comment 
on  calcule  ces  distances  par  la  méthode  de  Legendre , et  lorsque  les 
sommets  des  triangles  s’écartent  peu  de  la  méridienne. 

Supposons,  comme  ci-dessus,  que  les  triangles  ABC, BCD  ^_/ïg.  34) 
fassent  partie  d’une  chalne'quelconque  d’autres  triangles  dont  les,côtés 
soient  des  arcs  de  grand  cercle  d’une  sphère  ayant  pour  rayon  la  dis- 
tance du  niveau  de  la  mer  au  centre  de  la  Terre,  et  que  l’on  con- 
naisse par  l’observation  l’angle  CAX  que  mesure  l’azimut  z du  c<’>lé  ,AC, 
ou  son  inclinaison  par  rapport  à la  méridienne  AX  ; on  calculera , 
par  la  méthode  de  l’art.  152,  l’excès  sphérique  i propre  au  triangle 
rectangle  AcC , et  l’on  établira  ensuite  ces  deux  proportions,  pour 
trouver  Ac,  Ce, 

sin  (loo*  — 4 *)  î cos(i  — 1 1)  ; : AC.  ; Ae  = x , 
sin(ioo»  — i s)  : sin(r-  — | e)  ::  AC  ; Cîc  =jr. 
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r/u/.iiiiia  de  AB  est  connu  iininé<lialemetil  à cause  de 

BAX  = CAB  — CAX;  et,  si  l’on  caictde  l’excès  sphérique  «'  propre,  ^ 
au  triangle  ABIM',  on  aura 

AM'B  = 200“  - M'AB  - ABM'+  £'. 

l’oiir  déterminer  les  côtés  AM',  BM',  il  faudra,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit , ôter  de  chacun  des  angles  sphériques  du  triangle  ABM'  le 
tiers  de  i',  et  l’on  aura  ces  deux  proportions  : 

siii(aoo«  — A — B -t- I {')  ; sinjB  — i|')  ;;  AB  ; AM', 
sin(aoo''  - A — B + | s')  : sin{A  — it')  AB  ; RM', 

en  désignant  respectivement  par  A,  B les  angles  sphériques  M'AB,  ABM'. 

On  connaîtra  donc  dans  chacun  des  triangles  rectangles  .VôB, 
deux  angles  et  l’hypoténuse,  c’est-à-dire  tout  ce  qu’il  faut  pour  déter- 
miner les  côtés  Ab,  ÔB , et  M'/f,  j/D.  Donc  les  distances  des  {Ktiiits  B,D 
a la  méridienne  AX  et  à la  perpendiculaire  AY  seront  connues. 

Traitant  de  la  même  manière  le  triangle  .\CN  ou  M'DN,  pour  avoir 
•AN  et  DN  prolongement  de  CD,  et  ensuite  le  triangle  DNF,  pour 
connaitré  le  côté  NF  et  les  angles  DNF,  DFN,  il  sera  facile  de  calculer 
les  coordonnées  du  point  F.  ' 

La  distance  JP  et  les  angles  DFN,  NFy  étant  connus,  on  aura 

y FF  = aoo*  - EFD  — DFN  - NF/; 

car  tous  les  angles  horizontaux  autour  d’un  même  point  de  station 
valent  quatre  angles  droits;  ainsi  dans  le  triangle  rectangle  y FP  on 
connaîtra  deux  angles  et  un  côté  ; on  pourra  donc  calculer  l’excès 
sphérique  qui  lui  convient,  l'angle  FP/ et  les  œtésy  P,  FP.  Résolvant 
ensuite  le  triangle  rectangle  etP,  on  aura  de  meme  la  position  du 
point  E à l’égard  de  la  méridienne  AX  et  de  sa  perpendiculaire  AA’, 
c’est-à-dire  les  distances  Ee,  Ae  = AP  — eP.  Il  est  nécessaire,  avant 
tout,  de  figurer,  d’après  l’échelle,  la  chaîne  des  triangles  observés, 
afin  de  voir  si  ceux  tels  que  AC.N,  eEP,  etc.,  que  l’on  forme  pour 
faciliter  le  calcul  des  distances  à la  perpendiculaire  et  à la  méridienne, 
n’ont  pas  des  angles  trop  obtus  ou  trop  aigus. 
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Telles  sont  en  peu  de  mots  deux  inétiiodcs  de  calcul  que  l’on  |H“u1 
eiiiplojer  pour  trouver  la  longueur  d'une  ligne  géodésique  quel- 
conque comprise  entre  deux  points  tels  que  .V  et  X.  Mais  en  consid»'*- 
rant  la  ligne  AX  comme  une  méridienne,  on  voit  que  l’on  déterinine  en 
même  temps  les  azimuts  d’un  grand  nombre  de  côtés  de  la  chaîne;  un 
peut  donc  vérifier  si  les  azimuts  conclus  de  la  série  des  triangles  s'ac- 
colaient avec  ceux  qui  résultent  de  l’observation. 

Nous  exposerons  plus  lard,  à l’art.  îiOl , plusieurs  mélbodes  analyti- 
ques beaucoup  plus  commodesque  les  deux  précédentes,  et  applicables, 
soit  à la  détermination  d’un  arc  de  méridien,  soit  à celle  d’un  arc  de 
parallèle. 

IHÔ.  Afin  de  donner  un  exemple  du  calcul  rigoureux  des  distances 
à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire,  ^lans  le  cas  où  la  Terre  peut 
être  supposée  sphérique , soient  A le  Panthéon , et  1!  Daminartin.  .Alors 
raziinut  B.AX  compté  ilu  nord  sera  z = 5t*,4ooT,  et  le  logarithme  de 
la  distance  AB  ou  K sera  log  K = /|,5a4<)7t  '• 

Il  s’agit  d’abord  d’évaluer  l’excès  sphérique  du  triangle  rectangle 
ABA;  or  on  a art.  100 

J = J K*  sin  Z cosz, 

s étant  l’aire  de  ce  triangle;  parlant  ' 

• 

•«si  = 9'%»97 
■1  log  K = 9,04994 
sins'=  y, 85883 

COS2  = 9,8397a 

: logf  = 8,44741) 

• log.coast.  = 3,1961.3 

^ . , log.excesspli.  I = o, 64358  t = 4*,4oi 

0 ' if  — i ,467; 

t • ^ 

lie  là  .3  — 5i*,4ooo'‘,o7,  i — |e  = 5i‘,4ooi*,53; 
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et  à cause  de 


X 

J 


Kros(a  — |i)  Kcos(*  — i«) 

C04*l  I— -î.*» 

Rsin  (e  — Ksin(s  — j«) 

cos  yt  I — -J-  f » 


= Kcos(z-|e)[n-^,». 


on  aura,  pn  convertissant  l’cscès  sphérique  en  parties  du  rayon  dans 
le  facteur  [i  -1-  s’...],  pour  satisfaire  au  principe  de  l'homogénéité, 


log  K = 4>-'>a497ii 
l.cos(z— |«)  = 9,839721 1 

log  !"■  terme  = 4 >364^92  2 
de  jr, 

. log-nr  = «.74493 

alogj  = 1,28716 
2sini‘  = 8,39224 
log  2'  terme  = 2,78882 
2'  terme  = o“,ooooooo6t  5 


4.5249711 

I.sin(s--i0  = 9,8588296 

log  1"  terme  = 4>3838oo7 

der. 

•  8.74473 

. 1,28716 

8,39224 

• log  2'  terme  = 2,80793 
2*  terme  = o™,  000000064  2. 


tk?s  seconds  termes  sont  tout  à fait  insensibles  ; ainsi  en  s’en  tenant 
aux  premiers,  on  a 

» 

SC  = 23 1 57"', 55,  = 24199"',  18. 

164.  Les  géographes  emploient  pour  calculer  les  distances  à la  méri- 
dienne et  à la  perpendiculaire , un  procédé  un  peu  plus  commode  et 
qu’il  importe  de  faire  connaître,  quoiqu’il  ne  soit  p^s  aussi  exact 
que  le  précédent.  Ils  mènent  par  tous  les  sommets  des  triangles  des 
parallèles  à la  méridienne  et  a la  perpendiculaire;  par  ce  moyen,  les 
côtés  de  CCS  triangles  deviennent  les  hypoténuses  de  triangles  rec- 
tangles qu’ils  résolvent  en" parlant  de  l’azimut  connu,  et  sans  tenir 
compte  de  l’excès  sphérique,  jiarce  qu’ils  considèrent  tous  les  triangles 
de  la  chaîne  comme  décrits  sur  une  surface  plane.  Par  exemple , la 
résolution  des  triangles  rectangles  APM,  WM'  (Jig.  37)  donnera  les 
coordonnées  absolues  sej,  x' y'  des  points  M,  M'.  La  résolution  du 
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iriaiigle  M'M*6  fera  de  même  connaître  les  distances  relatives  ftM", 
/<M’;  et  comme  les  coordonnées  absolues  du  point  M'  sont  ar",  on 
aura 

X"  = Al>'  -t-  hM',  y = P'M'  - 


Pareillement,  lorsque  l'on  aura  calcidé  les  distances  </M",  ffM",  on 
aura,  pour  coordonnées  absolues  du  point  M", 

x'  = AP-  -4-  r/M*,  X'  = P'M'  + 

et  ainsi  du  reste.  a » 

C'est  de  cette  manière  que  les  distances  des  lieux  de  la  France  â la 
méridienne  et  à la  peipendiculaire  qui  passe  par  l’Observatoire  de  Paris, 
ont  été  calculées  approximativement  par  Cassiui.  Nous  ne  nous  arrête- 
rons pas  à montrer  comment  un  détermine  les  angles  aigus  des  triangles 
rectangles  M'A.M",  ...,  ou  les  angles  d'inclinaison  de  leurs 

hypoténuses  par  rapport  à des  parallèles  A la  méridienne,  parce  que 
cette  o|>ération  ne  présente  aucune  difficulté,  dés  que  l’on  connait 
fazimut  de  départ  ; mais  nous  ferons  observer  que  lorsque  l’on  enre- 
gistre les  distances  à la  méridienne  et  à la  |>erpendiculaire,  il  importe 
d'indiquer  le  sens  dans  lequel  elles  doivent  étrd  prises;  et,  à cet  égard , 
on  peut  adopter  la  convention  établie  dans  la  théorie  des  courbes,  re- 
lativement aux  signes;  par  exemple,  admettre  que  dans  la  région  sud- 
ouest,  limitée  parla  méridienne  et  sa  perpendiculaire,  les  coordonnées 
■Xfj'  sont  positives.  Alors  les  signes  seront  donnés  par  le  tableau  sui- 


vant : 


Région  sud-ouest.  . . 
Région  nord-ouest..  . 
Région  nord-est.  . . . 
Région  sud-est 


- — r> 

rh  X,  — y. 


Si,  dans  le  calcul  des  distances  à la  méridienne  et  à la  perpendicti- 
laire,  on  désigne  par  K le  côté  connu,  et  par  Z son  angle  d’inclinaison 
avec  le  méridien  d’une  de  ses  extrémités,  compté  du  sud  à l’ouest  et 
depuis  zéro  jusqu’à  /(oo*,  on  aura  généralement 

• X = K cos  Z , K sin  Z ; 

I.  37 


Digitaed-hit  Google 


jgo  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

en  sorte  qu'en  observant  la  rè^le  des  signes  de  sinus  et  cosinus  (art.  46:, 

on  saura  tout  de  suite  à quelle  région  appartiennent  x et  )r. 

KQU.VTIONS  DIFFÉREIVTIF.I.I.KS  UF.  I.A  I.IGHF  C^OIIKSIQTIE , OFI>IIITES  III' 
MOOF  DF  .SON  TBACF. 

l6o.  Soient,  comme  ci-dessus,  ABC,  BCD  (Jtg.  38)  deux  triangles 
consécutifs  d’un  réseau,  et  AM  = ds  l'élément  ou  le  premier  côté  d'une 
ligne  géodésique  quelconque;  MM'  le  prolongement  de  cette  ligne.  Si 
l’on  prend  MM'  = cft,  et  qu’on  le  plie  suivant  la  verticale  M'N  au 
second  triangle  BCD , on  aura  MN  ou  ds'  égal  à ce  prolongement , et 
cela  à un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre;  car  l’angle  M'MN^  i 
étant  considéré  comme  un  infiniment  petit  dn  premier  ordre,  on  a,  à 
cause  dn  triangle  rectangle  élémentaire  M'NM, 

ds'  = ds  cos  I = rfç  ^1  — = ds  — 

|t 

en  négligeant  les  termes  d'un  ordre  supérieur  à i’;  mais  - ds  est  une 

quantité  du  troisième*o'rdre ; donc  lis'  ds;  donc  la  propriété  d’une 
ligue  géodésique  s résulte  de  ce  que  sa  différentiel  le  ds  est  constante. 

D’un  autre  côté,  la  normale 

M'N  = ds  sinf  = ds  j ~ — g 

ou  simplement  M'N=/i/f;  donc  la  normale  comprise  entre  le  prolon- 
gement du  premier  côté  de  la  ligne  géodésique  et  la  surface  terrestre  est 
du  second  ordre.  On  remarquera  que  puisque  la  ligne  géodésique  AMN 
est  égale  à la  distance  rectiligne  AMM',  cette  ligne  |ouit  nécessairement 
de  la  propriété  d’étre  la  plus  courte  entre  toutes  celles  que  l’on  peut 
mener  sur  la  Terre,  entre  ses  extrémités  A,  N.  En  effet,  .ABM'  > AMM' 
=:  AMN  : mais  ABM'  = ABN  à un  infiniment  petit  près  du  troisième 
ordre:  donc  ABN  > AMN. 

Maintenant , soient  jc , ^,  s les  coordonnées  rectangles  de  l'origine  de 
'l'élément  ds,  ou  du  point  A du  sphéroïde  terrestre  ; celles  de  l'extrémité 
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M de  cet  élément  seront  A' -4-  ■+  ilj  t z-\rdzi  et  les  cOordonné<>s 

du  point  M',  extrémité  du  second  élément  MM'  =ds,  seront  évi- 
demment 

Æ--(-2r/x  = X,  r-+-ar/i  = Z. 

Mais  nous  venons  de  démontrer  que  la  petite  normale  M' N , ou  la  per- 
|>endiculaire  au  second  triangle  BCD,  est  du  second  ordre;  par  consé- 
quent elle  peut  être  considérée  comme  la  diagonale  d’un  parallélipipéde 
rectangle  dont  les  côtés  seraient  du  même  ordre,  c’est-à-dire  (tdx , 
ddjr,  ddz.  Ainsi  les  coordonnées  d«  point  N , ou  du  pied  de  cette 
normale,  seront 


X -y- -idx  ~ ddx  = , j+ -iiljr  — ddj- :=\',  z-\- nd:  — ddz=  7,'. 


Or,  par  la  théorie  connue  des  surfaces  courbes  { 'Traité  élémentaire  du 
Calcul  différentiel  de  M.  Lacroix,  ou  mon  Recueil  de  pmfKisitions  de 
Géométrie  J 3'  édit.,  page  434)i  on  « en  général,  pour  les  équations 
lies  projections  de  feur  normale , 


X'  - -7.)  = O, 

Y'  - Y-l-</(Z'-Z)  = o, 


étant  des  coefRcienIs  aux  différentielles  partielles; 


on  a donc,  pour  le  cas  dont  il  s’agit. 


ddx  + pddi  = o,  t 
ddj  + qddi^o.  I ^ 


D’ailleurs,  lorsque  « =/ {X,y,  z)  = (f  désigne  généralement  l’équa- 
tion (Tonc  surfece  courbe , /étant  le  signtfd’itne  fonction  quelconque , 
son  équation  différentielle  estrCOiWne  onisait,' 


du  ^ (g)dir -H  {^)  1^  + = o; 


mais,  en  supposant  aussi  l'éqnation  de  ce«e  surfisce  représentée  par 

37.. 
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s = ® (x,/),  on  a de  même,  pour  son  «Quation  différentielle, 

- (ê) 

de  là  on  tire  aisément 

<--(r;)(£)-  * = -(S)(S> 

Enfin , substituant  ces  valeurs  dans  les  équations(A  ),  il  vient 

(S O 

Telles  sont  les  équations  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface 
courbe  quelconque,  puisqu’elles  résultent  de  la  propriété  même  de 

cette  ligne.  Éliminant  entre  elles  pour  troisième  équation 

de  la  plus  courte  distance, 

~{^£)àdx  = o. 

Ces  trois  équations  seront  donc  celles  d’une  ligne  géo<lésique,  si  « = o 
exprime  l’équation  de  la  surface  terrestre  (voj-ez  aussi  sur  ce  sujet  le 
Calcul  des  Variations,  par  M.  I..acroix , ou  celui  de  M.  Francœur). 

. 1B6.  Pour  première  application , supposons  M=x’-t-_/'’-t-z’  —1^=0, 
c’est-à-dire  considérons  une  sphère  du  rayon  r;  les  trois  coefficients  aux 
différentielles  partielles  seront  évidemment 


ainsi , en  divisant  par  ds  chacune  des  trois  dernières  liquations  précé- 
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dentes,  on  aura 


puis  , intégrant,  il  viendra 

z^ijr  — jrdz  = Kds, 
zdx  — xdz  = 
xdj  — jdx  = Qds  ; 

A,  B,  C étant  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l’intégration. 
Enfin,  raiiltipliant  ces  équations  respectivement  par  .r,  — jr,  — r, 
qui  sont  les  coordonnées  courantes  de  la  ligne  géodésique  cjue  l'on 
considère;  ensuite  ajoutant,  on  aura  définitivement 

kx  — 1^'  — Cz  = O ; 

c’est,  coninie  l’on  sait,  l’équation  d’un  plan  passant  par  l’origine  des 
coordonnées  ou  le  centre  de  la  sphère.  Il  suit  donc  de  là  qu’une  ligne 
de  plus  courte  distance  sur  la  Terre  supposée  sphérique,  est  eft'ecti- 
vement  un  arc  de  grand  cercle.  Nous  examinerons  plus  tard  les  pro- 
priétés d’une  pareille  ligne , lorsque  u = o repn*sente  l’équation  d’un 
ellipsoïde  de  révolution,  ou  d’un  sphéroïde  quelconque  peu  différent 
d’une  sphère. 

Représentons  par  ).',  X'  les  angles  que  les  rayons  de  la  sphere , 
menés  aux  extrémités  de  la  ligne  géodésique , font  avec  le  plan  des  xy, 
et  par  f',  ç"  les  angles  de  leurs  projections  avec  l’axe  des  r.  Soient 
de  plus  x',jr',  z',  et  x",jr",  Z"  les  coordonnées  de  ces  mêmes  extr»'-- 
mités;  on  aura  <. 

x' = rco»y  cosf',  ^'  = rcosX' sinçi',  î'  = rsinX.'; 

.T*  = rcosX.' enaç",  = rcos).' siny",  s”  = rsinÀ"; 

et  à cause  de  l’équation  précédente  du  plan  , il  viendra  . par  substi- 
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tfi'r 

ytt*z 

fi.S 

fis 

ut*  X 

xd*t 

dis 

ds 

0 1 

ifPr 

yd*x 

O 

dt  • 

ds 
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cosX'  cosf'  — ? cosX'  sinç'  — sinX'  = o, 
g cosX'tosf  ' — ï cosX"  sinç"  — sinX"  = o. 


.Si  l'on  suppoM*  que  la  ligue  géodésique , partant  <lu  plan  des  xz,  lia 
soit  perpendiculaire,  on  aura  B = o,  ç'  = oj  ainsi 


d’où 


= = UngX', 


A 

C CO»»"’ 


COS^” 


langi'  ’ 


équation  qui  exprime  évidemment  une  des  propriétés  connues  du 
triangle  sphérique  rectangle. 
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CHAPITRE  Xj^ 

FOHMiri.ES  PAb' LESQUELLES  OH  EXPRIME  EH’^  FOKCTIOH  DE  L.\  LATITt  DI. 
DIFFÉREHTBS  LIGNES  DE  l’eLLIPSOÏDE  DE  RÉVOLETIOH  , ET  .4PPI.I(;A- 
riOHS  DE  CES  FORMULES  AU  SPH^BOiDE  TERRESTRE. 


167.  Suivant  Newton,  la  Terre  considérée  comme  une  mas.se  (liiide 
homogène , dont  les  molécules  sont  soumises  à leur  attraction  mutuelle, 
aurait  la  fot-me  sphérique,  abstraction  faite  de  son  mouvement  de  rota- 
tion sur  elle-même  ; mais  la  force  centrifiige  due  à ce  mouvement  l’a 
renflée  à l’équateur  et  aplatie  aux  pôles,  en  lui  donnant  la  figure  d’un 
ellipsoïde  de  révohition  dont  les  axes  sont  dans  le  rapport  de  a3o  à aaq; 
figure  qui  se  sera  conservée  à très-peu  près  durant  la  solification , si 
aucune  cause  n’est  venue  troubler  l’équilibre  de  la  masse.  Que  la  Terre 
ait  été  originairement  sous  l’influence  d’une  très-haute  température , 
dans  un  état  de  fluidité  parfaite,  c’est  ce  que  semble  prouver  l’étude 
physique  et  géologique  de  son  écorce  ; mais  il  est  impossible  d’ad- 
mettre l’hypothèse  de  l’homogénéité  (”).  Aussi  Clairaut,  à qui  la  science 
est  redevable  d’une  belle  théorie  mathématique  de  la  figure  de  la  Terre, 
a-t-il  montré,  par  la  comparaison  des  longueurs  du  pendule  à secondes. 


(*)  Une  excellente  notice  scientifique  de  M.  sur  ce  sujet,  insérée  dans 

»uain  du  Bunmu  rfe»  Longitudes  pour  , donne  un  grand  poids  k l'Iirpothèse 
d une  excessive  chaleur  d'origine,  qui  paraît  exister  encore  sous  les  premières  couches 
solides  qui  recouvrent  notre  globe;  puisqu'un  accroissement  régulier  de  température 
s’observe  partout , à mesure  qu’on  pèmètre  k de  grandes  profondeurs , et  qu’il  suflit  d’un 
enfoncement  de  ïo  à îo  mètres  pour  que  cet  acennssement  soit  de  1 degre  centi- 
grade. * 
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inesiiréKi  à diflerentes  latitudes,  que  l'apladssement  qui  en  rréulte 
appartient  à un  s{>héroïdc  hélt^rogcne,  et  est  par  conséquent  moindre 
que  dans  l’hypotliese  établie  par  Newton,  c’est-à-dire  plus  petit  que 
I. 'illustre  auteur  de  la  d/eVwi/(7Mece7(»jrr  a ensuite  embrassé  cette  théorie 
délicate  dans  sa  plus  grande  généralité,  en  l'éteudant  aux  planètes  sup- 
posées recouvertes,  comme  la  Terre,  d’un  Iluide  en  équilibre. 

En  admettant  donc  que  notre  globe  ait  la  forme  ell^tiqiic,  la  pe- 
santeur, qui  agit  suivant  la  verticale  du  lieu  où  on  la  cpnsidére,  aug- 
mente nécessairement  d'intensité  eu  allant  de  l’équateur  au  pôle  , et 
le  calcul  fait  connaitre  que  son  accroisti^ment  est  proportionnel  au 
carré  du  sinus  de  la  latitude  du  lieu  dont  il  s’agit.  De  plôs,  la  force 
centrifuge  qui  s’exerce  toujours  perpendiculairemetit  à l’ax<!  de  rota- 
tion est  également  variable , et  sa  diminution  est  aussi  proportionelle 
au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  EnÛD,  par  la  réunion  de  ces  deux 
causes,  la  pesanteur  observée  en  un  point  de  la  surface  de  la  Terre 
est  l’excès  de  l’attraction  totale  sur  la  force  centrifuge  décomposée 
suivant  le  rayon  terrestre,  et  cette  force  est,  à l’équateur,  à Irés-peii 
près  yfj  de  la  gravité , tandis  qu’aux  pôles  elle  est  nulle. 

Avant  de  nous  assurer,  par  des  mesures  géodésiques  et  astrono- 
niiqties,  si  la  Terre  est  réellement  un  ellipsoïde  de  lévolution  aplati 
aux  (tôles,  nous  la  supposerons  telle.  En  conséquence,  soient  GE  ' ftg.  Sq') 
le  rayon  de  l’équateur,  et  P le  pôle.  Si  par  le  point  A on  mène  la  lan- 
gente  AT  à Tare  elliptique  PAE,  la  droite  AM,  perpendiculaire  sur  AT, 
^era  la  normale  en  ce  point,  et  l’angle  ALT  = F.AT  sera  la  latitude  M 
du  point  S.. 

Soient  de  plus  le  rayon  de  Téquâteur  CE  = « , celui  du  (lôle  CP  = A ; 
l’équation  du  méridien  sera 

-t- A’x’ = rt’A’,  (i) 

X,  jr  étant  les  coordonnées  CF,  FA  d’un  point  A quelconque,  ür,  il 

tiy 

résulte  des  principes  du  Calcul  différentiel,  que  le  rapport  exprime 

en  général  la  tangente  trigonoméirique  de  l’angle  que  la  tangente  à 
une  courbe  fait  avec  Taxe  des  x;  on  a donc 

§^=cotH. 

ax 
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D ailleurs,  en  diflièreaciant  l’équation  (i),  il  vient  ^ ainsi 

dx  a'jr 


- V = cotII. 

»'} 


(>) 


Combinant  entre  ejlès^es  équations  (^i)  et  (a),  on  obtient  aisément 


a*  éol’  U 


i*  y'  = rr. 


A* 


-a*cot^,p’  •/  -h  <9*  cul*  H * 

ou  éliminant  les  cotangentes  et  extrayant  la  racine  carrée,  on  trouve 


X = - 


o’co«H 


_A*jinH 


V'A‘>S*H+  ^ v'A’SS’H  + n’eos'H' 

Mais  si  I on  désigne  par  e le  rapport  de  l’excentricité  de  Tellipse  du 

méridien  an  demi  grand  axe,  on  auiÿ  e’  = - ~ - ; et  si  en  outre  Ton 

<1* 

change  les  co&înus  en  sinus , dans  les  dénominaleurs  des  valeurs  précé- 
dentes, il  viendra 


a’oosll 


a cos*H 

^■-(«•-AÎ^[ïi5ÎH  ~ (, 

b'M  H • _ a(|_~gv),ian 


r = 


Maintenant  désignons  par  Nia  grande  normale  AM;  par  N'  la  petite 
normale  AL;  par  t la  tangente  AT  ; par*'  la  tangente  AT”;  il  est  évident 
qu  on  aura,  à la  seule  inspection  3fes  triangles  rectangles  que  présente 
la  figure, 

.r  = N côs  H , = T cos  H , 

«■=^810  H,  j = N'sinH; 

partant,  et  à cause  des  valeurs  de  o:et_^  trouvées 'ci-dessus, 

^ , (i— ^ ( î — «•il»  ^ ( 


(1»— r*«in"  H)t’  j 


I. 


w 


38 
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on  a encore 


so\is-normale  LF  = N'cosM  = 


fl  ( I — €'•)  COS  H 


( I — c*  $in*  H j ’ 

TT  ail  — c*)  tang  H sin  H 

sous-tangente  in  ^ r sin  H = — 7 — , 

(1  — e*«n*H}» 


CL  = X - LF  = • 


(* 

a r*  co$  H 


(1  — c*sin*H)* 
fl^  sin  H 


CM  = CLtaiiglI  = 

(l  — 

Enfin,  soit  r le  rayon  AC  de  la  Terre;  on  aura , par  ce  qui  précède. 


r = V X*  +7'* 


^Vi  — c’(a— (5) 

(1 — c'sinMlJï 


Cette  dernière  valeur  est  susceptible  de  prendre  une  forme  plus  simple, 
et  voici  comment. 


168.  Sil’  on  imagine  une  sphère  paE  circonscrite  k l’ellipsoide  P.AE, 
laquelle  ait  pour  rayon  celui  de  l’équateur;  qu’on  prolonge  l’ordonnée 
FA  jusques  en  a , et  que  par  ce  point  l’on  mène  la  tangente  aT  ; celle-ci 
et  la  tangente  AT  se  rencontreront  nécessairement  au  même  point  T 
sur  l’axe  CX;  car,  remarquons  d’abord  que  l’ellipse  donne 

et  le  cercle  circonscrit 

y*  4-  x’  = fl’, 

jr'  étant  l’ordonnée  «F;  de  là 


et  par  suite 


Mais 


y = J,  (fl’^  x’) , et  y’=  fl’  — x’  ; 

y_a 

r"*' 

sous-tangente  dans  l’ellipse  —y  ^ = FT> 
sous-tangente  dans  le  cercle  =7^^  = FT'  ; 
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de  plus,  à cause  dé  y = g,  on  a dy=  par  conséquent 

H'  = r'^*J;57=FT. 

Soit  maintenant  X l’angle  nCF,  et  h l’angle  ACF  ou  la  latitude  gëocen- 
Irique  du  point  A;  ou  aura 

tang  ^ et  tang  A = 


divisant  ces  deux  relations  l’une  par  l’autre , on  obtiendra  définiti- 
vement 

•l  I> 

tang  h — ~ tang  X. 

D’un  autre  côté,  les  triangles  rectangles  AFT,  aFT  donnant 
FT=7  tang  H = / tang  X, 
on  a tang  ^ = ~ tang  H.  ^(6)  v 

Dans  cette  relation , l’angle  X se  nomme  la  latitude  réduite j et 
II  la  latitude  vnde J tfaprèa  Dionis'  du  Séjour  et  Iiegendi«;|Mro^kfiBt 
la  première  est  plus  ^tite  que  la  seconde.  On  a en  outre,  eFptiAiMf|[^  ^ 

tang  a = tang  H ; (7) 

'V  ^ ÿ- 

mais  à cause  de  la  relation  (6), 


sin’  X = tang’  X cos’  X = 


Ung'X ^ 


- tang-  H 


UDg*> 


- — UDg*  H 


- .if 

puis  mettant  pour  tang  H sa  valeur  , ?l  faisant  attention  que 
4*  ^ 

— . I — e’,  on  a définitivement 

if*  ' 


. , . (t — «’)»in*H 
. 8in’X  = i f . 

I — «•  iin'  H ’ 


38.. 
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partant,  la  valeur  ci-dessus  de  r,  désignée  par  (5),  devient  plus  sim- 
plement 

/•  = rt(i  — e’ stn’X)“,  (5') 
comme  nous  l’avions  annoncé. 

Enfin  si  l’on  faisait  e”  sin’  H = sin’  n,  e*  (a  — e’)  sin’  H = sin’p', 
on  aurait  cette  autre  expression  finie 

rtCOSo'  " 

CO  S O 


l.’angle  CAM  de  la  verticale  avec  le  rayon  CA  étant  représenté  par  5, 
il  est  évident  que  l’on  a 

9 = n - h. 

.Mais 


iang5=  ungH-uuigA 

^ I tang  H UogA 


Y Ù* 

UngH— - tangli tang  H 


y 

14-“  tang  II  14 — J tang  MI 


si  donc  l’on  change  les  tangentes  en  sinus,  et  que  l’on  ait  égard  à ce 
que  sin  ’ H = - — , et  sin  aH  = a sin  H cos  II,  on  aura 


f,  (a’  — é')4»ng  H , (a* — é')sioiM  

[ ^ ~~~2  • 1.»  . . wa  ? " ~TT*  ' 


O*  — . .. 

r-  &m  aH 


t’^ng  ® — 'fl.  + i/iang’H  ~ * a*  — («■  — 4*)»in’H~  ^ ^ 


1(>9.  Pour  achever  de  compléter  ce  système  de  formules,  cherchons 
maintenant  l’expression  du  rayon  de  courbure  du  méridien  au  point  .A 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y.  Soit  p ce  rayon;  on  aura,  par  la  thi'-o- 
rie  connue  des  osculations,  et  en  supposant  r/r  constante, 


P = 


^ — (fir*  4-  dy' 


X -(,  + ‘ïLŸ 

■)’  - \ --(■ 


4“COt*!l)*  — co***c^  H 


dxd*y 


d}y 

5? 


d*y 

dx* 


11/. 

rfx* 
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Mais' puisque  ^ = cot  H,  on  a,  en  (lifférenciant , 


loi 


ipy 


et  par  conséquent 


— 

(trsin’  11 


dx 


coséc*  H, 


P = cosOc  H. 

' «H 


Reste  à trouver  l’expression  du  rappô^t  diflîfrenlicl  °r  cel»'  est 
facile,  car,  à cause- de  x = — ° ^ ^ , on  a,  en  dilTé%nciaiit , 


dx  ; 


ad ,00%  U 


(i— ^ 

■y  a cos  Hrfl  ( I — c*Mn*H)  “"(*  — ifMsinlWH 

(i  — c’sinMl)^ 


% 1 

(i  — tr'sin’Hf 


(i— e-sin>H)’ 

Mais  dans  cette  différenciation , æ et  II  sont  supposées  croître  en  même 
temps,  au  lieu'qué«c  croît  quand  la  latitude  II  augBiénte;  il  faut  doué 
changer  le  signe  du  tecqpd  mentbte,  pour  avoir  égard  à cette  cireous- 
tance  ; ainsi , l’expression  éherch^  du  rayon  de  courbure  du  méridieu 
sera  définitivement 

a (I — f*l  • •,  , 

P = —■  (9) 

(i  — ‘«•'sin’  H)’  . - 

« 

C’est  ce  que  l’on  obtiendrait  encore  en  se  rappelant  que,  dans  toutes 
les  courbes  du  second  ordre , le_  rayon  de  courbure  esrégal  au  cube  de 
la  normale  N',  divisé  parje  quart  du  carré  du  paramétre  : or,  l’elative- 

ment  à l’ellipse,  le  paramètre  = —.  ..  •'  ^ 

'Cherchons  en  seéofkl  lieu' l'^pression  4'fférentielle  d’un  arc  s du 
méridien,  en  fonction  de  la  même  latitude  H,  etsupposons  l'origine  de 
cet  arc  à l’équateur,  c’est-à-dire  en  E : dans  ce  cas  s croîtra  lorsque  X 
diminuera , et  l’on  aura  évidemment  _ 

di  — — [dx'  -f  djr'Y  = — dx(^i  +,,^  ~ 

• * 1* 

Substituant  ici  pour  dix  sa  valeur  précéd«nte,,il  viendra  sur-le-champ 

ds=  V (.0) 

(i— «Hin'I»)' 
f 
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En  rapprodiant  cetla  valeur  de  uelle  (g'j,  on  remarque  cette  relation 
connue  d’ailleurs, 

{U 


c’est  en  effet  celle  que  donne  le  sectqur  infinitésimal  formé  par  deux 
normales  consécutives  à l'ellipse,  et  l’élément  ds  de  cette  courbe  corres- 
pondant à l’angle  dH  infiniment  petit. 

170.  On  entend  par  aplatissement  ou  ellipticité  de  la  Terre  siqj- 
pos»V  lui  ellipsoïde  de  révolution,  la  diflférencea  des  demi-axes  a,  h, 
celui  de  l’équateur  étant  pris  pour  unité;  c’est-à-dire  que  l’on  fait 


or,  raplatis.seineiit  a et  l’excentricité  e sont  liés  l’iui  à l’autre  par  une 
relation  facileà  trouver.  En  eCfet,  on  a d’abord  visiblement^  =(i  —a)’; 
ét  de  ce  que  é'  = “ > on  tire  en  outre  ^ = i — c’ ; égalant  ces 

deux  valeurs,  on  obtient  la  relation  dont  il  s’agit , c’est-à-dire 
aa  — a’  = e*. 


On  verra  bientôt  que  « est  une  quantité  très-petite,  que  l’on  consi- 
dère comme  du  premier  ordre  ; ainsi  le  double  de  TaplatissemenJ  e.st  à 
peu  près  é-gal  au  carré  de  l’excentricité.  Cependant , il  est  des  géo- 
mètres qui  prennent  pour  aplatissement  de  la  TeiTe,  l’excès  du  grand 
axe  sur  le  petit  axe  pris  pour  unité.  Soit  a'  cet  excès;  dans  ce  cas 


et  comme  il  est  d'usage  de  faire  a = soit  aussi  a'  = 
cause  de 


i 

ft 


— 


i — 


a 

l 


• a'  ==  I -H  -Ti» 


AlorStH 


oïl  a 


m'  m ^ t 

Jn*  I fît 


d’ou 


w 7=  H-  I . 


41 
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\ii  surplus,  cette  conséqueuce  est  évidente  par  ellé-inème,  car  un 
prend  ordinairement  pour  représenter  le  rapport  des  demi-axes  de  la 
Terre,  deux  nombres  qui.ne  dilTéreut  que^de  l’unité. 

Nous  pourrions  substituer  l’aplatissement  à l’excentricité  dans  toute.s 
les  formules  précédentes , mais  elles  seraient  évidemment  moins  simples, 
si  l’on  ne  voidait  pas  y négliger  les  termes  en  a’,  c’est-à-dire  les  tenues 
dû  second  ordre. 

Comme  elles  sont  d’un  fréqueat  usage  en  Géodésie , rassemblons  ici 
les  principales,  et  désignons  par  ^ le  rayon  du  parallèle  dont  la  latitude 
est  H,  auquel  cas^  = x;  on  aura  ^ 


Normale  terminée  au  petit  axe, 
Nomalo  terminée  au  grand  axe, 

Tiogentc  terminée  au  grand  axe, 

« 

Tangente  terrainée  au  petit  axe, 
Rayon  <!ii  parallèle, 

Rayon  de  courbure  du  méridien, 


( 

. 1 

1 — f'sinMI)’^ 
o(i  — e*)  . 

( 

ti 

r» 

I — «^sinMI)* 
t{i — c^)tangn 

1» 

c*8in*Il}* 

O cot  II 

(' 

■|  5 

1— e’üin'n)^ 

a cos  U 

1 > 

1— 

• 

i uti 

Rayon  de  la  Terre, 


ou 

h 


L * — e*im’  H J 
r = a(i  — c'sin’).)’: 


%• 


H et),  étant  liés  par  l’équation  tang).=  - tangH,  démontrée  à l’art.  168. 

Enfin,  lis  étant  la  différentielle  d’un  arci  de  méridien  commençant 
à l’équateur  et  se  terminant  à la  latitude  H,  on  a 

DilTérentielIc  d’un  srr  du  méridien,  ds  = . 

( I — e’sin’  n 

Toutes  ces  formules  peuvent  être  mises  sous  une  autre  forme  qui  les 
rende  susceptibles  d’être  développées  aisément  en  séries  : en  effet,  à 


3o4 

cause  de 
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1 i • I 

I — e’rin’H  r’  e‘  7 e'\  / ] \ ’ 

. * 0 V'  » / \ ® — * / 

si  l’on  fait,  pour  abréger,  n = “ sensuivra  que  c’  = 

I _ — ■=  ^ ^ , et  que  par  conséquent 


1 +n 


I — «'sio'lt  i-f-ncosiH’ 


par  suite 


N = 


O ( I -t-  n )’ 
(i-t-ncosait)’ 


N'=  V; 

, a \ i-+-»co»aH  / 


Quant  au  rayon  de  la  Terre  ,'sa  première  expression  précédente  prend 
une  forme  s^blable  à celle  de  la  normale  N ci-dessua,  en  y faisant 

comme  on  a Élit  n = dans  l’expression  de 

7 — ^*[2— e*)  ' a — e 

N ; ce  qui  établit  alors  cette  relation  : 

, an 

« = — — r.  . • 

. i'4-n* 

En  effet  l’on  a en  définitive  . ' 

" . I (i -4-n'cosaH)ii  + «ni  /e»t  *• 

1 * 

ds  = t( 

• n\i+ncosaH/ 

* • , * ; 


et  par  suite 


f'V- 
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3o5 


CHAPITRE  XIII. 

UÉVEI,OPPÏMEWTS  Elf  SÉHIES  DES  FORMULES  PRÉC^OEHTES. 


&BHreS  rORDAMERTALU. 


171.  Lorsqu’on  élÙTe  au  carré  chacune  des  expressions  finies  des 
lignes  de  l’ellipsoïde  de  révolution , le  dénominateur  se  compose  d'une 
quantité  de  cette  forme  : i -t-  n cos  z;  ainsi  l’on  peut  se  proposer  de 

développer  en  général  la  fonction  77^7“^»  ordonnée  suivant  les  co- 
sinus des  multiples  de  l’angle  z.  Euler,  dans  son  Calcul  intégrai ^ a 
résolu  complètement  ce  problème;  mais  la  théorie  des  exponentielles 
imaginaires  conduit  au  but  d’une  manière  beaucoup  plus  simple  que 
celle  employée  par  ce  grand  géomètre.  En  effet , feignons  que  l’on  ait 


A + ^ A-,  Br-‘V^ 


-pci 


R,  a,  |3  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  c la  base  des'loga- 
rithmes  hyperboliques  : or,  à cause  de  cos  z = -w,  on  a 


Bc-'tPI 


« 

et  si  l’on  réduit  au  même  dénomm^ur  les  deux  second 

membre  de  ceU»f(^tioi^  emufre  qu’on  égdle  entre  eux  les  termes 
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homogènes,  on  aura  ces  relations 


Aa  + = 1,  a’  4-  = a, 

AjS  Ba  = O,  = n, 


desquelles  ôn  obtient 


A (a’  — |S’)  = a,  a’  = I 4-  y'i  — n’, 


i — Vi — 


B(^’  — a’)  = jS,  j3*  = I — Vi  — n’,  a’ — = ay'i — 


I + «CO».  Ï 


Si,  pour  abréger,  l’on  fait  ? = m,  ensuite  que  l’on  réduise  en  série 

chacune  des  fractions  /—  » - — — — et  que  l’on  ait  éeai  d 

, , , , +c-l‘W^' 

à ce  qii  en  general  cos,uz  = , on  trouvera  définiti- 

vement 

( \\  — : (i  • — am  coss  -4-  ajn*  cos  as  — am^  cos  3s  a«^  cos  4t. ..  j. 

\ I M-„cos. 

La  même  méthode  s’emploie  avec  un  égal  succès  pour  réduire  en 

série  de  cette  forme  la  fonction  log  (i  -t-  n cos  z).  Pour  le  prouver, 

...  + . 

soit  encore  nus  ici , au  lieu  de  cos  a;  on  aura 

1 ’ 

» »• 

log  (i  4-  n cosz)  = log  (a  + nc’'^~'  -4-  — log  a ; 

et  parce  que  l’on  peut  supposer  que 

a 4-  nc”^  + nc-‘^-'  = (a  4-  («4- 
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a Pt  ]S  étant  iodéterminés , on  aura , en  développant  et  égalant  la 
quantité  rationnelle  à la  quantité  rationnelle,  et  la  partie  imaginaire 
à la  partie  imaginaire, 

+ = aÇi  = n\ 

ainsi 

aa  = V a I.V  ' + " + \ ‘ — « ) , Ç ^ = m , 

_ , , am 

a^  = V'î  (v  I + " — V ' — 

U ^ 1^3 

et  comme  en  général  log(i  + «)  = «—  — -(-.j  — ...,  on  trouvera, 
après  les  réductions  convenables , 


(.B)  Iog(n-ncos2)=log  Y -4- logCi-E'tir-^  '+log(n-mc 
= — log^-t-  2 /U  [mcosz  — \ m*  cos  az  + Jm'  co«3z  — 

P = 0,434^9448  étant  ici  le  module  des  tables;  ce  qui  est  conforme 
au  résultat  auquel  Euler  est  parvenu. 


172.  Développons,  par  le  même  procétié,  la  fonction  ■. r-, 

1 1 #4“  ff  C08 1) 


On  a d’abord 


r = î (1  — am'coss  -H  2/w  * cosa»  — am*cos  3x4-  aw*  cosA*  — etr.); 

i-Hnrosz  , ,Y 

. (i  — n*)’ 


et  si  l’on  multiplie,  ensuite  qu’on  divise  la  valeur  précédente  da  ni, 
par  I + y i — n\  on  aura 


D'ailleurs 

I I /i  — a™  cos»  4- am*  COJ  a*  — am  * cos  3»  4- etc. 

(l4-ncos»)*~  14-ncosx 

39.. 
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Pt  si  l’on  suppose  que 


on  aura  alors 


- — j[H-  E(,,cos3H-  E„)COsas-t-E<„cos33-i-  etc.  ], 


— «»)T  \ 


— awcos*  -H  Q/n*  cos  2t  — am  * co*  3».  . . ' 


(.-«•) 


1-4-/»  cosî  / 

^[H-E|.,cos2-H  E„,  cos  az  + E,„  cos3z. . . ]; 


puis,  après  avoir  chassé  le  dénominateur  i + ncosz, 

* 

I /f  ^ 

T ( I — am  cosz  ■+■  am*  cos  az  — am*  cos  3z.  . .) 

I r I ■+•  E,,,cosz  + Ej.jcos  az  -t-  E,j,  cos3z 1 

(i  _ n>  ) T -Hn  cosz+nE( , , cosz  cos  z-J-nE, . coszcosa  z. . J ' 

Mais  en  général  5 cos (i/+ i)  z + ^cos(v  — i)  z = cos t>z  cosz;  ainsi 
on  a l’équation  identique 


(i  — 't’)  [f  — am  cosz  -t-  am’  cos  az  — am’  cos  3z  -(-  etc.  ] 

= I + E|.,  cosz  + E(.,  cos  az  -t-  Ejj,  cos  3z  + etc. 

-t-  n cos  Z -t-  T nE(.)  cos  az  4-  -J  /lEj,,  cos  3z  + etc . 

4-  ^ E|,,  4-  |n£,,)COSz  4-  |«E(3,cosaz  4-  -î”E(j,  cos  3i  4-  etc. 

Égalant  les  termes  semblables,  il  vient 

I — n’  = I 4-inE„, , 

— am  (i— n’)  = E(,, 4-  »4-inE,.,, 

4-am’(i  — rt’)  = E(,,4-inE,,,4-inE(„ , 

— am*(i  — n*)  = Ei3,-HinE„,4-inE(4,  ; 
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d'où  l’on  rire,  en  mettant  pour  m sa  valeur " 

• • + v'i  — 

Eji)  — an, 


E..)=  i- 


E,.)=  — a. 


3üq 


I t/l— rt’  ( 

I + v'i — «’)*  ' 

a/i-4-art  I —«•) 

— an’  (i  -t-  3 V 1 — "’) 

(i  + v'i— n’)“  • 

(i  -t-Vi— «Ô*  ’ 

(4n^  — 3rt*  H-  3ü*  ^ 1 — »•)  _ 

an’(i  -t-  4 V I — "0 

(i  + V^I— n-)' 


^ ^ an’(i+/v^I— «>). 

®-'>  - - ’ 

OU  enfin , pour  abréger, 

E(.,=  an^n-avif-^, 

E|„=  — am*(i  + 3s/i  — «’),  = 

E(4)=  am*(n-4v^i  — n>),  ^ 

• ••••«•■•••••S** 

E,,,  = ± am'  ( H- 1 v'i  — n’) . 

Telles  sont  les  valeurs  que  Laplacea  obtenues  par  un  procédé  diffé- 
rent {Mécanique  céleste,  tome  I,  page  i56). 

173.  La  fonction  (i  -t-ncosz)”  peut  aussi  se  développer  en  série 
delaformeA+  B cos  z -H  G cos  a*  H- D cos  3z+...;  mais  comme  nous 
n’aurons  besoin  par  la  suite  que  du  développement  particulier  de 

nous  effectuerons  ce  dernier  par  la  méthode  naturelle, 

(i  -l-nco5j)' 

laquelle  consiste  à développer  d’abord  (i +/ICOSZ)  ’ par  la  formule 
du  binôme,  et  ensuite  k changer  dans  le  résultat  les  puissances  du 
cosinus  de  l’arc  zen  cosinus  de  ses  multiples.  Cependant,  aGn  de  pou* 
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voir  découvrir  aisément  la  loi  des  coefticients  numériques  du  dévelop- 
]>enjeiit,  nous  aurons  soin  de  n’eflfectuer  aucune  réduction  dans  la  for- 
mule {jéncrale , 

2“  - ' cos  z“  = cos  fXZ-+-  fJiCOs{jJL  — cos  (^  — 4)  s 

a(u — |)(u  — 2)  f r\  * i 

~i  23 ' cos(p,  — 6)r-+-. . 

• 

qui,  comme  l’on  sait,  exige  que  l’on  s’nréte  lorsque  l’arc  devient  néga- 
tif, et  que  l’on  ne  prenne  que  la  moitié  du  coefficient  du  cosinus  de 
Tare  nul  que  Ton  trouvera , si  jj.  est  pair. 

Il  résulte  de  là,  que  Ton  a d’abord 


, 3 ,35,  ,457,, 

(i-t-/icosz)  ‘ =1 — -ncos«-t--.^rrcos  s — gW’cos’z 

+ 1 I 2.  9 «'cos*  2 


ensuite,  en  ordonnanb|>ar rapport  àeosz,  cos2Z,cos  3z,...,  il  vient, 
toute  opération  faite, 

»■  . 

{i-+-«cosz)-’=  • 2*.2.2.4.4  2^2.2.4.4.0.6 

I ■ 3.5.7.9.11.13.15.17  , 

L ■*■  ■2»  2. 2. 4. 4.6. 6.8. 8 J 

an  r ^ 1 ^-^‘2  «»  1 3.5.7.9.II  . 3.5.7.9.11.13.1s  l 

1_2*.2  2*. a. a. 4 a^. 2,2.4. 4 *^  27.2.2.4  4*^*^*^  J 

t 3«*r  1 » 3-3-7  9 a ■ 3.3.5.7.9..t.t3^^.  ] cos  2Z 

^ La*.a,a,4  . 2^.a.a.4*4  a®.2.a.4.4*^*^*^  * * J 

. O ir  >*a*3.5*7  , a,3.3.5.n.Q  11  , la 

+ b.2.2 .4.4  4 ^ " J 

a. . I ■■2.3. 3.5. 7.9  2.3.4-3.5.7.9.M.I3  | 

|_2‘.2.2.4.4.6.6.8^a<’.2.2.4.4.6.6.8.8.io" J cos 


série  convergente , lorsque  n est  plus  petit  que  Tunité.  Si  Ton  désigne 
respectivement  les  coefficients  de  ses  termes  par  q,  qf,q",qr,...,  on 
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) (t  + « c^)  ’ = ~ -*-  9 "'  cos/ii 


Avec  un  peu  d’attention,  l’on  reconnaîtra  que  le  ternie  général  du 
premier  polynôme  q de  cette  série  est,  en  désignant  par  h le  rang  de 
celui  que  l’ôn  cherche , ♦ .*■ 

• 3.5. 7.9 [4*  — 3] 

■ *<•*-•>  2-  ,4>.6*. . . . [aA  — a)*  ' ' ’ 

♦ 

et  que  le  terme  général  du  polynomeç'*^  cos(t  — i)  2,  occupant  le  rang  ' 
1 dans  cette  même  série , est 

-*-=»  " I + ïc+A*-1!î>.4*,6*... .“[ii+ïA  — 4] 

le  signe  — ayant  lieu  lorsque  i est  pair,  et  le  signe  + lorsque  i est  im- 
pair; et  les  facteurs  A (A  -3-  1) . . . [1-4-A  — 3]  ne  devant  être  pris  que 
quand  [i-t-A  — 3]  est  plus  grand  que  A. 

# 

17-4.  11  nous  sera  encore  utile,  par  la  suite  ,<de  connaître  le»  déve- 
loppement de  la  valeur  de  • , . 

e* 

■ U“=  7 7=^.  . > * 

' (1  -h  ^ ' 

procédant  suivant  les  puissances  de  e.^  Dans  cette  vue,  soit.... 

A = I -+-\/i  —,e*  on  aura  k%:  a — ? j : or,  par  un  théorème  de 

» » * • * 

Lagrange,  généralisé  parljaplace,  lorsque/  =ji+jcif  (/),  on  a (Ça  A.’. 

différ.  de  M.  Lacroix,  tome  T,  pagé'aSa,^'  édit.)  ' 


Lr'  ^ da  J . ..  . ^ 
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Comparant  donc 

■ • J =a-hxip(jr) 

avec  la  proposée 

on  a 

az±a,  x=  — e‘,  ÿ(j)=  j; 

V 

par  conséquent  si  l’on  veut  avoir  la  valeur  de  A“,  auquel  cas. . . 
/':  J']  = A-“,  on  aura 

/(a)=a“, 


da 


U.  [u — 3).  a“"‘, 


çl  B.  2—  = K.  a-*  , 


da} 


U.  (m_4)(«_5).  a-‘. 


Ainsi  la  substitution  de  ces  valeurs,  dans  la  série  précédente,  donne 

k'  = a" -U.  iT'e -t-  a"V -h. . . 

, 1.3  1.9.3 

M.'ysà  cau&ecle  A:,  = onaA‘^  = -j^;  donc 

» * s 

J ^ T , «.tf*  , u(u-h3)  <H  , ^ 

T?  2*+*  Ta  * 1.2.3  ' 2*+*  “♦••••• 


Donc  entiii 


H /e\*  « (“-t-3) /g\*  . <*(u-h4)(“~H5)^g\* 


I .2.3 
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Otlc  série,  dont  le  terme  général  est 

. /»  Y ( U (u+o («-»-<+ • -[«H-lat — 3)]/e 
Uyi  . I 3.3.4.'Ï...(<-.)  ^ \2/  (’ 

trouve  son  application  dans  les  hantes  sciences  niaihématique»  le 
tom.  l'de  la  Mécan.  céleste,  page  i8o),  où  il  est  cependant  nécessaire 
de' corriger  .une  petite  faute  non  signalée  et  facile  à reconnaître , d'après 
ce  qui  précède.  ^ 

ÀppUcationt  des  séries  fondamentaUs, 

175.  En  prenant  le  logarithme  de  la  valeur  de  la  normale  N donnée 
à l’art.  170,  l’on  aura , à cause  de  la  série  (H), 

• ^ . ' 

log  îl  j=  log  a + ^ log  (•  -t-  ^ log  ( 1 « cos  ail) 

= log  rt  + ^ log{i  -t- 7i)‘-|-'^log  (i  4-  m’) 

— n{in  cos  aH  — î m ’ cos 4II  4-  ^ ’ cos 6H  — . . . ) 

= log  <j  4- )û(m  — 4- 1 m’ — ) 

— ft(  w cos  aH  — I ra’ cos4H  4- I m cosGH— . . ). 

Par  la  même  raison, 

log  N'  = log  ^ 4t  p.(m  — I m’  4-  — . . .) 

— /U  (m  cos’all  — cps4H  -t-  i m’  cos6H  — ...), 

log  P = log^  4- tm*4-|m*  - . ..)  ,, 

— 3Ac(ni  cos  aH  — |m’cos4H  4-|ra*cos6H  — . . ,), 

« 

m 

et  ainsi  de  même  pour  les  logarithmes  des  autres  lignes  du  sphéroïde. 

Pour  c^qiti  concerne  le  logarithme  du  rayon  de  la  Terre,  son  dé- 
veloppement eo  série 'sera  un  peu  différent;  car  de  l’équation  (5"), 
art.’178,  on*tire  , ^ t •*  ; 

* = I • -P  «)>  + i lo®  { ' -P  ).  '■ 

• T-i>og(« -P"')^'ih>g(i  4- n cos  aft^^'  ^ . 
I.  ' t 40 
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S • 

log  (i  + rtcosaH)  = "^  log(i-I- m*)'  - • 

+ a fx(/«cosaH  — i'n’  cos4II  + |m’  cosüH  — . . 


et  de  la  relation  ■ — = m,  on  aura  pareillement 

« 

log(i-|-«'cosaH)=  — leg(i-4-m") 

-t-ap.(;n'cosaH  — Ttn'*cos4H-(-|/M'’cos6H—  . . .). 

D'ailleurs  on  «ait  par  ce  qui  précède,  que  ti' = donc  m'  =:  n, 

A. 

ou  rn'  = - ; mais  comme  n est  plus  petit  que  l’unité,  cette  seconde 
valeur  de  m'  ne  peut  être  admise,  puisqu’elle  rendrait  la  série  <li»er- 
gente;  donc 


■+■  pftn  — 77j)cosaH— /n’)cos4H-t-^(n’— m’)cos6H  — ...J; 


et  puisque 


r , à cause  de  e’  = ■ 


donc  enfin  • 

logr  = logfl  + log[^j^] 

V — 'tt)  cos  ail  — — m’)  cos4H  + J(n’  — m*  ; cosGll-r..]. 


Dans  le  second  volume  de  la  Méridienne /el  le  discoiii-s  prélimi- 
naire lies  Tables  du  Bureau  dès  Longitudes,  Delambre  a donné  le 
logarithme  de/  en  série  ordonnée,  comme  la  précédente,  suivant  les 
cosinus  linéaires  «le  la  latitude  ; mais  j’ai  préféré  d’en  lendre  la  loi  des 
termes  manifeste. 


m 
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Vuid  ce  legarithme,  en  fonction  de  l’aplatiisenient  : 

log  r ^ log  n — fx[\x  — « a’ — — ~ i 

J(a’  4-a’)  oos4H  — ^a’cos6H-J-.  . 

Si,  an  lieu  des  logarithmes,  on  voulait  les  valeurs  mêmes  de  ces  lignes, 
voici  comment  tm  procéderait  pour  arriver  encore  à des  séries  régu- 
lières et  fort  simples. 

Par  exemple,  la  valeur  de  N élevée  au  carré  donne 


(l  r<-n)  . 

n’  i-t-«cosaH’  ■ ' 

et,  par  la  fonnule  (A.)  de  l’art.  171,  on  a 

ÎL  = am’  cos  411  — a/;i’  cos  GH  -t- ) 

= I (i  — am  cos  aH  -t-  am’  cos4H  — am’  cos 6H 

. y 

Il  est  évident  cjiie  les  expressions  des  autres  lignes  du  sphéroïde  .se 
traosforipcraient  également  en  séries  de  même  fonne  que  cette  der- 
niere.  . , . ' 

Comme  toutes  ces  transformations  sont  très-Taciles»  à ef(e«tu?r,*  je 
me  dispenserai  de  les  donner.  J’observerai  seulement  q|ie,  pour  par- 
venir aux  valeurs  des  premières  puissances  des  lignes  du  sp|]|éroi|le, 
qui  ne>contiugsent  de  mé'me  que  les  cosinus  des  multiples  de  la  lafi- 
tiide,  il  serait  nécessaire  de  suivre  la  méthode  donnée  à l’art.  173, 
pour  déyelopper  ijinsi  l’exj>cession  du  raj^ott  de  cburbure  du  méri- 
dien ; mais  alors  U loi  des  cqefiSdents  serait  bien  moins,  simple  que 
celle  ci-dessus.  ' * ^ 

• * es 

I7«.  il  est  à remàn}ner  que  les  valeurs  de  n et  de  m,  élevées  à 
une  puMsancé  e|(lière  quelconque,  peuvent  être  exprimées  aussi- en 

séries  régulières;  par  d’abord .piiisqde  n = ^ , on^  obtient  sur  1e 

cliaivp,  par  la  formule  du  binôme;.  ..  f û . * , 

4o. . 
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et  ensuite , par  la  méthode  connue  de  l^élévation  d'un  poJynome  à la 

puissance  Uj 

G M + îlp;)  + + . . . | 


d'ailleurs 


?/î  a^  — 


OU  t si  l’on  veut  » 

n'  = tan  (i  -t-  n*)"'  = an  (i  — n*  4^  n*  — rt*  H-  . . . 
il  s’agit  aussi  de  connaître  la  valeur  générale  de  m“  : or  on  a vn* 

. I«  Awa  I— — n*  , 

a 1 art.  171 , que m;  par  conséquent 


« — é a I — ^ / *"  \* 

° + ^ H-Vi  — «■  — «V 


expreesion  qui  est  la  nièoie  que  celle  de  Varticle  174;  on  a donc  géné- 
raleraènt,  en  vertu  de  l'équation  (D), 


)(2ll-^6)(la^-■;) /f\'  . i' ■ 

i.a.3.4.  W "I 


ii/fau  + 3) 

1 .3 

an  (lu  + 5)  (3«  -t-6)  (3a  •]) 


I7y . On  ne  peut  évaluer  numériquement  toutes  les  séries  précé- 
dentes, sans  connaître  les  axes  de  la  Terre.  A l'instar  de  la  Commission 
des  poids  et  mesures,  qui  fut  créée  à l’époque  où  l’on  introduisit  en 
France  le  système  métrique  décimal,  j'emploierai  à cette  recherche  Im 
arcs  de  méridien , mesurés  à l’équateur  et.  sur  le  territoire  français , 
afin  de  parvenir  aux  résultats  mêmes  dont  cette  CommiKion  rendit 
compte  à l’Institut  nalioaal,  par  l’organe  de  M.  Vaii-Swinden.  (f^ojrep 
le  rapport  de  ce  savant,  inséré  parmi  les  Mémoires  de  cette  docte 
Assemblée,  loin.  II,  page  43).  Mais,  avant  tout,  il  s’agit  d’intégrer 
l’équation  dilférentielle  d’un  arc  du  méridien. 
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D’abord,  à cause  de  la' série  (C),  et  de  la  valeur  de  ds  donnée  à 
l'art.  170,  on  a,  en  intégrant, 

* ♦ . 

i ^ (1  + ny  — J sin  ail  -I-  ^ sin  /ill  — ^'sinGIl  . . . . j; 

la  constante  étant  nulle,  puisque  l’arc  s s'évanouit  en  même  temps 
que  H.  ^ 

Il  est  évident  que  pour  un  autre  arc  s',  terminé  à la  latitude  H',  on 
a de  même  , 

j'  = n)’  ^ ^ GH'+.. . . j; 

ainsi,  entre  les  limites  II  et  II',  considérées  comme  les  latitudes  des' 
extrémités  de  l’arc  A , on  trouve , d’après  l’art.  4o , 


i<j{H  — H')  — q'  6m  (H  — II')  cos  (II-I-H') 

+ ^sina(II-H')cosa(IH-H') 

-Çsin3(H  — H')oos3(H  + H'). 

Pour  un  autre  arc  A compris  entre  les  latitudes  A et  A',  on  a pa 
reillement 


A'  = ^(i  + «,)L 


q{\  — jV)  — q'  sin  (À  — A')  cos  (A  + A' ) 1 

•4-  Y ~ ) cos  a (A  A'  ) ( , 


— — sin  3 — A*)  cos 3 (A -h  A'),.  ..j 

t • 

Dans  la  vue  d’abréger  la  notation , soient 


H - H'  = ç,  II  + II'  = <I), 

.A  - A'  = ,pf,  A H-  A'  = 
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.lions  les  deux  équations  précédentes  seront 


S , — ^'siiif  co«<I'  + — sin  aip  co!*<l>  \ 

1 t>  > (ï?' — 7'sinf'cos'>'-t-^  siaaf' COS  2'l>'  j 
' ^ ^ sin  3o' COS  ; * 


Pour  en  déduire  une  relation  entre  les  quantités  connues  et  les  puis- 
sances de  r excentricité,  il  faudrait  remplacer  q,  q',  q",q7,  par  leurs 
valeurs  en  e";  or,  en  bornant  l’approximation  aux  termes  en  e‘,  on  a, 
par  ce  qui  précédé, 


et  par  suite 


puis  snlistituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (M),  il  vient 

" i . • A l * 

^ -h— cos  10  \ 

A'  +nA  (■  ""  *1 

f • -I n e*  sin  ai  cos  a4>  1 

laci  * 

M ais  il  est  jiossible  d’obtenir  plus  promptement  d’autres  valeurs  ana- 
logues de  A et  A',  en  développant  immédiatement  en  série  l’expression 
différentielle  d'un  arc  de  méridien,  savoir, 


ds  : 


a ( I — r’)rfH 


(i — e’MH’H;'’ 

et  en  intégrant  ensnite  entre  les  limites  H et  H'.  En  effet  l’on  trouve 
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d'abord  • 

= a(i  — c’)|^i sin’ II 

' • \ 
puis,  changeant  les  puissances  des  sinus  de  H en  cosinus  d’arcs  multi- 
ples par  le  procédé  connu,  et  intégrant,  U vient 


J = a (i  — e>)  |/>H  — ^/ï'sin  aH+^p'  sin  /jH  — . ..J  , 
série  dans  laquelle 


P=  ' 


3 , 

r 


64®  ’ 


64 


et  où  la  constante  est  nulle,  puisque  .t  et  H s’évanouissent  en  même 

temps.  On'n  donc,  à l’aide  de  la  notation  ci-dessus  , 

• . . . . . 

(M')  ) =a(i  —O  [pf  — ;/sin^  cos<l>  -H  i/>'  sinay  cosa4>  — * 

j A' =a(i  — e’)  [^ç' — p'sinÇ'cDS'K-H^'  sin  iç'cosa<l>' — . 

11  s’agit  maintenant  de  déterminer  c’  et  a par  la  combinaison  de  ces 
deux  arcs  ; or,  en  divisant  l’une  par  l’autre  les  deux  dernières  séries 
précédentes , il  vient 


K Py  — /''«“f  4-7/'''Mn  a* 

■'  Â'  py' — /<'»îây' coiV -1- 4/ï"»in»vco8î4'' ^ ' 

puis , chassant  les  dénominateurs , on  obtient  cette  relation 

• (ni)  Mp  — -t-  ^ Pp"  — o 

lorsque,  pour  abréger,  l’oq  lait  r 


N =Asinf'cos4>'  — A'siiif  cosip, 

P =Asina^cosa‘I''  — A'sinaf»cosa<t>, 
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• et  que  :î  désigne  la'-deiOHcircoiiféi'ence  d’un  cercle  dont  le  rayon  est 
l’unité.  ■ , • , 

r.a  relation  {ni)  est  propre  tr  faire  connaître  la  valeur  de  e*  en  y sub- 
jititiiam  pour  p,  p\  /r"  leurs  valeurs  précédentes.  En  effet  l’on  a 

3 i5  ' 

M - ? c>  I N - M ) -(-  e*  (3M  - iP', = o ; 

m.iis  pour  simplifier  un  peu  le  calcul  numérique,  nous  la  multiplie* 
rons  par  i — | e’,  en  ne  conservant  cependant,  dans  le  produit , que 
les  termes  en  e’  et  en  e*  ; alors  ce  produit  sera 


e“N  - ie‘(3M-8N+-P  -M  = o. 
•>4 


Remarquons  d’ailleurs  qu’à  cause  de  la  petitesse  de  e’  et  de  celle  du 
coefficient  de  e*  qu'on  obtiendrait  en  divisant  tous  les  termes  par  ^ N, 

on  peut,  au  lieu  de  résoudrecctte équation  du  second  degré,  employer  la 
nicthode  des  approximations  successives.  Dans  ce  dernier  cas,  l’on 
trouve  sans  ilifficulté  cette  série 


(N) 


. AÇ/4MV  -i. 

~3>  3j  N j a\3>’y 


au  moyen  de  laquelle  les  trois  premiers  termes  donneront  toujours  e’ 
avec  une  grande  précision':  souvent’ même  on  pourra  se  contenter  du 
premier  terme , et  obtenir  ainsi  avec  assez  d’exactitude 


*pl*t' 3(^  gin»!*' _ ^ * . , 

A * 

en  faisant  A.  ==  ^3^  et  A'^  =■  etexprimantlesam'pjitndesç.f' 

en  degrés  et  finales  de  de^  ; c’èst-à-  dire  les  angles  H — H',  A — A'. 
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Applications  numèritpus. 

» 

178.  Selon  les  mesures  de  France  et  d’Angleterre,  l'arc  du  méri- 
dien compris  entre  Greenwich  et  Formentcra  j corrigé  île  toute  cm’ur 
[NoitvrUe  Description  gcdméfrii/ue  de  la  France,  tom.  II,  p.  6io), 

est .4  = 73o53a''',8 

I.atitiide  de  Greenwich H = 5i“a8'4o" 

Latitude  de  Korinentera.  . ...  . . H' = 38.89  56, ii 

® = H - II'.  = 12.48.43,89 

Selon  les  mesures  du  Pérou , l’arc  du  méridien  cou|)é  par  l’équateur 

et  vérifié  par  Delamhre,  est A'  = 176877^,0 

I.afitude  boréale  de  Cotchesqui.  . -t-  o“2'3i",o 

laititiide  australe  de  Tarqid.  . . A'  = — 3.4.3a  ,0 

y'  = A - A'"=  -t-  3.77  3”, O 

ain.si  l’on  a d’abord 

log  A = 5.8636398)  log  .A' = 5.2476714  » 

log  5 = 1. 1076234;  9 = ia“,8i2i9i7;  <t>  = 9o“8'36",i; 

log  7'  = 0.493806,5;  7'  = 3”,  Il  75  ; <I>'  = — 3“  2'  1". 

0|)érant  ensuite  par  les  logarithmes  à 7 décimales,  il  vient 

M = 196,41;  N = 39771,6;  P 3=  155390; 

et  par  la  rslatioti  (N)  on  a 

i.  • •• 

1''  terme.  , 2'  terme.  3'  terme. 

logM  = 2.293)636  log  P = 5.19142 
c.  log  N = 5.4004270  c.  logN  = 5.40043 

î = O- «349368  log^  = log|  = 9.69897  — 

log^- = 7 . 8 1 2 log e;  = 5.68706 5.63706 

5.43373  .5.33ôo3— 

i"  terme.  + o,oo65846o 
2'  terme-  + 0,00002647 
3*  terme,  ‘i-i-  0,00002-168 

e’  c. 0, 00658939 

■ 4i 
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ije  carré  de  l’exceiitricilé  étant  connu  maintenant , on  tirera  l’apla- 
tissement a de  la  relation 

9 9 ' ' 

e*  = — cc^, 

laquelle  donne,  sans  erreur  sensible, 


on  a donc 


De  là 


log  e’  = -7.81885 

9 -^9^92 

7. 5 1782 
5 . o3564 
9-^97 
4.73461 

a 


o,oo3ag47 


o,ooooo54 

o,oo33ooi 


log  a = 7.51 853, 

Compl.  ariüim.  a. 48147  = 3o3,oa  ; 


donc  enfin 

® ~ 109' 

179.  Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  la  longueur  du  quart  du 
méridien,  et  dans  ce  but  l’on  remarquera  qu’en  la  désignant  par  Q, 
la  série 


s = a {i  — e*)  [pü  —.jiP'  sin  aH  -t-  -J- stn  4H  . . . • J 


donne,  en  y faisant  H = ^-jt,  quel  que  soit  d’ailleurs  le  nombro  de 
ses  termes , 


Q = a (i  - e»)/>.  i;r  =i;r«{i  — {e» 


Ae*"'). 


('.ette  expression  exacte  étant  divisée,  par  k i"  série  (M'),  pour  en 
éliminer  le  rayon  a de  l’équateur^  il  vient,  en  supposant  toujours 
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l’amplitude  9 exprimée  en  degrés, 

* j >t  A 


O'I 


Q = 


180 


P P 

— — sinvros+H-'f  — sin  is  ros  a<l' 
P P 


Dans  cette  formule  on  a,  d’après  ce  qui  précÉtie, 

'*  , « 

P i»„«. 

- _ T?  -t-fe  , 

coefficients  exacts  aux  termes  près  en  e*  ou  du  3'  ordre  par  rapport 
à l’aplatissement.  Cherchons  en  outre  les  deux  demi-axes. 

De  la  même  expression  de  Q,  et  de  ce  que  6 = a (i  — e’)  ■ , on  tire, 
avec  un  peu  d’attention,  ces  deux  séries 


é 

puis,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’atitre,  on  a 

( log  O = log  ^ fi  (i  a -4-  -iV  a’  - . . . 

|log6  = log^  - (i(i«  + A + •••)» 

s('ries  dans  lesquelles'  le  module  tabulaire  a pour  logarithme 

log  u = 9.C377843. 

IKO.  Calculons  d’abord  numCf^uement  le  quart-du  méridien,  et 
soit  a = ainsi  que  nous  l’avons  trouvé  ci-de«sBs;  ou  plutôt  pre- 
nons iS  = puisque  e’  = atara  ’• 

V . V 

/ ^ 7.818870a,  log  ^ = 7.6953591  , ' 


’Q/ 


l«g,/7  = ô.ôoa'r54a,  log  ip'  = i.io^a34î 
AL 
P 


4-70®*»;  •og.j^=  8.3418774. 
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Ensuite,  appelant  D le  d^noininaienr  de  Q,  on  trouvera 


D = o,aa3f)i49  -+-  o,ooooo'fj  — o,oooooai 
= 0,a33Gi55; 


d’où  l’on  voit  que  l'a^Aithssement  de  la  Terre  a,  dans  le  cas  actuel, 
extrêmement  peu  d’influence  sur  la  valeur  cherchée  du  quart  du  méri- 
dien. Cette  valeur  s’obtient  ainsi  qu’il  stiit  : 


E*prtaut, 


logtx  = 0.1961199 
log  A = 5.8636398  ** 

c.  log  D = 0.6304981 

log  Q = 6.7103578 
Q = 5i3iG38'  = 10001789“'.  ' 


I^.  qpiârf  du  méridien  trouvé,  les  demi-axes  a,  b,  s’en  déduiront  natu- 
rellement, et  l’on  aura , sans  difliculté  , ^ 


log  fl  = 6.5 1 485/(9  en  toises, 

0.2898300 

log  a = 6.80/(6749  en  mètres, 

■ a = 6377859““ 

. ‘ log  b = 6.5 134191  en  toises, 

■ 0.3898200 

6.8032391  en  mètres, 

^ ^ = 6356809'“.*  , • tf*-,'. 

4ill . lies  meHVfes  dç  France,  comprises  seulement  éntre  Duidierque 
et  Monijpÿiy,  furent  condtili^es  avec  celles  du  Pérou  nM^ctiâife,  lors 
de  rétablissêmenftle  notre  Biôuveau  système  tCes  pbids  ^fcesures , dont 
rutftléfpndinneutalcestle  mètre  ou  la  dix-milhoniéme|%rltedu  quart  du 
méridién;  et  elles  oonduisirênt  à des  résolta^assez^liireiits  de  ceux 
qui  précèdent , pfùsque  le-^uart  du  in||fidl^ lut  trpuyé  de  5 1 30740 

toises,  «(  r aplatissement  terrestié  de  Ainsi  Je  mètre  légal  est  de 
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lia  5" 


4/i3*‘'‘',a96  de  la  toise  de  1er  de  l’Académie , prise  à i3*  de  RéaiiiiuirJ 
mais,  d’apres  la  rectification  cpie  Delamhre  fit  ensuite  il  qiieU|ues  élé- 
ments des  calculs  des  deux  arcscités,  l’on  aurait,  selon  nous. 


Q = 5i3iiio*  = loooo^aa",  et  a = 


309,  t>7’ 


par  suite. 


log  a = 6.8o4Gi3o;  a = ô37fiy5o'“; 
log  h = 6.8o3ao63;  b = 635G33o'”.  (*) 


Néanmoins  tous  les  calculs  géodésiques  relatifs  à la  triangulation  dé  la 
carte  de  France  supposent , comme  Delambre , 

Q = 10000724"“,  et  a = o,oo3a4  = ' 


en  sorte  que  l’on  a 


éf 


logp  = 0.0021147;  log/»'  = 7-68g4a43;  l°g/>"  = 4-9<>>G5, 


et  enfin 


log(t  = 6.8o46i54|..  = 7^io545o; 

log  ft  = 6.8&3üo6o;  loge’=  7.8ro87i4- 


t>s  reuf&rqu^  sont  titiles  |K)ur  le  lecteur  q»ii  vofidrait  pro>»i1eT  à la 
maniéré  de  nos  ingénieurs  géographes.'-  ^ 


En  bornant,  comme  noua  venons  de  le  dire,  l’arc  méridien  de 
France  à Dunkerque  et  à Montjony , 0|i  les  latitudes  ont  été  observées, 
mais  prenant  pour  sa  longueur  celle  que  nous  avons  trouvée  de  55 1 fit  fi', 9 
[vojei  liv.  VI,  chap.  a),  et  adoptant  les  latitudes  de  ces  deux  stalioiis 
telles  que  Delambre  les  a données  en  dernier  lieu,  l’on  a 

A 

Latit.  de  Dunkerque.  . . H — 5i“  2'  8*,5n 

, Làtit.  de  Montjony.  • • • H' = 4*  ■'■*>•46,58 

Arc  mesuré .V  = 55iGtfi',9. 


(*)  Voyex  la  Ifou»,  dcscript,  géom.  de  ti  France , tome  II,  pageÔüG. 
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Gev  quaiUités  étant  alors 'conibinoes  avec  celles  relatives  à l’arc  dii  I*é- 
roii,  I on  trouvera  . • • 

M = i5S',ao;  N = Siaoo'.^ô;  P = 1179^6. 

et  la  série  (N)  donnera 

!•’  = 0,0065469  + o,ooo'oa53  — 0,0000  a 1 4 
= o,oo65fTo8; 

« • 

apres  quoi  l'on  atini  , 

^ lofj  e’  = 7.8162943  et  log  a = 7.5i5<)798; 

ainsi 

‘ a = o,oo3a8ü8  = simplement  a = 

« 

Passant  ensuite  à l’évaluation  du  quart  du  méridien  , l’on  aura  d’abord 
log  P = 0.00U1416;  log  ^ = 7.6927530;  log  ■^  = S.ooaâo; 


et  a caustî  de  log  A 5.7416375,  log'p  = 0.9855 5o3,  il  viendra,  en 
vertu  <te  la  formule  (P), 

log  numér.  = log  5 " .4  = 5.93775.74 , 
dénoni.  = o,i688ai5  + 0,0000347  — 0,0000017 
. =o,i()88545,  logdénom.  =9.2275127. 

Delà  log  Q = 6.7102447» 

et  eniin  Sfi3i5o5'  = 10001491'"; 

ce  qui  porterait  la  longueur  tliéorique  du  ttnétre  à 3^'6f“i  i',36a  , et 
donnerait  en  valeurs  métriques 

log  a = 6.8046572 , log  b = 6.8o3a3o4  ; 
«='6377600",  A = 635668o". 


» 
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On  vqüdonc  que,  malgré  la  correction  que  nmis  avons  cru  devoir 
faire  ji,la  longueur  do  l’arc  «Hè ’Erance  employé  à la  délerminalion  de 
ruiiité  ^ndaraentale de  notre  système  métrique,  la  longueur ci-déssiis 
du  métré  excètié seulement  de de  ligne  celle  fixée  par  la  loi.  ■ ,/ 

E^r/léfinitive , qiidis  que  sbieiit  les  differents  résultats  qu'on  ulitienne 
pqiU'  Il^ri^^gueur  dirq/iart  du  méridien,  le  mètre  légal  dépose  aux'ar- 
ves  du  Royaume,  est  censé  la  dlx'inillionième  |>artië  jlu' quart  du 
méndlen  d'nn*'Hlipsoïde  JictiJ  ée  révolution  dont  la  surface  s’ÿal4é  le 
moiîk  possible  ât  celle  dbda  Tt^re  ; et  il  est  évident  que  s’il  venait  k se 
perdpe,  les  mesures géodésiqiîë%.én  feraient  retrouver  la  longueur  avec 
un  dégrd»  3e  précitioh  capable  de  satisfaire  aua  besoin»  de  la  science. 
ÎVlais  lesobservab^^du  pendule  qui  ser^  l'objet  du  chap.  4 du  liv.  VI, 
cqmduiraient  bien  plus  rapidement  au  même  but.  f ?*  ■ 

reB.  L’exprèssion  analytique  de  Q provenant  delà  première  valeur 
de  s de  l'art.  177,  dans,  laquelle  H = qo",  se  développe  eii  une  sème 
régulière  et  très-remarqpable,  comme  nous  allons  le  faire  voif. 

D'aboéd,  k catise  4e  ' ' ■* 


/ 

on  a I 


i(art.  178) 


(i  et  = o>  (i- 

X-  • V 

(•  — 7)^(' r 


— «\jr  ^ fr  (|  — /I») 


-7 


. ^«5  3 5.7 

V=  ^ 


4*  " ^ 4’-8* 

3^.},g.ii . lî.iS.i 

4*,8V  n’  i6‘ 


Ÿ 8» 


Par  conséquent , 


'/(■  -‘)= « 


et  enfin 


J,  r \î  «/  c 1.3.5-  irS.S.^.q  , i.3.5.^.g. ii.i3 

\ a / a\  l*  4'-8*  4*-8'->>’  4 “■•••'6* 
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_ = i;  «Q  = a; 


Lorwiue  h i=  o,  ou  a — =, '>  " — 

parlant  , ' ’ ' * * 

. * , »•  V 

^y'ï . » 1.3  5 1.3. 5^.9  . . t.3.5 -j-g.i  i.ij 

ï '~T^  ~ ivS'Ta*  4‘.8‘.M*.it'"  ~ ■ ; ■ 4 

. ^ • * , • ' > ^ ? 

C'esi  aiLssl^ce  qiio  l’on  trouve# l’aide  d’une  valeiir  çénérale'Ü^A^I 
d'e^'se,  donm'f  "^rar  la-gendre  dans  Jfe  Memoinsde  TJcadiin^^ti 
Srlpi(r<*,  ])our  rarinée  ,5*,  ' 

* ^ ^ \ 

IS5.  La  niéllioiV  par  laquelle  iioiisrf^’ns  ridviil «1  s«Ties  pro  e^*‘ 

sinviinl  les  iiudtiples  d«s  cosmus  de  >,alatov*le,  lEHogarithmes  <îe?di- 
\ (WM's  lijme,s  du  sphéroïde  uwÿstre , est  surtout  usitée  m Aslronomie , 
ei-fluns  tous  les  ca*  où  «ll^^ul  rendre  les  intégrations  plus  facij«6, 
ou  bien  lor.squ«  l’àiï  veut  calculer  les  termes  al’ une  sçrte  conven^^e, 
nKli^pendauuuent  des  tables  de  logarithniej^NJais  l’emploi  de  ces  tables 

permet  ik*  déveteppef  tout  «nq#cment  les  Foutions  — 

loj,  ^1  _y-  n cosz)",  en  ‘séries  procédant  suivant  les  puissances  des  co- 
.stf^ns  dç4%nolÿ3;  pajg^  qua  l*évaluaJion  de  leurs  termes  ne  se  fait  pas 
avec  moinsMcïactiiûire.  On  poiirr.ait,  pareiceinple,  calculer  K valeur 
du  logarithme  de  la  iiorniâle  N,  an  moyen  de  la  série  suivante  : 
f ' . ^.k 

hjS?>  = logrt-t-^S^;(H-n)  . 


■ U 


cos  aH  — 


' « ar  /»^  • 

• COS*  an  -f*  cos-  a 


ou  incine  de  cette  autn 


log  N ^ log  rt  -t-  Il  + ^ ^ + • • • ) > 

qui  dérivç  de  l’une  des  équations (4;  de  l’artr.i67 , et  dans  laquelle  le 
imxlide  ^Tk»«,434a9448.  On  aufait  partie  f^me  procédé , ^ 

k>gp  = log«  + aloj(^)  ^ ' t 

»K- n (è’ sin’ ît  + ~*in'  H -t- ^ sin  • H..3- • . -V 
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Cependant  il  importe,  dans  la  pratique,  de  choisir  parmi  les  séries 
d’nne  même  expression , celles  qui  convergent  le  plus  rapidement.  Eu 
voici  d’autres  qui  ne  sont  pas  moins  utiles  en  Céodésie. 

Les  valeurs  ci-dessus  de  log  N et  log  p font  voir  sur-le-champ  que 

log  P = 3 log  N -I-  a log  ^ — a log  n = 3 log  N •+■  log 

et  que  par  conséquent  le  logarithme  du  rayon  de  courbure  du  méri 
dicn  peut  facilement  se  déduire  d’une  table  qui  donnerait  celui  de  la 
normale  N,  connaissant  d’ailleurs  les  logarithmes  de  a et  de  h. 
Quant  à la  valeur  du  rayon  r,  on  la  mettra  sous  cette  forme: 

r = ; V I — e’  (a  — e’  ) sin  ’IL 

(i_ — f’sin'H)' 

Passant  de  là  aux  logarithmes  et  faisant,  pour  abréger,  e’(  i c*)  = A’, 

on  trouvera  facilement  cette  série  régulière: 

logr=loga-i-ift[(c’-A’)sinMl+i(e‘-A‘)sin‘IH-Kc‘-A‘)sin*H....]; 

mais  en  bornant  la  série  aux  termes  en  e‘,  on  a simplement 

logr  = log«-|pi(e>-e*)!«iMl  sin ‘H; 

et  en  éliminant  log  a donné  précédemment,  il  vient 

log  /•  = log  ^ { ,u  e»  cos  aH  -f-  ^ ue*  + 1 sin  ’H  - f e*  sin  *H. . ., 

ou  en  fonction  de  l’aplatissement, 

log  r = log^-H|aacosaH-+.T^,aa>-+-  cosaH  _ faa>cos4H..., 

Q représentant,  comme  ci-devant,  le  quart  du  méridien,  et  ts  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre. 

Si  I on  voulait  la  valeur  immédiate  de  ce  rayon,  elle  serait  donnée 

4a 
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par  cette  série  régulière 

r = a V 1 — (e*  — « * ) s'u  ’H  — (^*  ~ ‘H  — (^"  — e*)  sin  *H . . . . 

Faisant  tlisparaitre  le  radical  en  élevant  à la  puissance  | la  quantité 
qu'il  renferme , et  s’arrêtant,  <lans  le  développement , aux  termes  en  e*, 
il  vient 

r =r  rt  [i  — 5 (e  ’ — e*)  sin  ’H  — * e*  sin  *11...]. 

Remplaçant  mainteti.ant  e’  par  sa  valeur  ia  — a*,  on  a enfin,  sans 
erreur  sensible  et  tontes  réductions  faites, 

r = a(i  — a sin’H  -t-  | a*  sin aH  ), 

expression  toujours  suffisante,  k cause  de  la  petite^  du  3'  terme,  et 
à plus  forte  raison,  des  termes  subséquents. 
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CHAPITRE  XIY. 


CONTINU, VTIO»  DK  LA  RECKERCUE  DES  EXPRESSIONS  ANALTTIQUES 
DES  DIVERSES  LIGNES  DU  SPHÉROÏDE  TERRESTRE. 


184.  On  s’est  proposé , à l’art.  177,  d’exprimer  un  arc  d’ellrpse  en 
fonction  des  latitudes  de  ses  extrémités  ; mais , dans  la  pratique  de  la 
Géodésie , il  est  quelquefois  plus  commode , lorsque  cet  arc  a une 
petite  amplitude,  de  l’avoir  en  fonction  de  son  rayon  de  courbure. 

Soient  A un  arc  du  méridien,  U son  amplitude,  H la  latitude  de  son 
extrémité  sud , et  p son  rayon  de  courbure  au  même  point  ; on  a en 
général , par  le  Üiéoréme  de  Maclaurin  , 


les  valeurs  des  coefHcients  dilTérentiels  étant  déterminées  pour  le  cas 
oii  U = o.  Mais,  par  l’art.  170,  - ^ = p;  si  donc  on 

\“H/  (i_f>sinMt)T 

calcule  les  coelBcients  différentiels  suivants , en  ne  conservant  que  les 
termes  en  e“,  on  trouvera  aisément 


(I)  A=pV-h 


3 I , siniH  , 3 1 , cosîH  ,,, 

r P .-c-sin-H  ^ ^ P 

3 a*  2 * sinaH 


série  régulière  et  qu’on  peut  écrire  plus  brièvement  ainsi  ; 

A = pU  sin  i'  -t-  I ^ pN*  sinall.  U*  sin*  i" 

-H  - ^ oN’  cos  aH.U*  sin*  i'  — 

a a*  * ’ 

4a.. 
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en  supposant  l’amplibidc  U exprimée  en  secondes , et  désignant  par 
N la  normale  à la  latitude  H {*). 

Or  il  est  remarquable  que  tous  les  termes  en  U’,  U‘,  forment 

cette  suite: 

1 i‘  ' I — e’ »in*n  L a a. 3. 4 a. 3.4. 5. 6 J’ 

tandis  que  les  termes  en  U *,  U‘,  U . forment  celle-ci  : 

3 cos aH  f jall}*  I. 

a a*  " (i— c’sin'H)  [ 2. 3 a. 3. 4. S a. 3, 4-5. 6. 7 * 

ainsi,  en  négligeant  les  termes  en  e*,  on  a 

V =|e*psinaH  [i  — cosaU],  V'  = |e’pcosaH[aU  — sinaU]; 
et  partant , sous  forme  finie , 

A = pU-i-f  e’p[sinall(i  — cos  aU) -4- cos  a H (a  U — sinaU)] 

=p  Ü 3 e*p  [sin  ail  — sin  a(H  -t-  U)  -H  a U cos  2I I]. 

Mais  si  H et  H'  sont  les  latitudes  des  extrémité-s  de  A , on  a U = H'  — H, 
et  par  conséquent 

A =p(ir-H)  [i  +|e»cosaH  - h-h)] 


(•)  Celle  «‘rie,  qui  forme  A = *»U  k rapporterait  à un  arc 

de  méridien  dont  rorigine  H serait  au  Panthéon  et  l'autre  extrémité  plus  au  nord,  en 
faisant 

log «»  = 5 . 0450677,  log  p'  =s  0 . 97 1 5453 , log  e " = 8 . 1 6797  ; 

ce  qui  suppose  que  les  dimensions  de  l'ellipsoïde  sont  celles  admises  dans  les  opérations 
gécxlesiques  de  la  carte  de  France  (151),  et  que  l'ampliuide  U de  l'arc  est  exprimée 
en  degrés  sexagésimaux.  Celle  amplitude  devrait  être  prise  négativement  si  l’arc  A s’e^ 
tendait  au  sud  du  Panthéon.  (Voyez  Descript.  géom.  de  la  France , tome  II,  page  636.) 
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sin(TI'-H)  = u(.-^  + ....), 


ainsi  l’on  a définitivement , en  prenant  H'  — II  en  degrés  sexagésiinans, 

A=  H)[i  -t- 1 cos  iH  - cos^(IT  - H)cos(H'.-h  H)  j; 

c’est  aussi  ce  que  donnerait,  avec  un  peu  d'attention,  la  3'  formule  de 
l’art.  177.  Il  est  évident  qu’il  faudrait  substituer  aoos  à la  place  de  1 8o", 
si  les  latitudes  étaient  exprimées  en  grades. 

Faisant  U = i“,  et  de  plus  e = sin  I , ou  l’aplatissement  a = asin’^I, 
ce  qui  est  permis,  puisque  e est  une  fraction  moindre  que  l’unité, 
la  série  JI)  ou  la  formule  précédente  donnera  assez  exactement,  jiour 
l’arc  M d'un  degré  du  méridien, 


(m) 


M = 


a K cos*  I 


I . 


Tr  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Si  II  désignait  la  lati- 
tude de  l’extrémité  nord  , il  faudrait  prendre  négativement.  Mais  au 

lieu  d’exprimer  la  longueur  du  degré  du  méridien  par  la  latitude  de 
l’une  de  ses  extrémités,  on  suppose  ordinairement  le  rayon  de  courbure 
de  cet  arc  mené  par  son  milieu,  dont  la  latitude  est  alors 
Ainsi  l’on  a simplement 

1 • . »\T 
(I  — c*  8in*s}i)* 

et  si  l’on  développe  en  s’arrêtant  aux  termes  en  c’,  il  vient 


-e’)(i-E|e’'sin*  <f>), 


ou , pour  abréger, 


M = P-+-Qsin’ij/, 
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Q=|c>P. 

On  voit  donc  que  les  longueurs  des  degrés  sur  l’ellipsoïde  de  révolu- 
tion croissent  de  l'équateur  aux  jKiles,  sensiblement  comme  les  carrés 
des  sinus  des  latitudes  de  leurs  milieux. 

l‘our  un  autre  arc  M' d’un  degré,  corresjxnidaiit  à la  latitude 'y,  on 
a pareillement 

M'  = P-l-Qsin’i}»'; 

ainsi  généralement 

M — M'  = A'"'  = Qsin(i|/-4-i}i')  sin(ij/  — 
et  pour  deux  degrés  consécutifs,  leur  différence  est 

A‘‘)=.^ae>(i_e>)sin(2i{,'-t-  i“)sin  i®. 


Par  exemple,  à la  latitude  de  48“5o',  et  en  admettant  j>our  valeurs  de 
rtetdee’  celles  de  l’art.  181,  on  trouve  que  l’accroissement  d’un  degré 
à la  latitude  de  Paris,  et  en  allant  vei-s  le  nord,  est  A'‘)_  i8”‘,4. 

Los  valeurs  ci-de.ssus  de  M et  M'  étant  divisées  l’une  par  l’autre,  con- 
duisent à celle-ci  : 


3 {M  sin*  y — M' 


formule  attribué-eà  Maupertuis  et  qui  donne  approximativeinent  l’apla- 
tissement  de  la  Terre  par  la  mesure  de  deux  degrés  de  méridiens,  pour- 
vu cependant  qu’ils  répondent  à des  latitudes  très-différentes,  afin  que 
le  dénominateur  de  a soit  le  plus  grand  possible.  Cette  condition  étant 
remplie  par  les  degrés  deTéipialeiiret  de  France,  ona,  d’îiprésl’art.  178, 
et  en  vertu  de  la  notation  actuelle. 


De  là 


En  France,  M=iiii3i“,a,  ij(=  45°  4'*8  >o5j 
A l’équateur,  M'=  i io58a”, i,  ij/'= — i.3i.  o,5o. 


5j9, 1 i83,o33  

“~37W35r;54  ~ 5535 1,54  ~ 3ô^,4’ 
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résultat  bien  peu  différent  de  celui  que  nous  avons  obtenu  précédem- 
ment en  poussant  plus  loin  rapproxiniation. 


185.  La  méthode  employée  ci-dessus,  pour  développer  un  arc  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  son  amplitude,  s’applique  éga- 
lement au  problème  inverse.  En  effet,  on  a généralement 


I A/»tl\ 

a 3 y A»/ 


A*- 


/rfll\  _ (i — e*»in>  tl)“  i_ 

VA  J ~ a(l—e‘) 


cherchant  donc  les  autres  coefficients  différentiels,  et  ne  cotiservant 
que  les  ternies  en  e’;  puis  faisant  attention  que  e’  = lâng’  I , et  que 

N = p'  = ;• , on  obtiendra  en  parties  du  rayon , 

(i— 


(H) 


U = - — > tang’  I sin  aH.  ~ 
f 4 ” ff 


tang’  I cos  aH. 


3 a*  Il  II  A4 
• tang”  I sinaH.  -,  ; • 

a a. 3.4  ® p’p 


P'?' 


série  encore  régulière , et  dont  la  loi  des  termes  est  en  évidence.  Jamais, 
dans  la  pratique,  on  n’a  besoin  de  tenir  compte  du  quatrième  terme. 

Si  l’on  boniait  la  série  au  terme  A’,  et  que  l’on  conservât  la  qua- 
trième puissance  de  l’excentricité,  on  trouverait 


1 <*0S2H 

e*  sin*  aiH  / 3a* 

+■  il 

L pV' 

4p  V*  p'* 

»’p)i 

mais  comme,  par  cette  formule,  l’amplitude  U serait  donnée  en  parties 
de  l’unité , il  faudrait , pour  l’avoir  en  grades , multiplier  tous  les  termes 

du  second  membre  par  n ayant  la  même  signification  que  ci- 
dessus. 
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186.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  considéré  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  l’ellipse  génératrice  de  l’ellipsoïde  de  révolution  : occupons- 
nous  de  la  recherclip  de  celui  d’une  section  faite  dans  ce  corps,  par  un 
plan  mené  d'une  manière  quelconque  suivant  une  des  normales;  et, 
pour  cet  effet,  désignons  par  x',  les  coordonnées  rectangles  d’un 
point  de  la  limite  de  cette  section  verticale;  prenons  pour  axe 
des  x'  la  normale  à un  point  du  méridien  elliptique  ayant  H pour 
latitude;  plaçons  l’origine  des  x'  au  point  d’intersection  du  rayon  de 
l’équateur  et  de  la  normale  dont  il  s’agit;  enfin,  désignons  par  x,j  ,z 
les  coordonnées  rectangles  d’un  point  quelconque  de  l’ellipsoïde  de 
révolution,  de  manière  que  le  rayon  fl  de  l’équateur  soit  l’axe  des  x, 
b celui  du  pôle  l’axe  des  j,  et  la  droite  perpendiculaire  au  plan 
des  XJ'  l’axe  des  z.  Cela  posé,  l’équation  de  l'ellipsoïde,  rapportée  au 
centre,  sera 

; i)  fl’^'*  -t-  (z’-t-ar*)  = fl“  A’ ; 

or,  pour  trouver  en  général  l’équation  de  la  section  faite  dans  ce 
corps,  il  faut,  comme  l’on  sait,  substituer  à x,  j,  z les  valeui-s 
suivantes  : 

Ix  = r,  -l-a:'cosH-t-7''sinHcos6, 
y = x'  sin  H — y'  cos  H cos5 , 

Z =y'  sin  5 , 

dans  lesquelles  5 est  l’angle  que  le  plan  sécant  fait  avec  le  méridien.^', 
et  »!  la  distance  du  centre  de  l’ellipsoïde  au  point  où  la  normale  ren- 
contre le  rayon  de  l'éqiiateur  (art.  I67ï,  auquel  cas  >;  = — 

(i  — c*sin'H)  • 

e désignant  toujours  le  rapport  de  l’excentricité  au  demi  grand  axe. 
Ces  substitutions  faites,  on  a un  résultat  de  cette  forme  : 

(3)  M.r”  -+-  ny  ” — jjx  'y'  -f-  lya-  ' -+•  ry'  = s ; 

c’est  l’équation  à l’ellipse,  ou  celle  de  l'intersection  cliercliée.  Il  est 
facile  de  voir  que  l’on  a 

Iw  =fl’sin’H  -(-  cos’ II,  n — -|-(fl’  — i’)cos’Hcos’6, 

P = a (fl’  — A’)  sin  II  cos  II  cos  5,  ç = a»iA’cosH, 
r = a»;A’sinHcos6,  j=(fl’ — ri*)h’. 
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Lorsque  cette  ellipse  est  perpendiculaire  au  méridien , on  a 9 = ^ s 
et  pour  lors  cos  9 = o;  circonstance  qui  réduit  Kéquation  (3)  à la 
suivante  : 

(5)  (a’sin’H  + A’cos’  H)  jc'»  + ari(9*cosII.x'  + éy  > = (a>  - »;“)  b\ 
et  de  laquelle,  en  faisant ^ = 0,  l’on  tire  ' 


x' 


— 6*15  costt:!;;  ^ é*(a* — ,,*)  (a*  sin'H  -f-  A*  cos*  H)  -f-  é*,i*cos*H 
a’sin* H 4- 4’cos’ II 


Soient  donc  x', , x,  ces  deux  racines,  abstraction  faite  de  leurs  signes; 
on  trouvera,  avec  un  peu  d’attention,  et  après  avoir  mis  pour  y;  sa 
valeur  rapportée  ci-dessus, 

n(i — e')  «(1 — e’)(i -+-e*cos*H) 

Xt  — — “7,  X,  — 7 ; 

(1  — c'iin*  H)^  (1  — e*sin*H]^(i  — e’cos'H) 


la  première  racine  est  la  normale  N'  (art.  167),  et  la  seconde  racine  , 
la  partie  opposée  de  la  corde  op,'  . 

Soient  en  outre  n'  le  demi  grand  axe  de  l’ellipse  dont  il  s’agit,  et  h' 
son  demi  petit  axe;  on  aura 


fji  !_  -*^1  + _ O (1  — e*) 

* (1  — c*sin*n)*(i — r'cos'H) 

Pour  trouver  le  demi  grand  axe , on  chassera  le  second  terme  eu  x' 
de  l’équation  (5),  et  cela  en  faisant  x’ = x"  — 
cette  manière  on  aura 


(a’  sin*  Il  4-  cos’  ll)x"'  ■+■ 


i'{a' — ii»)(fl*sin‘H-4-i*c«»*Hl  + i<B*coj*  H 
a*$in*  H -)-A‘co»‘ H ' 


ou , {KMUr  abréger, 

**  mar'*  4- = P. 

Mais  à *"  = O correspond  jr'  = a'i  partant 


U — - , 

(1  — e*«ûl*H)*  (l  — e*cos*H)^ 

I.  • 43 


Digitized  by  Google 


338  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

Si  au  contraire  on  faisait  on  aurait  x"  = b , et  l’on  retomberait 

sur  la  valeur  du  demi-axe  trouvée  ci-dessus , ou , ce  qui  est  de  meme , 
on  aurait 

Enfin,  désignant  par  e’  l’excentricité  de  cette  même  ellipse,  on  aura 

m n 


et,  à cause  des  valeurs  précédentes. 


I — r*  CVS*  M 


187.  Maintenant,  pour  avoir  l’expression  générale  du  rayon  R de 
courbure  de  la  section  que  l’on  considère , quelle  que  soit  d’ailleurs 
la  valeur  de  l’angle  5,  nous  ferons  usage  de  la  formule  connue,  sa- 
voir ; 


R = 


rf/'* 


dans  laquelle  la  difTérenlielIe  fljr'  est  constante;  et  pour  introduire  ici 
les  valeurs  de  ^^et  nous  dilférencierons  deux  fois  de  suite  l’é- 
quation (3);  mais  comme  nous  avons  en  vue  de  trouver  le  rayon  de 
courbure  à l’origine  de  la  normale  à l’ellipse  du  méridien,  nous  fe- 
rons alors  = odaus  le  résultat  de  la  diflérenciation , en  sorte  qu’il 
viendra 

rf/'  , ï-t-amx”  ify'‘  o-t-imx'  ’ 


et  puisque  la  section  est  faite  suivant  cette  normale,  on  a (art.  167) 

b' 


x'  = — 


<t(i  — <r*siD*  H) 
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Il  résulte  de  là  et  des  relations  (41,  que  la  quantité  r — px'  = o; 
donc  quand  le  rayon  de  courbure  cherché  coïncide  avec  la  normale  à 
l’ellipse  du  méridien,  on  a simplement 

1 -i-  ^mx' 

T ' 

w* 

« 

Remplaçant  maintenant  m,  f/,  n,  x'  par  leurs  valeurs  précédentes, 
on  a,  pour  une  section  verticale  quelconque,  ^ 


(6)  R = 


(l  — e’ »in’ — A")co»' H cos'O)  \ 


Soient  p ^ p'  le  rayon  de  courbure  du  méridien  et  celui  de  l’arc 
perpendiculaire  au  meme  point;  on  aura  le  premier  en  faisant  5 = o, 
et  le  second  en  faisant  5 = loo*  : ainsi,  comme  l’on  sait  d’ailleurs,  les 
rayons  de  plus  petite  et  de  plqs  grande  courbure  de  la  Terre  sont 

A*»  ^ a 

p—  p = .. 

a(i  — r'sin'H)’  (i  — e^sin’ll)^ 

On  voit  par  là  que  la  valeur  de  p'  est  égale  à celle  de  la  normale  N 
(art.  167). 

Afin  de  donner  à l’expression  (6)  une  forme  symétrique  et  dépen- 
dante de  p,  p',  on  pourra  d’abord  écrire 

B ('<>'  

A •-(-  (a*  — A*)  C05’  H cos’  0 A'  -f-  (a’  — A’jcos’A  — (a*  — A’)sm*  H cos' fl  ’ 
et  mettre  b'  sin’  9 A’  cos*  9 au  lieu  de  A*;  ce  qui  donnera 


#,*cos'fl(i — e*  sin  * U) -t- A*  sin’ 9 
- . . f'b' 


, . ■ .méf  a COS’ 9 , A’sûi'9  l’ 

' «(■  — c’iui’ B)’ I » T+“ I 

t;(l— e*sin’H)ï-  a(i~ a'iin’H)’  i 


^7)  ® psin*9 -+-!>' 
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Tel  est  le  résultat  auquel  Euler  est  parvenu  le  premier,  par  une 
autre  méthode  analytique.  Il  exprime  une  propriété  remarquable  de 
l’ellipsoide  de  révolution;  mais  cette  propriété,  commune  aux  sur- 
faces courbes  en  général  (^’qy.  la  théorie  des  osculations  de  ces  sur- 
faces, Calcul  différentiel  de  M.  Lacroix,  tom.  I,  pag.  37a,  2®  édit.), 
se  démontre  très-directement,  par  l’analyse  précédente. 

188.  Une  ligne  géodésique  menée  dans  une  direction  quelconque, 
se  confondant  sensiblement,  dans  une  étendue  de  plusieurs  degré*, 
avec  la  section  verticale  correspondante,  ainsi  qu’on  le  prouverait  à 
l’aide  des  formules  que  nous  donnerons  par  la  suite,  il  s’ensuit  que 
Tare  d’un  degré  d’une  section  perpendiculaire  au  méridien  peut  être 
pris  pour  l’arc  de  plus  courte  distance  ayant  même  amplitude  et  même 
direction.  Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  D,  M et  P ledegn-  oblique, 
le  degré  du  méridien  et  celui  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  pourra, 
dans  l’expression  (7),  remplacer  R,  /s  etp'  par  D,  M et  P,  puisque  les 
arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons;  on  aura  donc 

„ MP  M 

ou  ré<hnsant  en  série , et  n’en  conservant  que  les  deux  premiers  termes, 
il  viendra 

(8)  D = M ^ I + sin»  5j. 

Quoique  cette  formule  ne  soit  qu'approximative,  puisque  les  arcs 
D,  M,  P,  en  vertu  delà  propriété  des  rayons  de  courbure,  devraient 
être  infiniment  petits,  cependant  c’est  ce  qu’on  peut  proposer  de  mieux 
pour  la  pratique.  Pour  en  faire  usage,  il  faudrait  connaiti'e  M et  P. 
Or,  nous  avons  déji»  donné  M en  fonction  de  son  rayon  de  courbure 
(art.  18i)  : cherchons  à exprimer  P d’une  manière  semblable.  Dans 
cette  vue,  remarquons  que  si,  dans  la  série  (1)  (art.  cité*),  on  suppose 
H = 90",  alors  U sera  négative,  p = p',  et  l’on  aura  simplement 

M = p'U— ie’p'UL  . . 


M sin’  5 -h  Pois’  8 


■-( 
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Mais,  par  l’art.  186,  l’origine  d’im  arc  P'  perpendiculaire  au  méridien 
est  l’extrémité  du  petit  a.\e  de  cet  arc  elliptique;  ainsi,  k cause  de 

p'—  et  parce  qne  se  change  en  e”,  on  a en  général 

fl  — <•’  sin’  U)  J 


Or,  à la  latitude  de  49“,  qui  est  à peu  près  celle  de  Paris,  pour  une 
amplitude  U de  5"  et  un  aplatissement  de  -j^,  le  second  terme  de 
cette  valeur  serait  de  a4"  environ,  tandis  que  le  troisième  terme 
n’irait  pas  à un  décimètre  ; on  a donc  la  longueur  du  premier  degré 

* de  l’arc  F censé  mesuré , en  prenant  la  valeur  de  p'  de  l’exprcs 
sion  précédente.  Soit  P cette  valeur;  alors 


(/») 


P = 


180  (1 — e*  sin’  H'T 


Maintenant  si  l’on  suppose  que  les  longueurs  M et  P d’un  degré  du 
méridien  et  d’un  degré  perpendiculaire  à la  même  latitude  H , soient 
connues,  on  pourra,  par  la  combinaison  des  formules  (m)  et  (p),  déter- 
miner l’excentricité  de  la  Terre.  En  effet,  on  tire  de  ces  deni(  formules, 
et  àcausedee*  = sin’l. 


/ ,3  ir  \ Tr- sin*  IsinUI  ’ 


par  suite. 


Msîb’I;^Mco6*1  — Mfiin*Isiii*H  = Pcos*I  -|-  Psin^  1 sin  aH; 

P 

enân , à Cause  de  jij  = i à très-^u  près , on  a '' 


tang*  1 : 


P— M 
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= tang’ I cos’ R— Y^tang’ 1 sin  2 H. 

Mais  le'  second  ternie  de  cette  expression  est  évidemment  très-fiefit  ; 
si  on  le  négligeait,  on  aurait  la  relation  = tang’  1 cos’  II, 

donnée  par  Delambre,  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  Tan- 
née i8i8,  page  aSa  : toutefois,  il  parait  convenable  de  conserver  ce 
terme.  T'ang  1 étant  trouvée  par  ce  moyen,  on  aura  e = sin  I,  et  par 
suite  , aplatissement  tz  = a sin’-jl , comme  on  Ta  déjà  dit  (art.  18T|. 

Dans  toutes  ces  formules,  s désigne  la  demi-circonférence  d’un 
cercle  dont  le  rayon  est  Tunité.  Bien  entendu  que  si  H était  la  latitude 
de  l’extrémité  nord  de  M,  il  faudrait,  dans  la  dernière  formule  ci-des- 
sus, faire  négatif. 

•Si,  au  lieu  de  connaître  P,  on  connaissait  Tare  B d’un  degré  du  paral- 
lèle à la  même  latitude , il  est  facile  de  s’assurer  qu’on  aurait 


an  rosit  ...  . B ,, 

et  par  conséquent  --y.  = T 

H-r’sirtMI)" 


Nous  pouvons  actuellement  donner  à la  relation  (7)  une  forme  toute 

nouvelle;  il  siifiit  jKuir  cela  de  remplacer  M par  sa  valeur  (m),  et  de 

. P— M P— M »l  P— M . r . 

laire  attention  que  — p—  = — jj~  - jr  = — jj—  a 'ort  pp"  pr**»;  o" 

aura  en  consiiquence 

(</)  D=:-l^^H-|.y^tang’  Isinallcos’S-l-tang’Icos’lIsin’Sy 

189.  11  est  utile  de  connaître  en  général  la  diflérence  des  normales 
N , N'  correspondantes  aux  latitudes  II , H'.  Pour  l’avoir  en  série  déve- 
lopjiée  suivant  les  puissances  tle  H' — H = Ali , soit 

N'=/(AH), 

J étant  le  signe  d’une  fonction  quelconque;  on  aura , par  le  théorème 


(le  Maclaiiriu 


WVHE  TROISIEME. 
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N'=N  + 


AU-  AH‘ 

a.3 


les  valeurs  des  coefficients  dilTérentiels  ('■tant  prises  pour  le  point  où 
.MI  = O.  Or,  on  a 


V=(i|iH-|e’sin’ir-t-i.|e‘sin'll'-+- etc. . . .); 

et  si  Ton  fait  attention  qu’au  point  où  IT=;H,  on  a N'=  N , les  coeffi- 
cients dilTérentiels,  pris  dans  celte  liy|>othèse  , seront 


= rt  l^e’sinHcosH-l-^.  3e* sin* H cosH. , . |, 

(?ï^)  — l*’’  ‘•■os’ H — c’sin’II-fr.^Æ'sin’Hcos’H  — ^e*sin’Il. . . j. 

Mais  à cause  de  e’  = aa  — a’,  a étant  le  rapport  de  l’aplatissement  de 
la  Tbwwi  demi  gram)  axe,  il  s’ensuit  que  e’  (^t  de  Tordre  de  cet 
aplatissement,  comme  nous  Tavons  d(‘j«i  fait  observer  (art.  70 1.  Si  donc 
AH  est  de  cet  ordre,  et  qu’on  rejette  les  termes  siqtérieurs  au  troisième 
ordre,  on  aura  ..■> 

(n)  N'—  N =.^rte’sinaH.  (i-H  Ae’sin’ II ) AH  + i-fle*cosiH.  AH*, 

ou,  en  se  bornant  au  terme  du  sècond  ordre,  ainsi  que  cela  est  Souvent 
permis  dans  la  pratique 

t 

(„')  N'-N  = >p*AHsinaH. 


H est  à remarquer  que  quand  II'  < Il , la  dill'érence  AU  est  négative; 
ainsi,  pour  avoir  t'gard  à cette  circonstance,  il  faudrait,  dans  la  série  («), 
c.haitger  le  signe  des  termes  où  A H est  aifecté-e  d’une  puissance  impair» 

190.  Voiei  encore  quelques  conséquences  de  la  théorie  précédente. 
La  série  donnée  (art.  179)  pouvant  s’écrire  ainsi 

t — nf  ” /sinxU  . ,/."sin4H  T - 

- ^ ^ ^ **  ■ ■ ■ J' 
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lorsque  Q désigne  le  quart  du  méridien  ; on  a , en  fonction  de  l’apla- 
tissement et  en  s’arrêtant  aux  termes  du  second  ordre 

r U /3  3 ,\»inîH  i5  ,»in4H  "l 

par  conséquent  un  arc  de  méridien  quelconque , compris  entre  les  lati- 
tudes H , H',  est  exprimé  par 

A = Q [5^  - ^ (3a -H  I a>  ) sin ( H - H')  cos(H H') 

-t-  sin  a (H  — H')  cos  a (H  -1-  H')J. 

Pour  un  arc  D d’un  degré,  on  fera  H — H'=i®  ; et  si  l’on  part  de  cette 
hypothèse  que  Q = looooooo™  et 'a  = o,oo3a4 , que  de  plus  H > H'  ; 
on  aura 

D = 1 1 1 1 1 1"’,  n I - 54o“,848  cos(H  + H')  1‘“,097  cos  a ( H -t-  H') , 

tandis  que  pour  un  arc  G d’un  grade , on  aura 

G = 100000“  — cos  (H  -t-  H')  -t-  o“,g87  cos  a ( H -t-  H'). 

Un  arc  B de  parallèle,  dont  la  latitude  est  «j;  et  l’amplitude  exprimée 
en  degrés  est  U , a généralement  pour  expression 

„ airx.U  >r  ,,  cos{< 

B ^ U U i 1 \ 

36o-  iBo  (,_,Min'4,)î 

et  en  série 

B = Y^aücosijjj  n-^e*sin’ij(-hge*sin*tj/.  ..J, 
ou  en  fonction  de  l'aplatissement 

B = .^aUcosi(.|^i-t- j(aa  — a’;sin>i;«-1-|a’sin‘|. . .j; 
ainsi,  en  faisant  Ü = 1”,  on  aura  la  longueur  d’un  degré  de  longitude 
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à la  latitude  <{i;  ou  bien  en  reraplarant  1 8o“  par  aoü®  et  faisant  de  même 
U = i'',  on  aura  le  grade  de  longiuide. 

l.a  table  V,  extraite  tic  la  Base  du  syslèinv  mêtiique  décimal,  donne 
les  valeurs  des  arcs  de  méridien  et  de  parallèles , en  supposant  que  l’el- 
lipsoïde terrestre  a les  dimensions  ci-dessus  énoncées. 

f91.  La  recherche  des  dimensions  de  l’ellipsoïde  osculateur  de -ré- 
volution à la  surface  de  la  Terre  , en  un  point  dont  la  latitude  est 
exige  qu’on  ait  recours  à ses  deux  lignes  de  courbure  qui  sont  le  mé- 
ridien et  le  parallèle  en  ce  ]K>int,  parce  qu'elles  ofl'rent  deux  équations 
distinctes  entre,  le  demi  grand  axe.  et  le  carré  de  l’excentricité  7 deux 
princi|X)les  quantités  h déterminer.  En  effet,  l’arc  A de  méridien  a, 
tl’après  ce  qui  précède  , la  forme 


dans  laquelle  ^ ^ 

^ _ i i3f  ftinfCO»4> 

K ^ 7 ■ _ ■ • ■ ' " " * * 

4 ir  Ÿ 

^ ^ 3 t35  sinyco$0  3 i35  $1112700334» 

4“*"  n ' f 4‘  it  • ^ ^ ’ 

ainsi  qu’on  s* en  assurera  en  ordonnant  la  série  (M')de  l’art.  177’ suivant 
les  puissances  de  l’excentricité. 

L’arc  B de  parallèle  donne  lieu  à une  série  de  même  forme,  en  fai- 

B B'  * 

sant  — et  = A^;  puisqu'on  a 


Uco$^ 


lorsqu’on  fait 


R'=  — ^sin’ij'i  T'=  — ^sin’iji. 


Telles  sont  les  valeurs  analytiques  de  A'„  et  Aj,  qu’il  s’agit  de  combiner 
entre  elles  pour  en  obtenir  celle  de  e*.  Or,  en  les  divisant  l’une  par 
l’autre,  on  a sur-le-champ 

. A,  — H(A»T— A«T'j 

^ “AlRtllA.R' 


4 
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et  appdaut  el  la  valeur  approchée  de  e’,  qui  résulte  d’abord  de  la  siijv 
pression  du  terme  en  e‘,  il  vient , par  une  seconde  approximation, 

" , ^ A.:. -A.  _ , A^T-A^ 

a;R  — A.R'  ‘^Ai.R— A.R'‘ 

Mais,  vu  que  le  premier  terme  peut  toujours  suffire  , on  a définitive- 
ment 

, B. — A.coS'Ji 

et  même  assez  approximativement  , 

ï(B« — A.coS'^} 

- ^ B,(i — ism*j-*)-t-{A,cos{isin’ij>’ 

expression  dans  laquelle  -j'I’  = j(H  + H')>  Pt  qui  provient  des  valeurs 
de  A, A et  de  B„  réduites  au  même  degré  d'approximation.  Nous  ferons, 
par  la  suite,  une  application  numérique  de  cette  formule. 
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CHAPITUE  XV; 

^ • 

< • r ♦ ■’ 

FORMULES  l*OUB  BBXERMINER  LES  LATITUDES,  LONGITUDES  ET  AZIMUTS 
• DES  OBJETS  TERRESTRES,' 


192  Tous  h»s  sommets  ries  triangles  d’un  réseau  sont  tellement  liés 
entre  eux,  que  si  la  position  géographique  de  l’un  d’eux  était  connue, 
c’est-à-dire  sa  latitude  et  sa  longitude,  et  tpie  la  ligne  géodésitpie  qui 
joint  ce  sommet  à un  autre  du  ré-seau  liit  orientée,  la  position  gé-ogra- 
phique  de  tous  les  points  de  ce  réseau  et  les  azimuts  des  côtés  seraient 
«paiement  connus  Le  problème  à résoudre  en  ce  moment  est  donc  celui- 
ci  : La  latitude  et  la  longitude  du  point  M(  //g.  4o  i étant  données,  ainsi 
que  razimut  du  point  M'  sur  l’horizon  de  M,  trouver  tant  la  latitude  et 
la  longitude  de  ce  second  point,  que  razimut  de  M sur  l’horizon  de  M'. 

Avant  t]ue  les  méthodes  géodésiques  eussent  été  porté-es  au  rlegré  de 
perfection  où  elles  se  trouvent  maintenant,  les  géographes  résolvaient 
cette  rjuestion  par  la  Trigonométrie  sphérique  s<aileinent , en  prenant 
pour  rayon  de  la  Terre  celui  qui  résulte  du  degré  moyen  dans  la  ré- 
gion du  réseau.  On  conçoit  en  effet  que  si,  par  les  points  M,  M',  on 
mené  les  méridiensTM,  l’M',  lé  point  P sera  le  pôle  de  la  Terre,  et 
que  dans  le  triangle  sphérique  MM'P  l’on  connaîtra  l’angle  M'MP  ou  • 

razimut  de  M',  ainsi  que  deux  côtés,  savoir  : MM'  ou  un  côté  du  réseau 
évalué  en  secondes  (art.  130 J,  et  PM  ou  le  complément  de  la  latitude 
deM.  On  pourrait  donc,  par  les  Analogies  de  Néper,  déterminer  l’angle 
MM’P,  ou  l’azimut  du  point  M sdrrl’hofiran  d%  IVr,  l’angle  P ou  la  dif- 
férence des  méridiens,  enfin  le  «ôté  M'P  on  le  complément  de  la  lati- 
tude dé  M'i  mais  par  ce  moyen,  l’on  n’obtiendrait  pas  la  l^ttude  parti- 
culièrement avec  assez  de  précision.  Voici  une  aiitre ’métliode  qui  est 
de  beaucoup  préférable. 

44- • 
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rR>.iimie  soi.t'Tio!«. 


103.  1,’hypothcsp  (le  la  sphéricilt-  de  la  'J’erre  ne  pouvant  manquer 
de  simplillcr  la  quesliou , considérons  une  s|)hère  du  rayon  ('gai  à la 
normale  MN  au  point  .AI  donné  sur  la  Terre  elliptique,  et  les  arcs  de 
grand  cercle  pAI,  pM'  comme  les  méridiens  de  AI  et  de  AT  sur  la  sphère 
fictive;  puis  calculons  la  |>osition  géographicpie  du  point  AT,  en  résol- 
vant le  triangle  sphérique /lAlAT,  non  parles  forraulcîs  finies  de  l’art.  78, 
lesquelles  ne  donneraient  pas  assez  de  pn'-cision  dans  la  pratique,  à 
cause  de  la  petitesse  de  la  ligne  géodésiqiie  MAT,  mais  par  les  séries  de 
l’art.  98,  qui  ont  une  exactitude  indéfinie.  Ensuite,  nous  examinerons 
l’erreur  qui  résulte  de  notre  supposition. 

Soient  à cet  effet  H la  latitude  du  point  M;  H'  celle  du  jK>int  M';  P,  P' 
les  longitudi's  de  ces  mêmes  points,  ou  les  angles  AlPfl,  M'Pn;  enfin 
V'  les  inclinaisons  de  la  ligne  géodésique  AIAI'  = K,  ou  de  son 
prolongement  sur  les  méridiens  respectifs  pAI,  pAI'.  On  aura,  en 
trans|>ortant  cette  notation  dans  le  triangle  sphérique  .ABC,  résolu  à 
l’art.  9É,  et  en  désignant  par  u le  ccité  K rt'-duit  en  parties  du  rayon  ^ 

, (1=100*— H',  .A=V, 

b = I oo*  — H , B = aoo*  — V 
C = M,  C=P'-P. 

Telli^  seraient  les  valeurs  à introduire  dans  les  s*>ries  (111),  (1),  (11); 
mais  on  est  convenu,  dans  la  pratique,  de  compter  les  azimuts  et  les 
■ longyuiles,  l(»s  azimuts  surtout,  du  sud  à l’ouest,  et  depuis  o*  jus- 
V .,<jii’à. 4^*-  Soient  alors  Z Tazimut  de  M'  sur  l’horizon  de  M,  et  Z' 
fazimut^de,  AI  sur  l’horizon  de  AT,  l’un  et  l’autre  étant  comptés  à par- 

’ .•'tirAlu’sud';.' oi/.âura,  d’après  la  fis.  Ixo. 
y ^ y O 1 > 

> I...  -.■(■;•  V = aoo  — Z,  V'=4oo  — Z'; 

et  les  sériè.s  chécs  se  changeront  respectivement  en  et*  trois  autres, 

■:;,(n)  H'=H  — HCpsZ  — -J-n’sin  i"sin’ZtanglI, 

Ib)  P'=Ph j; i«’sm  l'siniZ.— 

' ' coiH  * rosit 

(c)  Z'=aoo‘-|-Z— usinZlanglI  + |«*sin  i*sinaZ(i  + atang''  II), 

en  supposant  d’ailleurs  l’arc  u réduit  en  secondes  (art.  91). 
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Il  ne  serait  pas  diilicile  de  prouver  en  outre  que 

"/'=:aoo*  + Z — «siiiZ  taii{;|{llH-H')4-  -Ju’sin  l'sinZcosZtang’  Il  ; 

niais  cette  formule  ne  serait  guère  plus  simple  à évaluer  que  la  préré  , 
dente,  à moins  qu’on  ne  jugeât  inutile  de  tenir  compte  du  troisième 
terme,  dans  un  calcul aprovisoire. 

[.a  première  formule  (rt),  bornée,  aux  termes  du  second  ordre, 
s'obtient  encore  plus  simplement  ainsi  qu'il  -suit.  -î 

D'abord  dans  le 'triangle  splièrique  />MM'  supposé  obtiisangle,  on 
a cette  relation  . •• 

sinll'  = sinll  cosn  — cos  11  sinu  cosZ, 

et  comme  la  latitude  II'  ne  diffère  de  II  que  d'une  petite  quantité,  suit 
alors  ir  = II  +x;  on  aura 

sin  (Tl  -t-x)  = sinll  cosn  — cosll  sinucosZ. 

D’un  autre  côté,  àcause  de  cosx=  i — — . . . , et  de  cos  u=i  — — 

3 3 

il  viendra , après  les  développements  nécessaires , 

X = — /<  cosZ  — i «’  tang  II  -t-  x’  tang  II  ; 

ainsi,  par  une  première  approximation,  .r  = — i/cosZ.  Mettant  alors 
cette  valeur  dans  Je  second  membre,  on  aura  plus  exactement 

X = — ;/  cosZ  — h’  sin’Z  tang  11 , 

et  enfin  la  valeur  de  H'=H  -t-x  sera  telle  que  l’indique  la  formule  m). 

Toutefois  cette  latitude’ II'  appliquée  au  point  M'  sur  Iç  sphéroïde 
terrestre,  serait  lia  peu  fautive,  car  la  véritable  latitude  de  ce  point 
est  l’angle  M'N'Q'  que  la  normale  M'N'  sur  l’ellipsoïde  de  lévoln- 
tion  fait  avec  le  plan  de  l’équateur  dont  la  trace,  sur  le  méridien  PE, 
est  la  droite  CE;  tandis  que  la  latitude  déterminée  par  la  formule  (a) 
est  représentée  par  l’angle ^ue  l’oblique  M'N  fait  avecNQ;  N'Q'  et 
NQ  étant  supposés  deux. plans  parallèles  à CE.  La  correction  de  lati- 
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tilde,  que  nous  désignerons  par  est  donc  l’angle  XM'N',  puisque 
dans  le  triangle  N'M'R  l’angle  extérieur  M'RQ'=U'  vaut  la  somme 
des  deux  intérieurs  opposés  KM'N',  M'N'.Q',  de  sorte  que 

, »'.sinPN'M' 

sin  6 = — 

^ Ts'yv 

\ A 

Mais  avant  de  rechercher  la  valeur  exacte  de  cet  angle,  nous  ferons 
remarquer  ipie  quand  la  ligne  {;éod('sique  K est  au  plus  d’un  demi- 
degré,  son  amplitude  H*  — Il  — rlH  sur  la  sphere  devient  AH  sur 
relhpsoide,  et  que  ces  deux  amplitudes  d’arcs  de  même  longueur 
étant  entre  elles  réciproquement  comme  leurs  rayons  de  courbure  N, 
|S  art.  170,,  ou  a cette  projKirtion 

AH  ; ffii  N : 5 ::  1 ; — L-nl_  , 

^ • 1 — «'sin'II 

d’ou  l’on  tire  à trés-jieu  près 

AH  = t/H  (i-t-  c’  cos’  H ’ , et  par  consi'qiient  = r/Hc’  cos’  H ; 
donc  enlin  la  latitude  H'  corrigée  est 

!.«'  H ' = H — («  cosZ-p-i  «’ sin  i"  sin’ Z fang  H i-l-e’ cos’ H , 
et  l'on  a en  secondes 

K (i  — e‘  sin*  H K 

n si«  I ' sin  I ■ , 


Les  lbrmul<*s  ihj,  <a)  ne  sont  pas  non  plus  celles  dont  on  fait  com- 
munément usage,  parce'qiie  quand  la  latitude  H 'est  connue  sur  le 
sphéroïde,  on  s’en  sert  pour  déterminer  P'  et  Z';  mais  il  faut,  dans 
ce  cas,  introduire  H'  dans  les  valeurs  de  ces  deux  inconnues  : or,  c’est 
à quoi  l’on  paweudra  tout  d’abord;  car  d’une  part,  le  triangle  sphé- 
rique pMM'  donnant 


sin  < P 


Pl  = 


sin  II  siu  Z 
cosir  ’ 


on  a , à cause  de  la  petitese  de  « , 


P' 


= P + 


U sin  Z ^ 

eus  H'  ’ 
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d’autre  part , 'dans  le  même  triangle,  l’on  a , en  vertu  de  l’art.  78, 

tang  i (M  + M'  ) = cot i ( P'  - P)  ! 


et  puisque  cot  = tang~*  P***^**  écrire 

< . r>/  »»\ sin4(H -f' 

coti(M  4-  M')  = tangi  :P  - P) 

. ' = tang 

mais  i' — i(M-t-AI')  et  P'  — P étant  toujours  des  angles  très-petits, 
on  a simplement , à cause  de  M -t-  M'  = Z'  — Z , 

(c')  z’=aoo»+z-'P'-p 


Il  est  évident  que  ces  formules  n’éprouveraient  aucun  changement 
dans  les  signes  de  leurs  termes,  si  l^do  voulait  compter  les  azimuts  et 
les  longitudes  du  sud  k l’est;  et  que  si  l’on  Ji^en  tenait  seulement  à la 
convention  reçue  pour  les  azimuts , il  faudrait  affeCftr  du  signe  positif 
les  longitudes  occidentales,  et  du  signe  négatif  les  longitudes  orien- 
tales. 

194.  Nous  avons  fait  tout  à l’heure,  à la  formule  de  latitude,  la 
corrèction  dépendante  de  l’excentricité  des  méridiens  terrestres.  Quant 
aux 'formules  de  longitude  et  d’azimut , désignées  par  {h')  et  (c'),  elles 
s’emploient  sans  mcKlification , parce  que  l’aberration  de  sphéricité  n’a 
sur  elles  aucune  influence  sensible.  On  voit  en  effet,  que  l’angle  MpM' 
des  deux  méridiens  sphériques  est  le  même  que  celui  des  deux  méri- 
diens elliptiques  PM,  PM'.  Mais  de  combien  l’azimut  pM'M,  sur  la 
Terre  sphérique,  c’est-à-dire  l’angle  des  deux  plans  pM'N,  MM'N, 
diffère-t-il  de  l’azimut  PM'M,  sur  la  Terre  elliptique,  c’est-à-dire  de 
l’angle  dièdre  PN'M'M?  C'est  ce  qu’il  faut  chercher.  ' ■ 

Si  Ton  considère  le  point  M'  (,/îg.  4i)  comme  le  centre  d’une  sphère, 
sa  surface  sera  coupée  par  les  trois  plans  MM'N,  N'M'N,  MM'N',  sui- 
vant le  triangle  sphérique  flNi»:  or,  dans  cé  triangle,  on  connaît  l’angle 
aNnt  : c’est  l’azimut  calculé.  On  connaît  en  outre  Tare  Nm  ou  J’angle 
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N'.M'N  = ({/,  qui  est  la  correction  tic  latitude;  et  à cause  de  l'angle 
MNM'  = U,  on  a,  en  considérant  le  triangle  .MM'N  comme  isoscele, 

arc  flN  = I’  — donc  si  | dt*signe  la  correction  d’azimut,  et  r, 

razimul  vrai  compté  du  nord , on  aura  z,  — £ = aSin  = azimut  ap- 
(troclié  z'  compté  de  même.  11  résulte  de  là  que  dans  le  triangle  sphé- 
rique a'Sm,  on  connaît  deux  côtés  et  l’angle  compris,  et  qu’il  s’agit 
de  déteriiiiner  l’angle  ou  razimut  vrai  m'am  ■ — z,.  Or,  N/«  = (|<  étant 
tia^petit,  la  solution  de  ce  problème  sc  trouve  dans  la  formule  'c) 
ci-dessus.  On  a donc,,  à cause  de  mlia  = z’  compté  du  nord, 

r,  = r'  -t-  Ç)  sin  z'  tang  ^ -H  ...  ; 

d’adleurs  sj/  = c’  AH  cos’  11  = e’«  cos  Z cos’  H;  il  en  résulte 

z,  = z’  + e’«  sin  î'cosZ  cos’  H tang  ~ ; 

ou  enfin,  parce  que  u est  un  très  petit  arc , et  que  Z et  r'  different  peu 
l’un  de  l’antre, 

z,  z=  z'  -h  .1  e’«  sin  aZ  cos’  H tang  u. 

I.a  correction  d’azimut , représentée  par  le  terme 
{ e’  U tang  « sin  aZ  cos’  H, 

et  qui  se  trduve  du  troisième  ordre,  peut  donc  toujours  se  négliger. 

DEÜXlkME  SOLUTIOS. 

Quoique  les  démonstrations  des  formules  précédentes  soient 
tres-élémentaires,  cependant  ceux  qui  connaissent  le  Calcul  différentiel 
préféreront  sans  doute  la  méthorle  suivante,  à cause  de  son  élégance 
et  de  sa  généi  alité , et  parce  qu’elle  conduit  plus  rapidement  aux  mêmes 
résultats. 

Conservons  d’abord  la  notation  précédente,  puis  considérons  PA 
(Jig.  comme  le.  premier  méridien,  et  AM'  comme  un  grand  cercle 
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dont  la  partie  AM  = s soit  constante  de  direction , mais  variable  de  gran- 
deur, et  dont  l’autre  partie  MM'  = K représente  un  côté  de  triangle. 
Cela  posé,  si  l’on  mène  les  autres  méridiens  PM,  PM'  ayant  respec- 
tivement H,  H'  pour  latitude,  et  P,  P'  pour  longitude;  que  de  plus 
V,  V'  soient  les  angles  PMM',  PM'M",  ou  les  azimuts  de  R et  de  son 
prolongement  (^comptés  du  nord;  on  aura  généralement 

Il  =/(,),  Pc=/(s),  V=/W; 


la  lettre  _/  étant  le  signe  d’une  fonction  indéterminée.  En  supposant 
donc  que'j  reçoive  un  accroissement  K,  on  aura,  en  vertu  du  théo- 
• rème  de  Taylor,  » 


tv. 

'm 


H'  = II  -h  ^ K -t-  i ^ R’ 

" tis  ‘ as* 


P'  = P 4-  R 

dt 
dV 


rfj* 

— 

dl' 

rf’V 


R 


t ds^ 

I rf>P 

ï . 3 rfj* 


a. 3 ds^ 


R> 


■’TV'  = V-4-^i  K + X-^R 


-L 

a .3  «t.» 


L 


Maintenant,  pour  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  différen- 
tiels, formons  le  triangle  sphérique  différentiel' APR,  dans  lequel 
.AR  = ds,  l’angie  APR  = <fP  et  Tangle  extérieur  PRM'  — V 4-  d\  ; 
ce  triangle  offrira  évidemment  ces  relations  : 

• sinrfP  »in(V-|-rfV) 

UQ  ds  cos  H ’ 

sin  ( V -I-  rfV  ) sin  V 

cos  H cos  ( H -f-  ) ' 


sin  (H  -+-  t/H)  = sin  H cos  ds  4-  cos  H sin  ds  cos  V , 


puisque  AP  = loo*  — H , RP  = loo*  —(H  4-  rfH).  Si  l’on  chasse  les 
dénominateurs , qu’on  développe , enfin  qu’on  réduise  conformément 
à la  doctrine  des  infiniuient  petits,  on  obtiendra  sans  peine  i 

dV  'sinV  ‘ vsrt  ^ 

Jg- = ‘«*>gVtangH,  -^=cosV, 

-45 
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dV  ■ tr  . Il 

^ = sin  V tangH. 


Les  trois  coefficients  difTérentiels  de  premier  ordre  étant  connus, 
l’on  passe  sans  difficulté  à ceux  dc-s  ordres  supérieurs,  en  regardant 
seulement  (is  comme  constant;  et  tout  calcul  fait  on  a,  y compris  les 
coefficients  du  premier  ordre. 


(^)  (î^i)  = -sin>VtangH, 

(^)  = — 3sin»VcosV^j-t-tangMI^; 


sin  V 

A/*  P'  \ 

) 

cosH  ’ 

sin  0l\  lang  H 
cos  II  ’ 


/d^P'\  2»inVros*V,  , 6sin  V /i  ,u\- 

(^)  = cos  H - ainf  (s  ‘«"S  »)  î 


=sinVtaiigII,  ^ sin  aV(atang’ Il -H  i) 

('^)  = - 6siu*  V UngH  Q i tang*  h) 


-t-6sinVcos’  VtangIl(J  + tang’  H) 
= 0sinV cos’  VtangH(i  -+-|tang’  H . 
— 6 sin  V tang  H (i  -t- 1 tang’  H ). 


Si  l’on  s’arrête  aux  quantités  du  second  ordre,  et  que  l’on  compte  les 
longitudes  et  les  azimuts  du  sud  à l’ouest,  ce  qui  exige  que  Ton  fasse 
V = aoo  — Z , et  V'  = 4oo  — Z',  on  retombera  précisément  sur  les  séries 
(a),  [b),  (c),  en  supjiosant  d’ailleurs  K n'xluit  en  secondes  et  repré- 
senté ])ar  U. 

Pour  faire  à la  première  de  ces  formules  la  correction  due  à l’ellip- 
ticité de  la  Terre,  nous  nous  appuierons  encore  sur  ce  principe,  savoir: 
que  les  arcs  de  même  étendue  sont  en  raison  inverse  de  leurs  rayons; 
mais  au  lieu  de  prendre  le  rayon  de  courbure  du  méridien  elliptique 
à la  latitude  H de  départ,  nous  considérerons,  pour  plus  de  précision. 
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celui  qui  répond  à la  latitude  moyenne  + H').  Ainsi,  en  nommant  K 

ce  rayon,  et  appelant  d\l  la  différence  de  latitude  sur  la  sphère,  AH 
la  différence  de  latitude  des  mêmes  points  sur  l’ellipsoide,  on  aura 


N A II  N 

R=rfû'  = 


c’est-à-dire  qu’il  faudra  multiplier  par  la  valeur  approchée  de  H'  — H 

que  donne  sur  la  sphère  la  première  série  (A) , pour  avoir  cette  dillé- 
rencc  exactement  sur  l'ellipsoïde  de  révolution.  On  a donc  en  défini- 
tive , et  en  secondes  de  degré , 

„ K.co»Z  N , K'sin'Z  . „ N \ 

H — H=— — J.  - — A — r,  tanc  H.  - 1 

Rsmi  R ’ ^‘»lnl  ® ( 1' 

I K’  sin"  Z COJ  Z , . O , ^ l 

et  il  suffira  de  connaître  approximativement  H'  comme  dans  la  première 
solution  (art.  précédent),  pour  déterminer  R. 

Procédons  maintenant  au  développement  en  série  du  rapport  ^ . 
D’abord  on  a 


N = 


— =a(H-|c’  sin*  H + |e‘  sin’H...), 


"(i  — e'sin’  H)> 
et  si  l’on  fait  | (H -t-  H')  = H -t-  ti/H  = Ç,  on  aura 

ay;)»  ^ ^ (n.e*q-c*-|e*sin*Ç— fe*sin»Ç-t-fe*sin‘Ç). 
R à(i  — e»)  o'  * ^ 

t * 

Multipliant  ces  deux  séries  l’une  par  l’autre,  changeant  les  sinus  en 
cosinus,  et  faisant  attêntion  que  sin*  Ç = sin*  H — rfH  sin  R cos  II , on 
aura,  toutes  réductions  faites, 

, e î ' 

^ = I -4-  e*  C06*  H -\-e* cos’  H*—  |e*  d\\ sin  H cos  • 

Ri  - 

ou  mettant  pour  sa  valeur  approctiée  ^ cos  Z,  on  aura  en6n 


X- 


=ii1^iAcM*H-|-e*^*H-4-|e*^co8ZsinHcosH. 

45.. 
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La  correction  à appliquer  à la  latitude  H'  calculée  sur  la  sphère , et 
que  nous  avons  désignée  par  iji  (art.  précédent),  est  donc 

(},  = cos’  Il  + e'  cos’  H -t-  | e’  ^ cos  Z sin  ffll , 

et  elle  sera  donnée  en  secondes  si  e/Il  est  exprimé  en  mêmes  unités. 

lyorsque  nousexposeronsau  chapitre  l"  du  sixième  livre  les  principes 
de  la  trigonométrie  sphéroidique,  nous  ferons  voir  comment  on  arrive 
à ces  derniers  nsultats  par  la  considération  des  propriétés  de  la  ligne 
de  plus  courte  distance,  résultats  qui  dépassent  sans  doute  les  besoins 
ordinaires.  Toutefois  lorsque  les  triangles  destinés  à la  mesure  précise 
d’un  arc  de  méridien  sont  de  la  grandeur  de  celui  qui  a été  mesuré  en 
Espagne  art.  154),  il  importe  de  calculer  les  différences  de  lahtudc  par 
la  série  (A')  précédente,  prolongée  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre 
inclusivement,  et  d'y  appliquer  la  correction  que  nous  venons  de 
trouver,  comme  on  le  verra  par  la  suite. 

196.  La  méthode  précédente,  par  laquelle  on  détermine  les  po- 
sitions géographiques  des  sommets  des  triangles , à l’aide  des  distances 
obliques,  avait  été  proposée,  dès  1787,  par  Legendre,  dans  un  Mé- 
moire sur  les  opérations  géodésiques,  imprimé  parmi  ceux  de  l’.Aca- 
démie  des  Sciences  ; et  c’est  celle  que  Delambre  a principalement  adop- 
tée, à l’occasion  de  la  nouvelle  mesure  d’un  arc  du  méridien.  Legendre, 
considérant  en  outre  le  cas  où  la  ligne  gé.odésique  est  perpendiculaire, 
a donné  des  formules  qui  dérivent  des  séries  (A),  en  y supposant 
V =r  loo*,  comptant  les  azimuts  du  nord , et  faisant  V'  = aoo*  — î'. 

La  ])remièrc  hypothèse  introduite  dans  les  coefBcients  différentiels, 
donnant 


=-tangIl(ataiig’H-t-i); 


'rf'H'X  atacg'H 

» [-jjr)  - - - œslT’ 
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les  séries  dont  il  s’agit  se  réduisent  aux  suivantes  ; 

H' = H — ^K’.tangH, 

P'  =P 

COS  H 3 cos  H 

z'  = loo*  — K tang  H + 5 K’  tang  H (ÿ  -t-  tang’  H') 

= too*  — K tang  H'—  | K*  tang  II'(i  + ^ tang’  H'). 

Mais  H'  n’étant  que  la  latitude  approchée  du  point  M',  il  faut , d’apres 
ce  qui  a été  dit  précédemment,  avoir  égard  au  terme  dépendant  de 
l’aplatissement  de  la  Terre.  Alors  si , pour  indiquer  que  la  ligne  géo- 
désique  K.  est  perpendiculaire  au  méridien  de  M,  on  la  désigne  par 
J,  et  qu’on  la  divise  par  N pour  la  ramener  à une  sphère  du  rayon 
pris  pour  unité,  on  aura  dchnitivement  en  secondes 


(«*) 

réciproquement 

(«.) 

puis  longitude 


n,  = H _lÇî?."JÏÏ(n-e»cos’H); 

i N* uni  ' ' ’ 


H = H, ( I +e’cos’H.); 

' a H*  Mil  ! ' 


azimut 


(b-)  P'  = P + ^.i„  (i  - iÇ  tang’  H ), 

(A«)  P ssP  h* 

*'■*4  ■ . 

(C-)  = ,oo<  - + tang-  h); 

OU,  si  l’on  connaît  seulement  H, , * v 

• J 

(cj  at=roo*-jj^.  tangH,  - i tang  H , ( i tang’ 

Enfin  d«s  (6'  ) et  (c*  ) on  tire  sans  difficulté  cntte-relation 

(d'>  (P'  -jUn^einH  = ioo»’t-  z’  tang’  H, 
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laquelle  est,  comme  on  voit,  presque  îndépendaBte  de  l’aplatissement 
terrestre. 

Ces  formules  n’cxigeiit  que  la  recherche  d’un  très-petit  nombre  de 
logarithmes,  et  elles  ont  toutes  des  éléments  communs  qui  en  rendent  le 
calcul  très-rapide.  Elles  servent  surtout  lorstpie  les  sommets  des  trian- 
gles sont  connus  par  leurs  distances  à une  méridienne  et  à sa  perpendi- 
cuLaire  art.  1C3)  ; et  comme  elles  dépendent  de  la  latitude  H du  pied 
de  la  perpendiculaire  J",  latitude  qui  le  plus  souvent  n’est  pas  donnée 
iininédiateinent,  il  est  nécessaire  de  résoudre  d’abord  cette  question: 

Connaissant  la  distance  x du  pied  M de  la  perpendiculaire  y au 
point  principal  du  réseau  trigonométrique  dont  la  latitude  connue  est 
II,  trouver  la  latitude  de  M. 

Or,  on  a par  l’art.  18S 


AH  = H 


3 / \ »in  îA  X* 

4 \i  —e>)  sin  ’ 


P et  (s'  désignant  les  rayons  de  courbure  du  méridien  et  de  l'arc  per- 
pendiculaire à l'origine  de  x;  c’est-à-dire  que 


a I I — r‘)  . a 

.--  4.  9- i 

(1  — f*  sin’  A ; * (1  — r*  sin  * A)* 


X doit  être  pris  positivement  ou  négativement,  selon  que  cet  arc  se  trouve 
au  nord  ou  au  sud  du  lieu  principal.  On  peut  presque  toujours,  dans 

la  pratique,  se  contenter  du  terme  d’ailleurs  il  est  aisé  de  cal- 

culer le  second  terme,  en  faisant  usage  des  valeurs  numériques  don- 
nées dans  l’art.  181  ; et  il  y a cela  de  remarquable,  que  les  coeflicients 
de  X et  X*  sont  constants  pour  toute  l’étendue  de  la  carte. 

'.Au  surplus,  les  formules  [a'),  [h'),  (c')  étant  générales,  on  pourra  les 
appliquer  encore  dans  cette  circonstance , en  regardant  les  coordonnées 
rectangulaires  comme  deux  lignes  géodésiques  consécutives  R,  K'- 
l’une  X ou  R avant  pour  azimut  Z = o,  ou  Z=  aoo*,  selon  que  cette 
abscisse  s’étendra  vers  le  sud  ou  vers  le  nord  ; l’autre ou  K' ayant 
imur  azimut  Z=  100*  ou  Z = 3oo«,  selon  que  cette  ordonnée  sera  à 
l’occident  ou  à l’orient  du  lieu  principal  du  canevas  trigonométrique. 
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Cepeodant  si  l'abscisse  x était  de  plus  d’un  degré  sexagésimal,  il  fau- 
drait en  déterminer  l’amplitude  par  la  série  (II)  de  l’art.  18 j,  prolon- 
gée jusqu’aux  termes  dn  3*  ordre.'  ^ è y < • 

197.  Si  l'on  désigne  toujours  par  h la  latitude  du  lieu  central  d'une 
carte,  par  II,  H'  les  latitudes  respectives  du  pied  et  de  l’extréniilé  de 
la  perpendiculaire  j-,  par  JP  la  différence  de  longitiide^de  ces  points, 
on  aura  ensuite  • ' 

n = A -t-  AA , tang  P = , 

amplitude  en  degrés,  j, 


et 


. « = •+•  i ■"  sin*H  (art.  188  ); 

»r  p'  * it  P*  ' 


sin  (H  — H')  = sinll  sin  « tang  - (i  + e’  cos’  H ■+■ 


J*'. 


V. 

■). 


sin(H  — H')  = sin  H' tang  U tang  -(i-4-e’cos’  H'-t-. . .); 


en  vertu  des  art.  62  et  19o. 

Ces  dernières  formules  ne  dépendant  pas  de  la'  petitesse  de  u , doi- 
vent, pour  cette  raison,  être  siibstitiu'es  à celles  de  l’art.  |96,  lorsque 
les  points  de  la  carte  sont  très-éloignés  du  méridien  principal.  Mais, 
comme  les  positions  géographiques  des  sommets  d’un  réseau  se  cal- 
culent plus  aisément  et  avec  plus  d’exactitude  par  la  méthode  des  dis- 
tances obliques  (art.  19o),  nous  ne  prolongerons  jras  plus  loin  nos 
remarques  ace  sujet. 


^ Applications  numériques. 

198.  Dans  Ift dessein  d’abréger  le  calcul  des  form^ules  précédentes, 
nous  avons  construit  la  table  IV,  pour  l’aplatis^ment  o,oo3a4,  et 
poiA  le  quart  du  méridien  de  10000724'"*"*';  ce  sont,  en  effet,  les 
deuxtiéo^nts  fondamentaux  qui  furent  adoptés  en  1817,  au  Dépôt  de 
la  Guerq^jwur  les^calculs  de  tous  les  points  trigonoipétriques  de  la 
. V- 
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nouvelle  carte  de  France  (art.  181).  Nous  aurons  recours  à cette  table 
pour  résoudre  la  question  suivante. 

latitude  du  Panüiéon , à Paris,  déduite  de  celle  de.  l’Observatoire 
royal , est,  scion  les  opérations  de  la  carte  de  France , K=54*,a742i55; 
sa  longitude  orientale,  comptée  du  même  Observatoire,  est.... 
P = — o”,oio6,8i  ; le  log.  de  la  distance,  en  mètres,  du  Panthéon  au 
clocher  de  la  paroisse  de  Dammartin  , est  log  K.  = 4>S3497i> 
(art.  150);  enfin  Fazimut  de  cette  distance  sur  l’horizon  du  Pan- 
théon est  Z = a5i°,4oo3  compté  du  sud  à l’ouest;  on  demande  la 
latitude  H'  et  la  longitude  P’  de  Dammartin , ainsi  que  l’azimut  Z'  du 
Panthéon  sur  l’horizon  de  cette  ville,  {l'njez  PL  IX.) 


Calcul  de  la  latitude  (formule  rt'). 
En  écrivant  cette  formule  ainsi, 

II'  = Il  — AKcosZ  - BR>  sin>Z, 


A = 


I -I-f*  roj  ’U 


I -t-  r’  C05’  Il 


>■  sin 


B = ..-.itangll; 

I ’ N*»mi  * ® ’ 


et  en  faisant 


P — ' T = ' 

> »in  I 1 -t-  f • i-os ■ Il  ’ 


(N  étant  la  normale  au  Panthéon),  les  logarithmes  de  ces  quatre  fac- 
teurs et  de  cette  normale , qui  ont  pour  argument  la  latitude  H,  seront 
donnés  par  la  table  IV;  en  sorte  que  les  calculs  de  la  position  géogra- 
phique de  Dammartin  se  réduiront  à ce  qui  suit. 


log  K = 4.5a497i  I 
1.  cos  Z = 9.8397186  — 

log  j:  = 4.3046897 — 
(Tab.  IV)  log  A = 8.9996822- 

1.  1”  terme  = 3.3643719-1- 

i"  terme 
2'  terme 

A H- 


■+■  23i4',o5 

5,24 

■ = 23o8  ,8 1 . 


log  K = 4- 524971  ‘ 

I.  sin  Z = 9-8588310— 

log_7'  = 4-3838o2  I — 

2 logj' = 8.76760 
(Tab.)  log  B = 1.95167  — 

log  2' terme  = 0.71927  — 

Il  = 54‘,a742»55 
. . . . -P  23o8,8i 

latitude  H'=  54  ,5o5i,36 
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Nota.  I.«s  iog  Æ'  el  log  sont  ceux  des  distances  à la  |ierpendini- 
laire  et  à la  méritlieiiiie  du  Panthéon  ; ainsi  la  position  de  Dammavtiii 
est  parfaitemen  conmtc  par  ce  premier  calcul , pnisqu'ûn  a 

r» 

* _ . aî=  — a3t57",4  nord, 

> . J = — a4i99  ,3  est. 

' . ' Calcul  lie  la  longitude  (fornmle  //).  - ' 

^ V • • ' : 

(Table  IV  i log  F = 8.9984669 
( ci-dessus  ) log  ^ =*  4 • 3838oa  i — ' 

c.' log  ir  = 0.1835335  P = — o‘,oio6',8i 

log  AP  = 3.5658oa5— , AP  = — o ,3679  ,61 
^ ' Longihide  P'  = — o ,8786 ,4a  orientale. 

■ . _ Calcul  de  l’azûnut  (formule  c'). 


Z'  — aoo'  + Z — AP 


»in  î (U  -t-  H') 


(ci-dessus;  log  At*  = 3.5658oa5-(-  ’ • 

log  sin  A I H + II')  = 9.8774549 

c.  log  cos  ï ( Il  — H')  = 0.0000007  aoo  Z = * 5i 


‘,4oo3,c 


log  AZ  = 3.443a58j+  * AZ  =^^+*1^0  vj?74>96 


81+  * AZ=^ 
Z'  = 


'=  lè.'  ’®7;77>9fi. 

Ces  calculssdoiineiu  les  correctidns  en  secoifdüs  centésimales;  si 
rotV  voulait  1^  avoir  en  secondes  sexagésimales,  U faudrait  ajouter 
aux  log.  des  facteurs  A,  B,  F,  le  log.  9.5  io545o,  et  convertir  en  grade.s 
rargçinent  de  cette,  table.  Enûu  le  logarithme  du-  rayou  de  coiirhure 
du  inéridieii,  à une  latitude  donnée,  se” troilvetà  péit  la  même  table,- 
eu  faisant  .âatf^^iain  JM  lie  log  p =;  3 log  6.3879504  , d’après 
l’art.  183.  ^ ^ 

, Ja  correction  d’azimiU  AZ,  qu'oii 
If  46^ 


iioimiir 


‘aussi  convergence  des  méridiens , est  positive',  parce  qtfoii  :i  pris  il’ 
avec  III»  contraire,  ainsique  l’etiçe  la  forniirfcq  et  l'on^  a rfffclé 


<le  la  sooiuie,  n»l  circonférence  entière. 

C’est  ainsi  qu’en  allant  d'un  somniel  de  triangle  à un  autre,  un  par- 
vient k déterminer  gùodésiqueliient  leurs  pasitions  géognipliiqiies,  et 
à ratemlier  sur  des  points  déjà  calculés;  ce  qni'sert-dc  vériticatiun. 

exemple,  pour  avoir  la  |H>sition  géographique  de  S.aint-Martiii' 
du-Tertre,  qui  est  aussi  un  des  suuimel.s  du  triangle  ri'-solu  (art.  lüO  . 
partons  encore  dn  l’.'mthéoii  où  l’augle  spitérique  compris  entre  Sauit- 
Marliu  et  Damiuartin  l'st  de  5i*.5a79,a;  l'azinuit  de  premier  objet  sera 
évidemment,  d’après  ce  qui  précède,  * 


AIl»=-t-  3934,711  AP=-h  11,93  AZ  = — 6,7 

lat.  II'  = 54  ,5667,33;  long.  F=  —0,0097,88;  aziin.  Z'=399,87i7,i 


Martin,  et  la  troisième  valeur  est  raziimit  du  l’anthé-oii  sur  l'borizon 
du  même  lieu. 

^ £n(iu  partons  de  Dauiinartiii  pour  relrouver  la  latitude  Ct  la  longi- 
tude de  Saint-Martin.  D'abord,  sî ^ l'asimut  dh  Panthéon , trouvé 
lie  5i*,6777,96,  on  ajoute  l’angle  sphérique  compris  entge  ce  monu- 
ment et  Saint-Martin,  sav«nii'.6.4^3 137,4,  on  aura  ^Z  = rt5*,99o5,36; 
et  à cause  de  log  K = 4,3983 1 7 r,  il  viendra , en  |>renant  dans  la 


Z = aSi'^dou-l — 5i*,5a79,a  = i99*,8-s3,8;  ’ 
et  l’on  trouvera,  en  opérant  comme  ci-dessus,  ‘ 

H = 54“>374'-i,.55  P=  — o“,oioC,8i,  300+Z=.399‘, 8733,8 


Les-deux  premières  valeurs  sont  la  latitude  et  la  loiigHiide  de  Saint- 


IL  = 54‘,5o5,,4  H=-Ô*,^7è6^\’ 

All=-(-  61 5,^  A P ,3688,5  ^ 

H'  = 54  ,566t'3  ■■  P'  = - O ,0097,9  ' 


Ainsi  CCS  deux  résultats  sont  les  tnêniei  que  ci-dessus. 


Dans  tous  les  calculs  de  ce  genre,  ce  sont  les  uugles  s|ihérique8  qui 


f 
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Qoneoiirpiu  avec  un  a»imit  primitff  à foniwr  le»  ariimits  des  objets 
observas  d'un  mérae  tien  ; or^il  arrive  sofrvent  que  la  soniiiie  des  an- 
gles qui  fornieat  un  toiu  (i'Iiorizoa  dilTère  quelques  secondes  de 
quatre  Snglas  droits,  er^lorsoii  c6n<;o,itque  les  azimuts  Z de  départ , 
introdiiiu  dans  le'calad  des  cnçrdonnées  géod^iques,  .devraient  à i> 
rigueur,  être  corrigés  pru|Hirtiuniiellenient  de  rerreuc.donl  il  s’agit. 
Mais,  vrai  dira,  cette  corix;dtioa.t!St  généralement  trop  ininiiqe  pour 
qu’il  snii..néces.<éire  d’y  aVoir  égard  en  géographie.  / 'liyes.  d’ailleure 
dans  Xa^oavelle  Bescription  gœindlriquê-  de  la  Frarwe,  tom.  I", 

^ p.  65^1^  Ote  que  nous  avons  donnée  ù Ce  sujet.  « 

199'  Calcnlons  maintenant  la  difiérence  des  latitudes  des  stations 
de  UesieMo  et  de  Mongo  ^ut.  à l'aide  des  éléments  sui vantai 

Latitude  de  Desierto.' 11=  44*>34<>a,79  = 4o“  S'jo",5 

4ztiiiut  de  Mongo,  sur  l’iio-  . » ^ 

rkon  de  Desierto,  compté 

du  and -h  l’ouest ’ Z = JqO  ,3^44t7«  = 356.43.4o  ,9 

lo^.  de  I»  distance  de  ces  '*■ 

deiis  stations.  ......  ...  logK  = 5.i5a*9o63. 

Commu*cette  distance  est  considérable,  on  déterminera  d’abord' 
.ipproxitinitivemqnt  la- latitude  II'  de  MosgiV,  au  inoyeir  de  cetttf 
■■i^pRssinii  ■'  ^ a ^ 

H^=  H.  - = U - K*.  cosZ, -,  . ^ - 

. O,.'  5?""  ,•  ^ 

et  I*hn  anra  .d  '*  ■ 

(table  tV^i  légl^iîfc  9.0003»:-  • • 

1o^R  = 5.i5a9i  V 

^ 1,  cos  Z = 9j»99^  H=  44%54,  ^ 

logo'n  = 4-i^^a,  o'H  = — I ^a4<>' 

, latit.  appr.  H' = 43, ta 

• De  là,  latifagde  moy  ‘■ü'Î^KHVn'^43',83. 

Cette  l.irttuile  ,et  c^le  U de  dé^àfl  saront  l«g  imitveaux  argiimenlh 
ddlaaaliludnutil’s’agÜi  pour  d^fcmiiner^les  logàritlimes  de  R et  de  N, 

V - ■ 46..  ‘ 


:î64  tbaité  de  géodésie.  . 

qui  .sont  oiisai  des  éléments  de  la  foriuiilc 


. ...  ™ RfO«Z  , K*  sin’Z 

( M H - H = - - “"S  ’• 


K^sin*2cos/  , 


démontrée  ( art.  Cette  opération  préliminaire  donnera  ‘ 


<•  •”.g |é.^.É.8c>35ooa ^ log  N = e.So,*»  1 987  , 

5»  ^ SfW  • 

Iniisfimeii  apitelaiiSI^  la  iiunuale  correspoiidanle  à la  latitude  movemie 

V_.e.  Vüst»  ' ^ 6 = 3 log  + 6. 3879804  ; - ' 

f»  ■ ■ 


apn^lguoi  U s’eflèctuera  ainsi  qii  il  suit. 

■9  1:  cos  Z = o.Qiiciaoi  < -|ï’ 


c.  log  R =.  3. 1 964998 
c.  sinT  = 5.8Ô3880I 
logi"tcrme.  4-t5a5767  — 


a'  teimv- 

a log  K = o,3o58i  — 
log  i = 9 119897  ' 

I.  sin’  Z = 7.81290 
1.  tatig  H = 9.92814 
c.  log  N = 3. 19480  • 
c.  log  R sin  i"  = 9.ooo38 
log  a'  terme.  9.G3800  — 

4*  terme  , 

log  3'  terme  = 7.88273  -+■' 
^ log.  3 = 0.47712 
2 log.  taug  II  = 9.88028 

log  4*  lot^ne  7.91013  ■+■ 


• 3*  tjrroc.  * 

terme  = 4- 1 5287  + 
logi  = 9-2a.'85 
2 log  K = o.SoStfi 
2 c.  log  N = 6.38960 
1.  sin’  Z = 7.81290 

log  .3"  terme  7.88273  + 

/ 1"  tenue  — i*,4209’,433 

2'  terme  — o ,434 

3''  terme  -H  o ,oo4 

•-  4'  terme  + o ,008 

différence  de  latitude  cherchée  AH  = 1 ,4209,888. 

Ainsi  la  latitude  de  Moiigo  lI'=H^-AJI=43“,It-y2  ,94=33‘'48a^  fi- 
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Notez  bien  que  In  iorniule  pri^étierile  pniivant  s’écrire  ainsi  (|u’iUnil: 


..  KcosZ  ,K*an‘A*  ^ Il  . „ 

(A  ) H — H= — — . — — -îirïr-. — Uoi;  H|  I*— T — ■ **'•  I — •lltangHsini  ), 

’ . . Rjini  ,'RRuiii'  , \ 'laiigH  / 


en  y 4é>ignant  la  »li8&iil^Boe  cl» laliliide  approchée  ]>ar  dH  exprimre 
en  secondes,  le  éalcul'%éft|iti‘édnit  à deux  terme»,  à l’aide^d’une  p*'lite 
table  à <louble  entrée  qiif  donnerait  ie  log  du  facteur  trinôme 


» ' 


1 — 7— d H tang  H sin  if  — 


'*  (aqg  U -,  ^ 

Il  • ' / • 

Dans  l'exenijile  actuel,'  lep- arguments  de  cette  IjbleÆeraient  «JH 

et  H.  e;Vn  aurait  • , 4.,,  1"  ■ 

SV  • 9-0^7  4^  -9^ 

log.  a'  terg^  cisdeaetis  9.63800:' — 

* " y 

T'» 


log.  a'  terme  corrigé  9.6a583  = — 


o%4î3r 


i"  terme  — r^aog 


Ail  = — i,4a 


On  verra  bient|ùl  un  autre  moyen  d’efféctuer  ce  colciif  saiis^ petite  ^ 
table  dont  il  s’agit.  4n  surplus  il  est  presque  toujonr|fU|çm)is’t^fc 
faire  G = rf-  ’ ^ ^ 

latitudlffl''«erail,|»|os  ferle  de  1*^85  centésimale  en  r^^alnant 
fe'kpoMé  oHÜnaire.a^tosé  à l'art,  précédé^  puisqu'^:,  ^unne 
i»,4a«!8»  '•  d^’assn- 

rer  qii’en  multipUatil^AH  parTf^.^,  on  ramènerait  OÉtte  différence  de 

latitude  à ta  staie  vàléur,  T étant  un  facteur  donné  ^r  la  talljlJ^Ï^. 
Quyht\  la  difféi-eijce  de  l0n||itnde  des  mêmes  Mations,  «die  se  dé- 
■.'•duii^ljég^einMtf  tle  la  languie  ^ ^ . 

•wil  ■ - ' 


. : 

^>,1 


% 


qui  est.eiii 


âa' 


♦ V ' 

ezaâe  ht  ciro^^tan: 


i. 

! 367^. 

Jt^  ' 

»» 


V « 


36f. 

xoloi  le  calcul  r 


TRAITÉ  DF,  DFODÉSIE. 


Table  l\  log  F = 8.9986814  + 

log  K =K  5. 1 “iacjoiS  " * 

*1.  sinZ  = 8.7564521  — , ‘ 

* c.  logcosir  = 0. 1083191 

^ *,  lüg  A P = 3.0163579' — 

Parlant  ••  ' 

AP  = - io38%38 

cl  connue  iougit.  clç  Desierto,  P = + 2 ,àù'i<j  ,8u  ouest 

' longit.  (le  Mongo,  F = -t-  2‘,46oi  ,4l  = 2'’ia'5o",87. 

1,’aziuint  de  Desierto,  sur  l’Iiorizoïi  de  Mongo,  s’obtiendra  paretl- 
IfuiCDt,  avec  une  exactitude  très-sulüsante , par  la  formule  cmplojce 
à l’art,  précédent;  notis  nous  bornerons  â dire  qu’bu  le  trom’er.i* 
de  t9(j‘,43o4*,5=r  J76“47'i.i',66.  ‘ * 

Si  dans  la  forinnie  {.V')  tout  était  connu  excepté  K , l’on  aurait  par 
le  retour  suites 

U F ,1,  T,  ■ - .sili'ZUDCll  B’,„,  ,,,,  . _ . 

K= H'— Tlrsiui  — I inisui' I ...: 

CO»  / * cos  * Z N ' • *'  ' 

’*  * * * 

A en  passatit  aux  nouibres,  il  viendrait,  à cause  de  H'—  Il  négatif, 

^ * K = 142206%!  — 4‘”>3  = 142201“, 8. 


C’est  de  cette  manière  que  , dans  la  reconnaissance  géograpliique  d’un 
pays,  l’on  obtiendrait  approxiinath'eitient  la  longueur  d’une  longue 
base  dirigée  à fort  peu  près  dans  le  seins  du  méridien,  s’il  y avait  iiu> 
possibilité  de  la  mesurer  directement , et  si  l’on  avait  observé  avec  soin 
les  latitudes  de  ses  extrémités  ainsi  que  sou  azimut.  Mais  il  est  évident 
qu'une  incertitude  d’une  seconde  sexagésimale  dans  l’amplitude  II' — Il 
tarait  que  la  base  cherchée  ne  serait  connue. qu’à  une  trentaine  de 
mett  es  prés.  ^ 

iV.  li.  La  formule  ( A'j  donne  en  toute  rigueur  la  difCèrcnce  des 
latitudes  des  extrémités  de  l’un  des  plus  grands  côtés  de  triangles  qitf 
aient  été  mesurés;  niais  quoiqu’elle  ne-soit  pas  très- longue  à. calculer, 
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• liô'itf  avotH^cherché  ir'la'vodiiicr'cie  inanicre  la  r à ses  (feux 

prei^jers  tprnies<8ans  en  afl^r  sensibleétent  i’exacHtii(le , et  iiuiis 
ay«i|ki  reiiiarqué^qu’il  siiffîlnitpqiir  cefa  He/ai«t  , ’Jt 

• *,■!.*  V'  . • 

eflet,  si  f on ■ développe  lang -J  (Il -p-H*) ^ taug (H -h-jrfflj,  c/H 

Maiit  la'dilférmce  apiirocht-e  des  hititudés,  et  sr  l’on  oliaerve  4]iie 
rlH  = - ^ cosZ,  à très-peu  près,  il  viendra  * eri^étrêtant  le  dévelop- 
pement aux  termes  du  troisième  ordre)  ~ ' 

, 1 0 * 

• * — 4^s‘"’ZtangH-t-^sin’ZcosZ(f-t-itang>J|n, 

tandis  qu’on  devrait  avoir 

- i^sj^ZtangH  + ^ sin»ZcosZ^i+^taiig’  H). 

Mafe  il  eÂt  aisé  de  voi^  qu’è  la  l&tude  de^4^  deglTcs'Ie  facteur  binôme 
du  dernier  terme  serait  J d'une  part  et  f de  d’autre,  et  qu’én  déHni- 
tive  il. P «-presque  com]>enBatioj)-  C’est  d'aimiirs  cq  qu’iyi  exeaiple 
numérique  va  mettre  hors  de  doinie.  \ 

Ti’apres  les  données  ci-des^ , l|L40tivelle  fov^ilq.i  a'f  donne 


^^^rLg^*.II -d- H')  = ^’o’,4aî, 


¥ 


et  piiisqtlà^Ie  pixüniar  terme  est  lé  même  que  pnWMeinment,  l’on  a 
• * * 

H * ^ i*,4ao9’,433  — o%4a3  = — i*,^o^a^6, 

* 

pourra  donc,  '*  l’avenir,  s<d>stttner  cette  formule  à la  proniére  (A'), 
H être  sûr  quelle  procurera , il  trés-pen  de  chose  prèsî  les  mêmes  .ré- 
«iiltaU,  puisqiiUf.  dans  l'exemple  actuel,  Là  d^-iéuce  es^  peine  dans 
leir^illiènes  (te  seconde  centêsâaialc.  y» 

plus  <mu(tc  distance  da-deux  points  donnéa  sur  l^|pbêroîdc  tp^ 
restre,  par  leurs  latitu^  et'fèuns'  longitudes  géodésiques , est^^Hcefr- 
tible  d'être  déterminée  exactement  par  les  formides  précédenéis,  lorS- 


. » i 


. . TaAlTK-l>l£  {iKOUÉSlK.  ' * ^ ' 

(luVIh'est  très  [MSI i te  à l’égard  du  rayon  de  la  Terre , ou,  comme  on  dit,  * 
lorsqu’elle  est  de  l’ordre  de.  l’aplatissement.  En  effet,  si,  dans  les  deux 
formula  (A'),  (B'I  employéesci-dessus,  on  pose 

•r  = K cos  Z,  et  / = KsinZ,  > 

% 

et  (pi’on  néglige,  dans  la  première,  le  troisième  ternie  qui  est  à peu 
près  insensible  pour  les  plus  grands  triangles  ilont  on  peut  observer 
les  angles,  un  aura  évideniinent  à réeuudre  ces  deux  équations 

AH  = - i s tangll,  AP  - 

Rsini  ï.NRsuii  ^ cos  H uni 

* ^ 

lesquelles  donnent  sur  le  champ 


yr  — N. AP  cosH'  sin  i“,  a:  R.AIlsin 

de  là  • ' 

- = tang  Z,  et  enfin  R 


* J 


ÿ tangll; 


cosZ 


■ l_ 

MU  Z' 


relie  est  la  solution  fort  simple  qui  riront  le  problème  que  nous 
euiMiidérons  en  ce  moment , et  dont  nous  prendrons  ci-dessus  les  don- 
uées. 


nri*»  ttv  tiAi-cuL. 

Valeur  de  ^r. 

Valeur  de  x. 

« 

log'S 

= 6.8o,ïiqft'j 

ilogK  î=  6.8o35üOi 

— 

logAP 

= 3 01(13679 

log  AU  =4-z5a5895 

— 

logcosll' 

= "^9  891C809 

log  sin  i"  =4-I98iI9<9 

Wigsin  1' 

= 4 ' tgbi 199 

, 1.  i"terme  S.tSaapqS 

-P  141974", 3 

•og.r 

= 3.9093574 

•ogi  = 

— 

¥ 

Valomr  tlf*  Z. 

ilog^T-  =7.81871 

logj 

3.qoq3574 — 

c.  logîi  =3.19480 

e.  log  X 

= ‘4.8.178034-1- 

logtangH.  =9.93514 

- ^ ■ 

i.  tang  Z 

ï=  S.yS’jxtioti  — 

1. 1' terme  o,G37Ga 

-4",3 

x = 141970  ,0 

»•  ^ ^ • ♦ 

Z-—  — 3",6355‘,4  ou  39G'',’i6.'i4',fi>  c'est-à-dire  l’azimut  de  Mongosur 

l'iiorizon  de  Desierto. 
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Enfin  l’on  a iog^  = 3.9093574  — 

c.  log  sin  Z =’  I .2435473  — 

logK  = 5. 1529047 -f- 
et  distance  cherchée,  K = 142201™, 7; 

résultat  seulement  de  o“,2  plus  [letit  que  le  précédent. 

r^s  opérations  par  lesquelles  les  ingénieurs-géographes  ont  lié  à la 
triangulation  de  la  France  deux  sommets  de  montagnes  de  file  de 
(.orse  (art.  154),  m’ont  fourni  l’occasion  d’appliquer  utilement  cette 
solution.  (Voyez  Nouvelle  description  gikunélrique  de  la  France, 
t.  I,  p.  75  et  suiv.)  On  |)ourrait  au  surplus  i-estituer,  |K>ur  plus  de 
rigueur,  dans  la  valeur  de  AH  précéilente,  le  troisième  terme 


-H  3wn{!>H) 

rvasiTit"'  ’ 


que  j’ai  omis  à cause  de  son  extrême  petitesse;  ou  mieu.\  encore, 
pour  abréger  les  calculs,  employer  la  formule  (a)  de  l’art.  IllîV 

Je  terminerai  ce  sujet  par  le  tableau  suivant , contenant  le  résumé 
du  calcul  des  positions  géograpbiques  de  ()uelques  points  de  la  trian- 
gulation des  environs  de  Paris,  dont  il  a été  parlé  (art.  150)  et  que 
représente  en  partie  la  Jig.  i {PL  IX).  C-ette  triangulation  se  rattache 
à la  méridienne  de  l)elanibi-e  par  le  côté  Panthéon  Saint-Mnrtin-du- 
Tertre,  et  au  parallèle  de  Brest  à Strasbourg  par  le  côté  Panthéon 
Pelle- Assise.  Les  jeunes  lecteurs  pourront  s’exercera  vérifier  les  nom- 
bres correspondants  au  point  qu’ils  regarderont  comme  inconnu. 


54MIS  l»e»  »TATIOJIS 

Azmtrs- 

LATIîVbCt. 

1 

1 LOneiTCDKK. 

1 liUTA^CtS. 

Wntlu’on 

199*^87*8*3 

54«a;.ia"55 

— (tCoioCSi 

391^39)13)  j 

Saiut-Mflrtin-dU'Tt'rlrr. .... 

54.5667,39 

— ü.(i«ï7,9i 

Panihvon 

3or». 33(5,0 

5i.i7',i,5.S 

— 0.0106,81 

3t»7iü,5.'i 

. . 

1 

io5.()8ui 

54.1477,46 

— 0.4738,60 

Panlhfoo. 

65.7517,4 

54  1741,55 

— o.oiu6,8i 

1 3330 ,44 

Veliïy 

*ty(.(rai5,4 

54. 30^)  ,34 

4-  0. 1633,18 

Sc\int-Mârtiii.<Iu-Terlrc 

61 .6i53 .6 

54.5667.1») 

— 

3*117 ,îi 

Le*  Alluplf,  

*61.3559,3 

34. .3  498, 03 

-e  0.4663,7} 

I. 
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Dans  c«  tableau  la  position  de  Dainmartin  n’est  pas  conipri.se,  parce 
qu’elle  a été  déterminée  précédemment.  Si  l’on  veut  trouver  pareille- 
ment celle  de  la  flèche  de  .Saint-Denis , on  partira  de  son  azimut  sur 
l’horizon  tlu  Panthéon , qui  est  de  306", 0793' et  de  la  distance  de  ces 
deux  points  qui  est  de  9998“',7. 


MOYEN  DE  RAMENEB  A USE  CERTAINE  HYPOTHÈSE  d’aPLATISSEMERT  UES 
RÉSULTATS  CÉODÉSIQUES  OBTENUS  DANS  UNE  AUTRE  HYPOTHÈSE. 


200.  Si,  après  avoir  déterminé  les  coordonnées  géographiques  des 
points  pris  pour  fondements  d’une  grande  carte,  on  reconnaissait  que 
l’aplatissement  de  la  Terre  choisi  à cet  effet  fût  trop  différent  de  celui 
(|ui  convient  à la  région  levée  géométriquement , la  question  à résoudn- 
pour  corriger  les  résultats  obtenus  serait  celle-ci  : 

Étant  donrwes  les  latitudes  et  longitudes  des  points  d’un  n-seau  de 
triangles,  calculées  sur  un  ellipsoïde  dont  V aplatissement  est  a,  trouver, 
par  la  noie  la  plus  pmmptej  ce  que  devienstent  ces  éléments  géogra- 
phiques, lorsque  Vaplatissement  est  «'  = a-+-  cfa. 

Solution.  Soient  comme  précédemment  H , H'  les  latitudes,  et  P , P 
les  longitudes  de  deux  points  quelconques  d’un  ellipsoïde  de  révolution 
dont  a est  l’aplatissement , Q le  quart  du  méridien  et  a le  rayon  de  l’é- 
quateur. Appélonseï)  outr^A  ladifférencedes  parallèles  de  ces  jvoints, 
B celle  de  leurs  méridienf,  mesurée  sur  un  arc  de  parallèle  passant  par 
le  point  IT;  on  aura,  art.  190,  les  deux  relations 

A = — ÿ'  — H)  — 3a  - sin  (H'  — H)  cos  (H'  U), 

OO*  ^ w 


> F - P = ”7(1  - H'), 

lT4f  C08  H ' ' 


dans  lesquelles' ^désigne  le  rapport  de  la  circonflreiice  au  diamètre, 
et  les  amplitudes  sontexprimées  en  degrâ  sexag;é8imaux.  Sil’on  suppose 
que  la  latitude  H et  la  longitude  P sont  les  deux  données  fondamentales 
qui^avec  l’azimut  te  départ,  ont  servi  à calculer  H'  et  F,  ces  dernières 
quantités  varieront  avec  a , et  il  jen  sera  de  même  de  Q et  de  a ; ainsi , 
en  différenciant  et  négligeant  les  quantités  du  second  ordre,  telles  que 


A 
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37. 


adoL,  etc.,  on  aura 

I ) dW  = » sin  (H'  - H)  cos  (H'  H-  H)  - ^ H'  - H , 

(a)  r/P'  = - r/a(sin‘  II'  + ^)  : P'  - P)  - ^ (P'  - P) , 
à cause  de  *-■  _ . 

« / ^ jn  -'  *■ 

a = — ’i+^œ'i,  et  de  '—x.^da+'~.  -- 

Telles  sont  les  deux  ibriimles  de  correction  à employer  lorsqu’on 
veut  rendre  rigoureusement  comparables  des  positions  géodésiques  qui 
n’ont  pas  toutes  été  assujetties  à la  même  hypothèse  d'aplatissemejit  : 
elles  ont  le  précieOx  avantage  d’être  non-seulement  indê|>endantes  de 
A et  de  B,  puisque  ces  quantités  doivent  être  supposées  invariables,  mais 
encore  de  la  petitesse  des  amplitudes  II'  — H et  P'  — P.  Par  exemple 
lorst^ue  deux  tr|Ml|ukitious  sont  rattachées  l'une  à l’autre,  et  que 
tous  les  points  de  chacune  ont  été  ramenés  au  même  aplatissement  a, 
on  ajoute  une  constante  aux  latitudes  et  aux  longitudes  des  points 
(jm  avaient  été  déterminés  en  supposant  l’aplatissement  et  il  est 
évident  que  oette  constante  est  exprimée  par  la  différence  qui  existe 
entre  les  coordonnées. géographiques  des  points  communs  aux  deux 
triangulations. 

L’effet  d’un  changement  d’aplatissement  de  la  Terre,  sur  un  azimut 
conclu,  s’évalue  aussi  avec  facilité,  car  la  formule  ((f\  art.  lîHî,  dans 
laquelle  nous  changerons  H en  h„,  pouvant  visiblement  s’écrire  ainsi  : 

2'  = qo”  — (P'  — P 1 sin  +.  . . , 

sa  différentielle,  en  regardant  P et  h„  comme  constants,  est 
dz'  = — dV  sin  h„ , 

et  puis(]ue  /<„  est  nécessairement  la  latitude  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  H'  sur  le  méridien  de  H,  on  a cette  relation 
(art.  .’îG) 

cot  h„  = cot  H' cos; P'  — P 

47- 
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pour  déterminer  cette  latitude.  11  suit  de  là  et  de  ce  que  z'  = Z'  — 1 8o", 

que  la  différentielle  dz'  se  change  définitivement  en  celle-ci  : 

(3)  ’dZ'  = pst(sin»  H' F - P)  -H  ^ I F - P'iJ  sin  ; 

l’azimut  Z'  étant,  biezi  entendu , compté  du  sud  à l’ouest. 

Il  faut  faire  attention  que,  dans  ces  formules,  la  différence  de  longi- 
tude P'  — P est  positive  ou  négative,  selon  que  le  jxiinl  P'  est  à l’occi- 
dent ou  à l’orient  du  point  P;  ainsi  l’on  pourra,  dans  la  formule  (a', 
prendre  toujours  P'  — P positivement  et  ajouter  algébriquement  à cette 
ilifférence  de  longitude  sa  correction  dP";  mais  dans  la  formule  3)  il 
faudra  prenilre  P'  — P négativement,  si  le  point  P'  que  l'on  considère 
est  à l’est  de  la  méridienne  de  P ; cela  est  important  pour  ne  pas  faire 
une  fausse  application  numérique  de  ces  formules.  la;  deuxieme  volume 
de  la  Description  j^éomclrique  de  la  France  offre,  aux  pages  6a8  et 
suivantes,  plusieurs  exemples  de  leur  utijité;  en  voici  un  : Quel  serait 
raplatissement  que  devrait  avoir  l’ellipsoïde  terrestre  pour  que  les  obser- 
vations de  latitude  et  d’azimut  faites  à la  tour  Saint-Aubin  d’Angers, 
s’accorda.sscnt  avec  la  latitude  et  l’azimut  géodésîques  calculés  dans 
l’hypothèse  de  o,oo3a4  d’ellipticité,  et  en  partant  de  pareilles  données 
recueillies  à l’Observatoire  de  Paris?  sachant  qu’à  .\ngers  l’on  a eu 

Latitude.  Aumtil  de  La  Salle. 

Géodésiqueroent.  . . . Il' = 47°38' io",67  Z' = io°33'4B''>5t) 
Astronomiquement..  . 47-38.  6,79  10. 33. 3i  ,85 

dW 378^  <fZ'=r-  16,71 

Ixtngitude  géodésique  F = -t-  3‘’53'ai'’,57; 

et  que  de  plus  à Paris  la  latitude  de  l’Observatoire  ïl  = 48‘’5o'i3"'. 

Celaposé,lesformulesdifférentielles  i),(3),danslesquellcs  nous  ferons 

^z=dq,  etP  = o,  seront  numériquement 

— 3",88  = 81 1‘',02  da  -t-  493a', 53  dq, 

— 16,71  = 7999,7  da  -+-  7669,7  dq, 

. : et  donneront 

dq  = — 0,0053734;  da  = — o,ooi5834; 
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niais  par  supposition , a = o,oo3a4  » 

donc  a'  = a + f/a  = 0,00 1 6566  = ; '-  2; 

OOJ,D 

donc  la  correction  du  quart  du  méridien  est 

t 

f/Q  = Q X </<y  = — .5a734”', 

en  supposant  Q de  dix  millions  de  métrés.  C’est-à-dire  que  pour  que 
l’accord  demandé  eût  lieu,  il  faudrait  que  Paris  et  .Angers  fussent  sitiié-s 
sur  un  ellipsoïde  tré.s-peu  diflérent  d'une  sphère  d'un  rayon  moindre 
que  celui  de  la  Terre.  Mais  cette  consé'queiice , pour  être  juste,  im- 
plique, sinon  la  parfaite  exactitmle  tles  mesures  géodésiques  et  astro- 
nomiques , mises  en  comparaison , du  moins  rextréme  petitesse  des 
erreurs  dont  elles  peuvent  être  affectées,  et  c’est  ce  qui  est  en  effet  iii- 
dubitahle.  Sans  entrer  quant  à présent  dans  plus  de  détails,  voilà  de 
quelle  manière  j’ai  été  amené  à conclure  que  si  les  eaux  de  la  mer  re- 
couvraient tranquillement  le  sol  de  la  France,  leur  surface  ti'y  serait 
pas  celle  d’un  solide  de  révolution. 
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CHAPITRE  XVI. 


IIKTEH.«I.VATIO.>  d’u.N  ABC  DE  MÉHIOIES  ET  d’us  ABC  DE  PABALLÉLE 
PAB  DIVEBS  PBOCÉDÉ.S  A N.VLVTIQl'ES. 


201.  Lorsque  l’amplirutie  géodésique  il’ un  arc  de  méridien  est 
connue  avec  une  grande  exactitude,  et  qu’elle  est  au  plus  d'un  degré  et 
demi,  il  sulTit,  pour  en  avoir  immédiatement  la  longueur,  de  la  mul- 
tiplier par  le  rayon  de  courbure  correspondant  à son  milieu,  el  cal- 
cide  dans  la  même  hyj>othèse  d’aplatissement  adoptée  pour  la  détermi- 
nation des  différences  de  latitude  des  sommets  des  triangles,  l’ar 
exemple  , selon  les  calculs  faits  au  Dépcit  do  la  giiene,  par  M.  lairge- 
teau,  la  différence  des  latitudes  de  Dunkerque  et  de  Greenwich  est 
ç = o'', 4914’ ,62;  et  à la  latitude  mojenne  ’i  = 56'^, 45,  le  logarillime 
du  rayon  R de  courbure,  déduit  de  la  table  IV,  est 

log  R = 6 . 8043328 
on  a de  plus  . log  f — 3.6914900 

log  sin  i' = 4 • > 96 1 1 <)9 
log  const . 9 . 7 1 0 1 800 

de  là,  log  distance  mérid.  = 4. 4°^  ' ^^7  toises; 

et  enfin  , arc  du  méridien  compris  entre  les  parallèles  de  Dunkerque 
et  de  Greenwich , A = a524 1’^)93.  C’est  aussi  ce  que  Delambre  a trouvé 
par  un  tout  autre  procédé  que  nous  expliquerons  bientôt. 

I..a  méthode  géométrique  expliquée  à l’art.  Ii>9,  pour  déterminer  la 
longueur  d’un  arc  de  méridien  et  d’une  per|>endiculaire , dépend  de 
celle  sur  laquelle  est  fondée  la  résoludon  des  triangles  sphériques  peu 
courbes,  et  de  la  connaissance  de  l’angle  a/imutal  du  premier  côté  du 
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réscîaii.  Quoiqu’elle  soit  fort  simple,  on  ne  saurait  cependant  l’appli- 
quer avec  succès  qu’en  clioLsi.ssant  parmi  les  triangles  du  canevas  cons- 
truit à une  échelle  assez  grande,  ceux  qui  jouissent  des  conditions 
requises. 

Ixjrsque , dans  les  calculs  de  cette  esjièce , on  emploie  uniquement 
les  angles  sphériques,  ainsi  que  l’a  fait  Delambre  dans  la  détermina- 
tion de  l’arc  du  méridien  compris  entre  les  parallèles  de  Dunkerque  et 
de  Barcclonne , on  se  trouve  obligé  de  passer  des  logarithmes  de  sin  K 
et  sin  K'  à celui  de  sin  (K  — K').  Par  exemple,  la  résolution  du  triangle 
sphérique  At'.M  {Jiÿ.  34)  donnant  log  sin  CM , on  a besoin  de  connaitre 
log  sin  RM  = log  sin  (RC  — CM),  pour  pouvoir  résoudre  le  second 
■ triangle  sphérique  RMM'.  Voici  comment  Dclambre  lève  cette  petite 
difliculté.  ■ 

.\  cause  de 


on  a 


par  suite 


sin  K — sinR'=  asini  (K.  — K.')  cos^  (R  -H  K') 

sin  (K  — K')co«f  (K  K.') 

cosj(K  — K'i  ’ 


_ (sinK  — sinK')o»4(K— KM 

sm  (K  - K ) = 


— sin  K 


sin  K' 
tin  K 


log  sin  ( R — K')  = log  sin  R 


H-  log  [1  — asin’|(R  — R')] 
— log  [i—  asin’-i  (R  -E  R')]. 


D’ailleurs  la  petitesse  de  R et  de  R'  permettant  de  faire 

log  [i  — asin’|(R  — R')]  — log[i—  asin*|(R  R')] 

- aM  [sin»|(R  ■+■  R')  - sin*|(R  - R'i]  = afi  sin^  R sin  | R' 

, = 4fcsinRsinR', 

on  a,  en  iaisant  attention  <^ue  sin  R et  sin  R'  sont  donnés  en  mètres, 
. log  sin  (R  — R')  = log  sin  R -E  log  sin  R'; 

X 

-f*  . 
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fi  «-tant  le  rayon  de  la  Terre,  et  ft  le  module  0,43429...  Pareillement 


log  sin  (K.  -P  R')  = log  sin  K 4-  log  ^ 1 + sin  K.  sin  K.'. 

Mais  on  est  dispensé  de  l’usage  de  ces  formules  et  d’une  figure,  par  le 
procédé  analytique  suivant. 

Supposons  premièrement  qu’il  faille  calculer  la  longueur  de  la  mé- 
ridienne .\X  /ig.  34)  comprise  enli-c  les  parallèles  des  points  extrêmes 
\,  !..  On  commencera  par  déterminer,  à l’aide  des  formules  («'), 
c-'  i,  les  positions  géographiques  des  points  B,  D,  F,  H , K , L,  situés  sur 
1h  ligne  polygonale  qui  s’étend  le  long  de  la  méridienne.  Ensuite  on 
calculera  la  différence  des  parallèles  des  deux  premiers  points  A , B, 
c'est-à-dire  l’arc  de  méridien  qui  les  sépare;  puis  des  points  B,  D;  puis 
des  points  D,  F,  etc.,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  enfin  arrivé  à l’extrémité  L 
de  la  chaîne.  La  somme  de  toutes  ces  différences  sera  la  longueur 
cherchée,  comme  cela  est  évident. 

I..a  formule  qui  donne  en  unités  métriques  la  difierence  des  paral- 
lèles de  deux  points  tels  que  A,  B extrémités  du  premier  côté  K du  ré- 
seau, est  précisément  la  première  A de  l’art.  1ÎK>,  dans  laquelle  K est 
exprimé  en  nietivs.  Mais,  dans  cette  circonstance , il  est  indis|>en$able 
de  conserver  les  termes  du  troisième  ordre;  ainsi,  en  rétablissant  l’ho- 
mogénéité et  faisant  H' — Il  = f/M  , on  a cette  formule  de  rectification 
employée  par  Delambre, 

r/M  =—  R cosZ  — sin’ Ztangll  •+•  J^sin’ZcosZi  i-t-3tang’II;;{A) 

N désignant  la  normaleau  point.\de  l’ellipsoïde  de  révolution.  On  voit 
donc  que  la  distance  entre  les  parallèles  du  pied  et  du  sommet  d’une 

|>ei'|>endiculaire_;  à la  méridienne  est  simplement  r/M  — tangH', 

en  désignant  par  IT  la  latitude  du  sommet  dont  il  s’agit. 

Si , au  lieu  de  recourir  à ce  résidtat  déjà  obtenu , l'on  voulait  y par- 
venir aussi  directement  que  possible  par  la  voie  du  calcul  différentiel , 
fin  ferait , comme  à l’art,  cité,  f/M  = y'(R),y  étant  le  signe  d'une  fonc- 
tion ipielconqne;  et  par  le  théorème  de  .Maclaurin,  on  aurait  généra- 
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les  cl>efficienti»’difrérentiels  répondant  à K =g.  Or,  d'après  laforniiile 
fondanienitale  de  la  irigotioniétrle  sphérique  ,'®  i * 

■•V  . , » . « O ^ 

<•  » sin  H'=  sin  n cosK  — cosH  sin  K cosZ, 

le  rayôn  représentant  Tunité,  et  TazmnitZ,  toujours  co'mpté.dti  sud 
à l’ouest,  étant  censé  aigu  ;^ct  par  des  difTérentiations  snccessive’s  prises 
en  regardiant  K et-H'  comme  les^ seules  variables,  iU\]|ent,  après  avbir 
fait  K ^ O,  "*  ^ - ' / 

, * /rflTY'  .. 

valeur»'qui,  étant  substituées  dans  la  série  précédent|’| 'fO^roduisetit 
la  formule  ; ‘ *• 


La  valeur  numérique  In  normal^  N neLpeqtae  calculer  qu'ap- 
proxùnativeuient  pour  chaque  .point  de  déjurt}  il.en  est  même 
des  valeurs  des  fériés  (u'),  ('b'),  (c'),  puisqi^  quand  il  s’agiçd’éva- 
luér  un  arc  du  méridien.  Ton  est  censé  ne  connaître  Ta{î^tisseuient 
<le'la\errp  qu’imparfaitement.  Mais  l’incertitude  <|ui  exiate-à  cet  égard 
n’est.'ici  d*aucu0e  conséquence.  •* 

Remarquons  d’aillefes  qi|is,  dans  le  cidoàl’cte  ia  différ^ice  dejr  pa- 
rallèles, chaque  ai^  par^l,  tel  que  (ftn,  pè^^t  être  consiclérè*  vu'sa 
peütéase,  comme  celui  d’un  cercle  dont  le  raj^uVst  égal  àlS  nornûile 
correspondante;  mailla  véritable  amplitude  de  cette  petite  ligue géo- 
déaifpK  «st  sur  le  sphéroïde  l’angle  des  deux  normales  de  ses  èxtré- 
mitéa^é^npn  deux  extnînitiR  de1’iiro.de.cprcle  dont 

jl  s’agit.  ',  ••  * 

Ên  calculant  de  la  ftjême  ^litatic# comprise  ênitie  les  pa- 

rallèles des  points  extrèlKes  ï,  -I*,  ÿ raide, '^e  la^né  polv^onJe 
ACEGèL,*^^i  ne  s’écarte'pJs  encOjp*trop  (Je^lle  qu’on,  veut  déter- 
miner , .Au-  aura  wàe  -xé  rmatiodP  du  premiar  résultat  : il  convien- 

I-  * •' 
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rira  de  prendre  le  milieu  entre  le*  deux,  s'ils  dilTèrent  un  peu  l’ûn  de 

l'autre. 

Afin  de  duniier  une  application  de  la  formule  précédente,  nous  al- 
lons évaluer  la  différence  des  parallèles  du  Panthéon  et  de  Dammartin. 
Iæs  éléments  de  cette  formule  sont,  d’après  l’art.  198, 


log  K = 4t5a497i  I , Z = a5i*,4oo3,  ' Il  = 54*, 274*55  ; 

et  la  table  IV  donne,  avec  l’argument  H,  log  N = 6,8o54i3a,  puis- 
que l’aplatissement  des  méridiens,  en  France,  a été  sup|>08é  de 
art.- 181).  ‘ . ■ 


TTPI  DO  CALCUL.  * 


1"  terme. 


logK  = 
l.cos  Z = 
1.  i"  ternie  = 
' 3*et 


1-i 

3 log  K 


4,5*49711 

9,8397191 

4,364690* 

4'  Uriuti. 

i 9,a*i85.-i 

= 3,5749» 

= 9,71766 
= 9,8397*  - 

= 6,38917 


*1 . sin  Z 
l.cos  Z 
*c  . log  N 

■>  ■-  \ 

„ Tog  3 
a log  langH 

*3.4*)[em»  = 9,33741^ 


8,7433 1 
0,4771* 
0,11698*— 


a*  terme.  ^ ' 

•?g  i = 9>69897  — 
alogK  = 9,04994 
* log  sin  Z = 9,7 1 766 
log  tang  H = o,o5849 
c.log  N =:  3,194.59 

log  a' terme  = 1,71965  — . 


» ■ Rimpitulatiom.  ' 

■ "terme  = -4- a3i57“,4* 

a'  terme  — 5a“,438  j 

3' — o ,o55  ( . 5*  ,17. 

4* O ,*17  ) 

di£f.  des  parall.  r/M  = ' *3io5  ,*5 


On  calcule  directement  la  correction  à faire  aux  distances  obliques , 
jiour  les  réduire  à Tare  du  méridien  compris  entre  les  parallèles  de 
leurs  extrémités,  en’employant  la  formule  suivante  : 


R - = aK.  cos’  AZ  -4-  i^sin’  Z UngH 


— |^sin*Zc©*Z{t4- 3lang’ ll)‘ 


» • 

(A') 
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qtiin  eAaiitre^ttfA^^i^  y ùcrivantvacos’ -J-Z  — 1 au  lien  «le  cob  Z;  er 
pour  lors  touh»  les  fois'ique  cos  | Z'Sër»’très  petit  ; tout  le  calcul  pourra 
s’eflfectiier  avaé  les  logarithmes-à  cinq  décimales..  ^ 

Nous  potivoDs  (>videininent  appliquer  ici  la  simplification  quepréscnte 
la  formulerai  de  l’arl  199;  c’est-à-dire  remplâcer  l^grécédêiile  fA')  par 

«-■elle^i»  . .*  ‘ ^ ' 

(a'™  t{y[  R cosZ  — i ^ *•“*  » Çll  "*■  M'}»  * * 


dans  la<pielle  N est  normale  à la  latitiide  moyenne  |(H  H'),  lati- 

tude géodésique  qu'iCsuRikde  connaître  approximativement.^ 

Pour  exemple,  et  |)our  le  cas  le  plus  défavorable , clierchons  la 
distance  méridienne  comprise  entre  les  parallèles  de  CàMpvef  et 
Au” Desierin  de  Uls  Palnuts,  deux  des  stations  de  MM.  Biot  et  Arago, 
situées  s«ir  les  c^tes  de  ^talogqe;  et  prenons  poiir  données  celles 
consignées  dans  la  Nouvelle  descrigtion  géométrîqiie  de  tn  France , 
à savoir  ■ -■*  : * • 

» • 

Latitud*j|pprochée  de  CampîSÿ..  . H = 43*,4  ” ^tF 

latitude  ideni  de  Uesierto.  fl*  = 4^  >5, 

- • . r _ , ‘ y _ 

\ ll^’ K s=  5.3065667  en  mètres;  J » 


:ur.iraur(R) Deaierto  sur  l’borizon  de  Campvey  ** 

i 

r ~ Z = l5#*, 5306,41 


• % 


^ ' P 
> 


On  a de  plu»,  à la  latitude  44S  logJPi.=  6.8051869  en  mÿres.  1%’ 
Cela  posé,  par  la  formule  (A)  U vient  en  toises  •. 

’ ' , / 

f/M=5886o',a  - 4i5',o  - 3', 06  - è'J>5  = 58436'*i,  • 


et  la  formule  (o'.jl  étant  également  évpiitée  par  les  logarithmes,  ..on 

48. 
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I*'  terme. % terme. 

logK  = 5.ao65f>67  — ’ < 

cos  Z = ^85^^0750  — • alogK— o.4i3i3  , 

log  const.  . . 9.7101800  usiiiZ=9.69i66 

log  1"  terme  4'7C98ai7-(-  l3ng|  H-)-H'  =9.91765  ■ 

l'utérine  5886o',a'  comp.  log  N =3.  u>48i  - ‘ 
a'  terme  — 4a3,i  logeonst.  =9.71018 

DISTANCE. .MÉimiiKïtsF.”  38437,1  loga'terme  a.6a64o= — 4*3'o6 
• ci-dessus  58436,  i * 

DifTérence  i',o  » ' , ■ ‘ • 

.Aiii.si  cette  nouvelle  formule  esten  discordance  d'une  toise  avec  la 
préci-dente,  parce  qu’elle  est  appliquée  à l’un  des  plus  grands  triangles 
qui  aient  été  mesurés;  mais  elle  s’en  écarterait  beaucoup  moins  dans 
toute  autre  circonstance.  Sa  simplicité  la  rend  propre  à abréger  sin- 
ijuliérement  les  calculs  faits  oonime  premier  essai,  et  même  à véritier 
prom[Heinent  un  résultat  obtenu.  , • • ^ 

Eue  autre  mélhiKie  analytique  fort  exacte,  quia  une  grai||e  analo- 
gie avec  celle-ci,  mais  (pii  conduit  encore  plus  vite  à la  rectification 
d’im  arc  du  méridien , consiste  à évaluer  rigoureusement  les  différences 
des  latitudes  des  extrémités  de  tous  les  triangles  qui  s'étendent  le  long 
de  cet  arc , différences  qu’il  importe  par  consé-quent  de  connaître  à la 
précision  d'un  dixième  de  seconde  centésimale,  à l’aide  de  la  formule 
(A'),  art.  199.  Par  ce  moyen," la  somme  de  toutes  ces  différences  ou 
amplilwics  partielles  sera,  l’amplitude  totale  qu’on  introduira^nsuite 
dans  la  fonnnle  de  rectification  (M*)  démontrée  à l’art.  177,  pour 
avoir  en  métri's  le  dévelopjiement  entier  de  l’arc  du  méridien.  C’est 
ainsique  j’ai  opéré  pour  vérifier  les  diverses  partk's  de  la  méridienne 
de  Duiiker(|ite,‘et  que  j’ai  découvert  une  erreur  de  68  toises  commise 
par  la  Commission  du  Rureau  des  Longitudes  qui  évalua,  en  i8o8,  la 
longueur  de  Tare  de  uiéridieii  compris  entre  les  parallèles  de  Montjoiiy 
et  de  Formenlera  [Nouvelle  Description  géome’triijue  de  la  France, 
1.  II,  p.  34).  En  effet,  selon  niescalmils  bien  vérifiés,  l’amplitude  gi'odi^ 
siqtiede  cetarc  de  l’extrémité  sud  de  la  méridienne  de  Dunkerque,' est, 


IJ\TIE  TROISIÈME. 


n -t  .J 


Delà  a -H  H'  = 4>^=  88  ,9«5,54. 


i i * * 

Ensaite  ,.^p«laj!)t  A Parc  de  méridien  clierché,  la  formule  Ç®î'}  de 
Pfert.  1^,  qui iprend  cette  forme  <î  * 

,*A  = Vy — V' sin  ç cosî>  + V’ sinaç»  cos»^P*;-  * 

s’évalueBa  im^rompteincnt  en  partant  des  valeurs  nuinériques  lies 
coefHcieq)»TÎ*.V',  obtenues  dans  l’hypothèse  d’cplatisièment  adqp- 
téepoiir  la  carte  de  Fijuice  {art.  18-1),  et  par  moi  relativemèot  aitz 
amplïuules  pjirtielles  r/M,  t/M',. . .%=4i?r  et  alors  les  logarithmes  Je 
ces  vA^rs  seront  ^ -v  . 

*.  * ï%É  * 

logY  — S.O0OO3l4t  WgV'^=  4.4giaao9^  logV"  — i.4gà4a  ; 
le  rayon  a tle  I^équateiir  étant  exprime  en  mètre^i  ’et  i’âmpliriidé'  9 
l'étant  en  <gmde^u  degrfe  eentésimatix.  Mais,  pour  avoir  A en  toises, 
ilfi^tt  ajpatér  à chacun  de  ces  logarithmes  ^.7101800.  Voici  au  neste 
le  type  de  ce  calcul  fort  simple  >'  * , ’ 

• . 

I*' terme.  • a*  terme.  * 3*  terme. 

logV  = 5.oooo3i4  logV4=4-49taao9—  log  V"=  i.49a4a-t- 
logy  =0.4767578,.  f.sinç  = 8.6737173  log  sinaç  = 8.97337 
logeonst.  = 9.7 101800  l.côs<^  = 9.a38366o  logcosa<I>  = 9.97^10— 
5.186969a  9.7101800  r ^ 9.71018 

*•  - * a.iia484a — 0.14807  — 

, i^lej-mc.  . . . 4*,i538o4"'',57». 

a'  terme.  ..  T — ’ it»9  ,56* 

_ 3' terme.  ...  ■ — ...  4 ,4r- 

DisxaHCE  MÿuDiBirtiÉ  ■sACTirde  Montjoûy 

à Fordiînera.  . .1=1*18673,60 

Selon  t la  Base  dû'  ^stème  métrique , 

^311,  p.545î*.  . .'  * 

Erreur  commise  par  Ja  C<|||missi^dn 
Bureau  des  Lbngi(ùdesi  . '1**.'^. 


i536o5  ,17? 


'6^  ,-43 


iSi  TRAITÉ  DE  (iÉODÊSIE. 

Si*  ramplitnde  9 avait  été  évaluée  en  degrés  et  fraction  décimale  de 
degré,  il  aurait  sufii  de  faire  log  V = 5.0457889  (*), 

Celte  erreur  de  68  toises  méritait , à cause  de  sa  gravité,  d’être  signa- 
lée flans  l’intérêt  de  la  science.  Pour  la  retrouver  à l’aide _de  la  mt'- 
tliode  de  Ivegeiidre exposée  à l’art.  150,  je  puiserai  dan*  la  Ao«ve//e 
Oescription  géomctriifue  Fi'anc«{\.  Il les  éléments  des  calculs, 

ainsi  qu’on  le  voit  dans  les  tableaux  suivants  ; mais  je  ferai  remarquer , 
auparavant,  que  la  inéthofle  abrégée  ci-dessus  m’a  donné  ponrrésultat 
luoven  153674’^,!  3,  en  procédant  du  nord  au  midi,  et  ivre  ncrjrf,  et 
p.issant  par  les  côtés  les  moins  éloignés  de  la  méridienne  de  Dunkerque, 
l U des  membres  de  la  Commission  de  1 84 1 , chargée  de  refaire  à son 
topr  la  même  vérilication,  est  arrivé  à la  même  valeur  par  un  autre 
procéilé  très-exact  mais  beaucoup  plus  long.^  ( Comptes^  irndus  des 
\én>ici‘.<  de  l'jicadémie  des  Sciej^iu,t.  Xi\,  p.  1178.) 


i>a  rectification  dccetarc,  efTectuec  par  partieS)  au  moyen  du  logarithme  dti 
ia>on  de  coiirl)urc  de  chacune  d clleSj  est  encore  assez  prompte,  en  ayant  recours  a ta 
Table  IV  qui  donne  ce  logarithme.  Par  eatnople,  en  divisant  Famplkude  9974, 9 en 
trois  parties  dont  deux  soient,  chacune,  d'un  grade  ou  de  10000  secondes  ceutcti-t 
males,  et  la  troisième  de  0^,9974*19;  puis  calculant  les  rayons  dè  courbure  corres* 
pondants  aux  milieux  de  ces  arcs  partiels,  on  aura 

à la  latitude  de  45^,4^,  logB  =6.8o36o59i 
à la  latitude  de  44  *4^*  log  B'  =;6.8o354i  1 ; 
à U latitude  do  43  ,46,  logR*'=;6. 8034768;  * ' 


et  sM'on  procède  comme  au  commenrement  de  cet  article,  en  allant  du  nord  au  sud,  on 
trouvera 

r -• 

^ pour  le  i"  arc  d’un  grade 61275^,01 

# • pour  le  2*  arc  d’un  gra<lcs ^1267  ,36 

pour  le  3*  de  o,9974*»9d‘amplit,. . 5ir3i  ,«6 
Distakce  MÊaiDitxaa. . ..  .i  163673  ,j3 
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Détermination  de  la  plus  courte  dislaiwe  de  Montjouj  à Saint-Jean 

■ 'PI  X)- 


LOT,.  rAtCs 


Boyra*. 


MoAiatifalM 

Montjowy  B. 
^AUU  C..,. 


4.Ü614S86 

4.5gi7a7<f4 


36®$i'a6*'oo 
75.»3.Î8,75 
78.  5.57  ,«»5 


a5>  9-a|9B»79  4-^<4^ 
38,i5  9tg8Sfig99  4-5g7a766 
56|45  0><)0o5^a 


MoQtAgUl.. 

Monij^y.  . 
Monliicrrtt. 


M.a«.W,a4  ç).793g7a7  4.6toi33(> 
37.37.56,1019.7857505  4^59^117 
103.53.10,6610.9871181  4’?9^^79^ 


58.a4.  i9,76^-93u3a59  4.795179^ 
34.54.04,85  9.«9l4Pi7  4.48938»i 
96.41.15,39  9.997(^  4.8619803 


4.7950793 


Le  calcul  de  J’aKimut  de  Montjoiiy,  sur  rhorizon  de  Saint-Jeau 
Ve£fectiic  p^i^Ja  formule  suivante:  jr  ï ♦ • . i 


démontrée  à l’art.  193,  et  au  moyen  de  la  table  IV, 

A Mon^oyy , azipiut  de  Matas  observé , 207®.  3< 

^ angle  entre  Matas  et  Saint-Jean .. . — i3t  .5£ 

• . ’ . » — 

azimut  d&SaiDt.Jean . . . Z = 69  .44 

.»  latitude  de  Montjouy ...  H = 4*®-^i 

» . et,  par  ce  qui  précède  , log  K 1=  4.861g 


et^l’ari^t  de  Mqfitsia,  sur  le  même  horkonf  çs^de  £^aQ'l44'39' 


(‘)t£use^  Ame  ”1 

* S * V . * 
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T'abhiM  lUi  calcul  des  parties  de' la  méridienne  de  Saint^Jean- 


••  "• 

' • 

« 

s* 

TfttAKCtX» 

» .1. 

1 

aaotu 

OaoM* 

• 

LM.  COlEa 

dvoaA  * 

oa  ttttfc*. 

KACS» 

Aircifc» 

■wyvM. 

I4IC.  iKCa. 

* A #J 

cdTcl 
^ «étrM 

ta  w»««. 

Fini  d#  U pe^ktediciU. 
do  ^foDtjou;  A. 

&int-/^n r....  B. 

\lonijody C. 

< 

90^  0'  o” 
Ü9. 

• 

4.8G,.j88J 
• ■ • • > » < 

• "f 

«<J*5ÿ58'.Si 

■ao.4^i},48 

# 

9.9^1» 

g.5S»iT/a 

4.8Gm>SS3 

4.S^i;4!)» 

4.^i2j4^j 

î:337Î19 

i»aK^33 

l'icU  do  U pwpendicul. 
dr  MonUIa  («Q. 

ÿ»».  0.  0 

*■  * 

Î9»39«9 

». 

* i é 

8r).5o.56,6i 

iT 

4.gS53g8s 

' -% 

Salnt-Jftan 

5o-*>a4.39 

10,17 

,00 

9i887%5o 

MontÎKa,  

• 

1 » ,-j 

*9*54.^ 

• 

do  ia  perpondieol . 
do  MoauU  (jr'J 

...4 

4.8Sg;ii8 

lô  IS 

'j7.i6.o5,a5 

»v?»,97 

1^.35.14^ 

§ttâriioi68 

9.04^07^4 

9.rK>JfJ873 

4.8597118 
4 8i-*î<%4 

s.iiiisft» 

• 

• v*v 

•4  . • 

MoDUia 

■ 

a.  . T. 

...J.... 

• • 

Ncouct  r. , , , . * 

l'iaji  do  la'perpeiulic.  (m'^ 
Doaiert*.  ^ , 

• 

7».^.  ift,39 

S.io^Baa 



4s,r« 

44.31.a7.j6 

di. 43. 31,79 

73.4',. 38.85 

4 

9.84.38189 

9.9488186 

9.),-8u»h.0 

3.1  *.3383» 
S.3Uî34yy 
s.'i^5449 

»»3j4.44, 

8*6;9.4a 

, , 

^ied  df4>  perpot»d^.(M') 
Pitftidr  la  i>crpéndi«t(ni') 

^ ./.i 

(b. 43  5a ,3a 

•* 

lO.cy 

Sÿ-5i)-5t4î 

Gj..J3.44,7<* 
■yj,  d>.30,8i> 

" } 

0 iJijS. 1033629 

y-9i66iS5  5 orffli^ 
).  üttiuT^i  4f7(t4^83 

...i... 

■ • T ■ 

IMaierio 

•- 

■'-f' 

39838,98 

• 

Hiad  da  la  iiorpendic-.  (m*) 


4»* f” 

A . 

5.o.Vaai4»7 

•'  1 

Ja,9i 

89.59  49.0J 
44.31,33,91 
4S.a8.38,uO 

0.. , .w ... 

(>.8436607  5. u53i  107, 
J 8S3(>7  i5  1 5 .o59|a*j5 

% * 1 % ♦ 

,i>ô«iorlo 

41. 38.49.»} 

• 



5|83o,rio 

' , ■ i 

■ 

• 

Pa^  parUet..-.  ëUG&j.^S 

^ ci'doiaua.  dii^lemcnl.  ^iBMà39.43 

• 

\ 

■a 

(x) A. 

N.i  iiiJ  n. 

+i*Si'43'«8 

4V'*  ••  • 

S9.5Î>.5],4o 

i.g«4aÿ!4 

•ÿ-;» 

44«ii'4î'«» 

75.37.3a. 73 
59S?.53,|» 

)).845864J 

9.9881  SiB 
9*nS68fl|2 

1.7639981 
1 •900954 

1.884978» 

4i.ifî 

76  37  «,7> 
ai. 43, a- 

# à 

7^.87. i8,o5 
•tt1.34Al.5S 
ai.SOlSfS. 

jajtijgS 

’j.gtPim 

<J-AJ5i5o5 

5.*»Sit,aÿ'55343.U 
5 . 0 >9og3i'  5552C)  ,3 

4.ni9ü74i,pi3j9 

* • ‘ ' 

Nwud  (x^. ,x. 
MongA.f., 

11 ,3o 

f-L 

do  la  ^pt^iliaol. 
do  Fc^m|ui«ra^^), . 
Nonid 

«‘y-. 

a 

4^auîÔ547 

• • 

a 

0,tKI 

*.  « 

• < 

91^  0.  0,00 

• .....,..  4. «13947 

•■*^‘<>99'4- ")!r<>46 
«J.iartijÿiljjaÉiig 

6127.2- 

1084.13 
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Bécapitulaiion  des  parties  de  la  méridienne , ca\c\x\ée&  depuis  la  per- 
pendiculaire de  Montjouy  jusqu’à  celle^de  Formentera  : 

i3a53f,33 

^ 29454  ,02 

* 88659  .4» 

36  ,74 
. ai34a  ,97 

1084  >i5 

De  la  perpendiculaire  de 

Montjouy  à celle  de  J i5383o  ,63 
Formentera 


Calcul  des  réductions  au  parallèle  de  Montjouy  et  à celui  de  Forraen  - 
tera , à l’aide  de  cette  formule 
• * 

■’ÿ  ' rfH  = i Y (8rt.  196) , 

dans  laquelle  j-  est  la  perpendiculaire  'du  point  dont  la  latitude  = H 
et  la  normale  exprimée  en  mètres  = N. 


H = 46*196;  log  N = 6.8o5a3o3;  log  = 4-83a7493.  ' 


De  là 


log  = a. 5089675  en  mèt. 
log  oonst.  ’ 9.7101800 


; 


2®^  Formenteraî 


2.2141476  en  to».  rfH  ==^  163^,73. 


H = 42*19626;  log  N = 6.8o5i652;  log  = 4- >997646. 

D.I4  ' i » • . •ag, 

m A 


log  </lt  = i.i965ioa;j^'teètr 
9.7101800 


T, 


0.906690a  en  tois.  dû  = 


49 
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Ainsi  en  déÉnitive,  on  a trouvé  ci-dessus  : 

i5383oT,63 

ôtant  (163,73  — 8,07)  = i55  ,66 

il  reste  pour  la  distance 
méridienne  deMontjouy 

à Formentera 153674’^, 97 

Selon  laCouim.  du  Bureau 

des  Longitudes  de  1808.  i536o5  ,17  ' 

Erreur 6g  ,80. 

Si  razimut  de  départ  à Montjouy  était,  selon  Delatnhrc , de... 
207‘’3g'57",5,  c’est-à-dire  de  5",5  plus  fort  que  je  ne  Tai  supposé 
d’après  Méchain,  la  correction  de  latitude  à Formentera  serait  de 
— o",o455  sexagésimale  [formide  (m')  de  Tart.  204] , ou  de  o''^,7a;  et 
alors  la  distance  méridienne  ci-dessus  serait  réduite  à 1 53674’’^, aS, 
comme  je  l’ai  trouvée  en  premier  lieti  à deux  dixièmes  de  toise  près 
par  la  méthode  de  Delanibre,  mais  en  partant  de  l’azimut  de  Ik-lle- 
Assise  sur  l’horizon  du  Panthéon  {^Description  géom.  de  la  France, 
tom.  II,  page  37).  On  peut  donc  s’en  tenir  définitivement  au  nombre 
153674  toises. 

Les  méthodes  de  rectification  précédentes  reposent  sur  la  supposition 
que  tous  les  méridiens  qui  traversent  l’espace  occupé  par  le  réseau  de 
triangles  appartiennent  au  même  ellipsoïde  de  révolufion,  et  voilà 
pourquoi , en  effectuant  le  tléveloppement  de  l’arc  du  méridien  de 
Saint-Jean , on  élude  si  facilement  les  difficultés  que  présenterait  le 
procédé  de  I..egcndre,  si  on  voulait  l’appliquer  comme  dans  le  cas 
où  les  triangles  s’écartent  très-peu  de  l’arc  à rectifier  rréllement.  Il 
aurait  pu  se  faire,  cependant,  que  la  longueur  cherchée  se  fût  trouvée 
un  peu  différente  de  celle  calculée  ci-dessus,  si  les  localités  eussent 
|iermis  de  prolonger  directement  la  chaîne  méridienne  de  Dunkerque 
jusqu’à  nie  d’Iviza. 

202.  Il  est  des  géomètres  qui  emploient,  pour  rectifier  un  arc  de 
méridien,  la  méthode  des  perpendiculaires  exposée  à l’art.  16i,  mais 
que  l’on  rend  plus  exacte  et  plus  générale  ainsi  qu’il  suit  : 

Soient  MM'  {Jig.  4a)  un  côté  K do  la  chaîne  des  triangles,  et  AX 
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LIVRE  TROISIÈME.  38; 

la  méridienne  dont  on  cherche  la  longueur.  Si,  par  les  points  M,  M', 
on  conçoit  deux  arcs  de  grand  ceixle  OM,  OM'  perpendici4Cûrw.^ 
en  P,  P'^à  la  méridienne  AX,  cés  arcs  se  rencontreront  en  iinpoSti^O 
qui  seraîe  pôle  de  l’arc  PP'  qu’on  a en  vue  de  calculer.  O»,  en  dési-^ 
gnant  les  coordonnées  AP,  PM  par  x,  j-;  celles  AP',  P'M'  par  «'.jr'TTv- 
les  latitudes  de  M,  M'  par  H,  H',  et  leurs  longitudes  par  P,  R'i  enfin 
la  normale  au  point  M par  N ; l’amplitude  de  l’ordonnée  du^pc^it  M , 
s’obtiendra  à l’aide  de  la  formule  ^ . iT 


(i)  sin  ^ = cos  H ain P, 


Y 

formé 


■ .Jf . V V 

qui  dé-ive  de  la  propriété  du  trittnglvipliérique  rectangle  pPM 
par  le>  deu*  méridiens  pP,  pM  et  par  l’ordonnée  circulaire  PM. 

Si  ^ôn  déiipte  l’azimut  PMp  par  Ç,  ce  même  triangle  donnera 

(a)  ■ cotÇ  = sinH  tangP, 

et  loo*  — Ç sera  en  M la  convergence  6 dn  méridien  PM  ^r  rapport  à 
l’axe  pX  des  abscisses  ; ainsi  (art.  i96)  ' 

J 5=100“  — Ç=_ytangH,  ^ 

en  supposant exprimé  en  minutes  ou  en  secondes.  • ' '' 

De  plus,*  l’azimut  du  côté  MM'  sur  l’horizon  de  M est  connu;  re- 
présentons*le  pa^Z,  comme  à l’ordinaire;  alors  l’angle  OMM'  sera  égal 
à ^ — Z.  D’aiü|M^jan  considérant  les  deux  ares  OP,  OF  comme  deux 
méridiens,  ler4jn|i||ées  seront , par  rapport  à eux,  les  latitude.s 
<le  M,  M’;  e^^ilBime  danséle  triangle  sphérique  OMM'  le  côté  MM'=K 
est  tré^petit,itJ^|igMd  des  deux  autres,  on  aura,  en  vertu  des  formules 
en  faisant  aoo"  — Ç -t-  ■ Z = V,  poui^idbréger, 

► t N|  «SJ*’  ^ 

f = J — KcosV  — } ^ sin'Vtangj-; 
cToâ  l’on  déduira 

PF  = X'  — X. 

49-. 
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Il  suit  delà  que,  si  l’on  connaît  x,  ^en  mètres,  on  aura  par  ces  for- 
mules , x',  y.  en  même  mesHre;’mais  en  partant  de  l’origine  A de  la 
méridienne,  les  coordonnées  x,_7-  sont  milles. 

Remarque/,  qu’il  n'est  pas  necessaire  que  la  formule  (i)soit  évaluée 
avec  une  extrême  précision,  en  tant  qu’il  n’est  question  que'  d'avoir 
les  différences  x*  — x et  — jr\  mais  qu’il  faut  que  les  angles  Ç et 
soient  gi'-néralement  déterminés  à chaque  point  à projeter;  ainsi 
l’on  doit  avant  tout  connaître  les  positions  géograjiliiques  de  ces  mêmes 
points.  Si  ce|)eiKlant  le  réseau  trigonométriqiic  était  travers*;  par  la 
méridienne,  on  pourrait,  sans  inconvénient,  déduire  les  azimuts 
Z de  la  supposition  du  parallélisme  des  méridiens  (art.  1G4'<  et  &ir<- 
simplement  V = loo  + Z.  C’est  ainsi  queDelambrc  a opé-ré  depuis 
Dunkerque  jusqu'à  Montjouy  (5iue  du  Système  métrique,  t.  111,  p.  4 »- 
Toutefois  ce  serait  mal  interpréter  sa  formule  que  de  l'employer  dans 
cette  liy]K>thèse , s’il  s'agissait  de  projeter  des  côtés  éln^iés  de  la  mé- 
ridienne. La  preuve  en  est  dans  l’erreur  qui  avait  été  commise  en  i8o8 
a par  la  Commission  du  Bureau  des  Ixmgitudes,  en  procédant  de  la  sorte 
et  sans  examen  préalable , dans  la  recherche  de  la  distance  méridienne 
comprise  entre  les  parallèles  de  Montjouy  et  de  Formentera;  ainsi 
<|ue  nous  l'apprend  le  rapport  très-circonstancié  que  M.  I.ai^eteau  a fait 
au  nom  de  la  nouvelle  Commission  de  1841,  qui  a examiné  à fond  la 
question  actuelle.  (Voyez  Addit.  à la  Conn.  des  Temps  pour  i844> 
page  I a3.) 

.\u  surplus,  quoique  la  série  (J?')  soit  théoriquement  exacte,  elle  est 
très-longue  à évaluer,  à cause  des  éléments  subsidiaires  dont  elle  si- 
compose.  Di.sons  ce|>endant  qu’en  choisi.ssant  convenablement  pour 
axes  des  abscisses,  dans  la  longueur  d'une  cbaine  de  triangles  telle  que 
celle  d’Espagne  i PI.  X),  un  ou  deux  méridiens  auxiliaires,  et  détermi- 
nant sur  chacun  les  arcs  partiels  correspondants,  à l’aiile  île  la  projec- 
tion orthogonale,  la  formule(,6')  pourrait  s'appliquer  à la  manière  de 
Dclambre,  et  alors  les  calculs  seraient  beaucoup  plus  simples. 

Bornons-nous,  maintenant,  à corroborer  par  un  exemple  la  re- 
marque relative  à celte  série  (jS'),  appliquée  dans  le  cas  le  plus  général; 
c'est-à-dire  projetons  orlbogonalcment  la  distance  de  Formentera  à 
Cainpvey  sur  le  méridien  de  Dunkerque. 
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T.atitude  de  Foiwentera.  H = 4a‘%f)6î6,46 

Longitudeouestcomptée  dé  ce  méridien  P ,=:  o ,9364,09 

Latitude  de  Campvey H'  = 43  ,4oo3,4o 

Longitude  ouest . . P,  «1  /“IU378, 90 

log  distance  de  ces  deux  stations,  ou  log  K,  s=  4-6673346  en  meti-es. 
Azimut  de  Catnpvey  à Formentera.  . . Z 178'’, 0796,2 

A cette  Mation = 6.8o5i65a  en  mètres. 

ACan^ëy logN'  = 6.8061740 


Appelons  en  outre  y et  y les  perpendiculaires  abaissées  de  H et  H' 
sur  lu  méridien  de  Dunkerque,  et  Ton  aura,  en  vertu  de  ces  valeurs, 
par  lifermule(t),  «• 


é 


logjr  = 3.863g67© 
sin  r = 4*1961 19g 


= 8.0601169 
l<^N  = 6.61 6346a 


= 4-5764621 
Le  même  procédé  conduira  à.  . 


.73"*, 34; 


en  parties  de  l’unité, 
log  normale  en  toises. 


■éitieira* 

. *-'dt 

V 


en  toises,  y = 376a3’',7 

....  y = 45466 ,6 


Évaluant  la  farmule  (a),  en  partant  de  Fermentera,  il  viendra 

log  tang(ioo  - Ç)  = 7.963374,  dU>ù  100  - Ç = 585o’,83  = 6 ; 

et  pour  connaître  l’azimut  V du  c6lé  K sur  la  perpendiculaire  y ^cet 
azimut  étant  compté  du  sud  à l’ouest,  en  regardant  le  point  de  con- 
cours des  deux  perpendiculaires  j,^'  comme  le  pôle  de  la  sphère),  on 
aura  V = 100“  + Z -+- S ; partant, 

Z=i78%o796,2  sinV  = oos(Z-t-e) 

100  + g = 100  ,685o,8  cosV  =— sin  (Z-+-g).  ■r'yy 


V = 278  ,6646,0; 


3ç)o  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE, 

f nsiiite  la  formule  (|5')  donnera 


i"  icrmiî. 


a*  lerme. 


log  K.  = 4*6673346 
sin  V = 9.9751404  — 
c.cosj'  = a86 

4 .64a5o36 

9.7101800 

log  terme  = 4 -3526836  — 

i"  terme  aa5a5^,79 
a*.  ...  o ,6a 

x' — X = aaSa6  ,4i 


logK»  = 9 33467  - 
sinV  = 9.97514  — 
cos  V = 9.51715  — 
tangjr  = 8.06006 
c.  log_7-  = 3 

c.  logN  = 3. 19484 

0.08189 
log  a*  terme  = 9.79307  — 


% 

La  Pictance  des  perpendiculaires  jr,  j'  oiesurée  sur  le  méridien  de 
est  donc  de  aa5a6^,4i.  Quwt  à celle  des  parallèles  des 
■Üipprs  extrémités  du  coté  K.,  évaluée  par  notre  formule  (a'),  elle  est 
de  aa443^,42  : w,  en  calculant  les  réduebons  à ces  parallèles,  au  moyen 

dk  leur  expression  générale  tang  II , on  a 


pour^T',  qui  est  plus  au  sud,  réduct.  = + 172^,88 
pour  y \ qui  est  plus  au  nord,  réduct.  = — a56  ,oa 

réduct.  totale  — 83  ,l4 
inaisx'  — X = aa5a6  ,4i 


' donc,  distante  méridienne  = aa443  ',a7; 

donc  les  deux  méthodes  conduimkl  même  résultat,  mais  cette  der- 
nière est  incomparablement  plue  longue. 

1205.  Le  calcul  d’un  arc  de  parallèle  s’efifectue  par  un  procédé  tout 
semblable  à celui  dont  il  a été  question  dans  l’art.  201. 

-Supposons  que  K*,...  soient,  à partir  de  la  méridienne  princi- 

pale, les  côtés  conséimtiis  d’un  réseau  trigonométrique  allant  de  Test 
à Teiust,  par  exemple,  et,  par  les  extrémités  de  ces  côtés,  concevons 
des  méridiens  : ceux-ci  intercepteront  sur  un  même  parallèle  à Téqua- 
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leur  terrestre  des  parties  qu’il  s'agira  de  calculer.  Or  si|  '•ÿrés  avoir 
déterminé  assez  exactepiallC  les  positions  géographiques  das  sommets 
des  tri^ijiea,  on  désigne, par  H'  la  latitude  dt^rw^T^ité  de  K la'plu.s 
éloignlew  la  méridienne  principale  ; par  N'  la  jddtip^e  en  ce  point , 
par  la  latitude  du  parall^  dont  on  veut  avô!r-la  Jongueur,  et  par 
N„  la  normale  à cette  latitude;  on  aura,  relativement  au  côté  K , ei 
pour  la  partie  P„  de  parallèle  clierchée,  ^ 

»R»  Iv  . „ -I  lOsin*  , K’sin^  V 

nr  *■"  ;• 


p™  = 


>■'  COS  H' 


Dans  cette  formule  très-simple,  qui  provient  du  dévelcippement  en  sé- 
rie de  sin  P = et  de  ce  principe , savoir  : que  les  artS»  sem  - 

blabics  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons , on  a 


N'=- 


(i  — r*«in’H')> 


N„=- 


( I — e*sin*H,)T 


:art.  167); 


Z étant  toujours  Taziraiit  de  K.  sur  l’horizon  de  son  origine , et  compté 
du  sud  à l'ouest. 

Pour  chaque  côté  R,  on  aura  une  équation  semblable  ou  une  valeur 
de  P„;  si  donc  FI  dénote  la  longueur  du  parallèle  à la  latitude  H„, , 
on  aura 

n =p„-i-p:-i-p:-t-... 

Ainsi,  partant  de  la  méridienne  principale  pour  se  rendre  à l’extrémité 
de  l’arc  à mesurer,  on  obtiendra,  à l’aide  de  deux  systèmes  de  lignes 
telles  que  K,  R',  R",...,  deux  valeurs  de  H , lesquelles  se  serviront  de 
preuve  mutuellement,  et  si  elles  ne  diffèrent  entre  elles  que  d’une  ti-ès- 
]>etite  quanbté,  la  moyenne  arithmétique  sera  le  résultat  définitif.  Ce 
moyen , analogue  à celui  que  Delambre  a employé  pour  calculer  l’arc 
du  méridien  depuis  Dunkerque  jusqu’à  Uarcelonne^n»'très-conimo«le 
dans  la  pratique , si  l’on  a soin  de  Ibnner  d’.ivaBce  une.Aable  des  di- 
valeurs  du  logarithme  de  la  normale,  d'après  la  connaissance 
^ approchée  de  l’aplatissement  de  la  Terre;  parce  qu’il  n’y  a d'autre 
pn^autio»  à avoir  que  celle  qui  est  relative  aux  signes  algébriques 
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Supposant  les  mêmes  données,  et  la  meme  notation  qu’à  l’art.  198, 
ou  ileinande  l’arc  du  parallèle  compris  entre  les  méridiens  du  Pan- 
théon et  de  Dammartin , et  dont  la  latitude  = 54*? 


1,’arc  cherché  P„  est  affecté  du  signe  négatif,  comme  étant  situé  à l’est 
du  méridien  du  point  de  départ  du  Panthéon;  il  serait  positif,  s’il  était 
situé  à l'ouest  du  même  jjoint. 

Cette  méthode  dispense  d’évahier  les  longitudes  de  tous  les  sommets 
des  triangles,  ce  qui  est  un  avantage;  mais  si  l’on  faisait  précisément 
le  ( ontraire  pour  *e  procurer  un  moyen  de  vérification  et  s’assurer  si  les 


On  a H = 54*,374a55,  H'  = S4*,5o5i36, 


et  la  table  IV  donne 

logTf'  = 6,8o54i8a,  logN„  x=  6,8o54o73; 

i 

de  là,  et  en  vertu  de  la  formule  (B)  ci-dessus  : 


logN„  = 6,8054073 
c.  logN'  = 3,1945818 


1»*^  terme. 


2*  terme. 

log  facteur  =,  — 


3 log  K = 3,57491 


log  cos  H,,  = 9,8204063 
c.  log  cos  H'  = 0,1 835338 

log  facteur  = 0,0039292 


c.log6  = 9,22185 
2C.log  N'  = 6,38916 


l.sinZ  = 9,85883  — 


log  K = 4,5249711 
I.  sin  Z = 9,85883o6  — 


log  2' terme  = 9,04868  + 


log  1"  terme  = 4 3877309  — 


3*  terni*. 


1"  terme  — 244 19'",  167 

* ...  ^ 0,11a 


Rêettpi  tulati  on . 


log  2'  terme  = 9,04868  — 
2 log  sin  Z = 9,71766 


2c.  log  cos  H'.  — 0,36706 


O ,i36 


log  3*  terme  = 9, 1 334o  — 


P„  =—  24419  ’'9' 
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dét^rminaticftig  astronomiques  s’^ordent  avecles  résultatsgéodésiques, 
lés  différences  en  longitude  dP  des  extrémités  des  côtés  consécutifs  K, 
K',  K','.!  .,qiüseraient  alors  données  chacunejtar  la  formule  (R,  art.  190,, 
feraient  également  bien  connaître  le  développement  de  l’arc  total  B ou 
de  l’une  de  ses  portions,  puisqu’on  aurait  en  général 


B = 


ïBô»’ 


et  en  particulier 


P cos  H. 

(I  — «•«n-H.)*’ 


dB  = 


otPcèsIiaBni" 
(i  — e*»in*H,)'r 


n désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , P étant  expri- 
mé en  unités  de  degré  sexagésimal,  et  dP  en  secondes  de  degré,  ou 
bien  changeant  180”  en  aoo'’  si  P est  donné  en  grades.  Mais  fl  faudrait 
néce^irement  calculer  les  amplitudes  partielles  dP,  dP',...  avec  une 
t^j^gfandtf’ptécisioQ  pour  avoir  P à un  dixiéiqede.seconde  centésimale 
jjfrès.  Il  faudrait  en  . outre  employer.poura,  e’  leurs  valeurs  numériques 
adoptées  (tans  le  calcul  des  i^P  ; parce  que,  comme  nous  l’avons  d(^à 
dit , il  est  d’autant  plu#  important  de  conserver  le  même  aplatissen^t 
dans  tous  ces  calcula,  que  œt  élément  a généralement  une  influence 
assez  sensible  sur  les  positions  géographiques  des  sommets  Ses  triangles. 

On  remarquera  que  par  ce  mode  de  développement,  l’arc  de  panfl- 
lele  est  supposé  tine  courbe  plane,  ce  qui  pourrait  faire  craindre  que 
l’on  n’eflt  pas  sa  véritable  longueur  sur  le  sphéroïde  irrégulfer  auquel 
appartient  le  réseau  de  triangles.  Pour  suivre  alors  cette  ligne.'dans 
tout  son  cours , et  mesurer  son  écart  du  paralléle^correspondant  sur 
l'ellipsoïde  de  révolution,  il  faudrait  que  l’on  eût  observé  exactement 
quelques  latitudes  intermédiaires,  et  c’est  ce  que  nous  enseignerons  dws 
le  second  volume.  La  mesure  d’un  arc  du  parallèle  moyen  en  France 
a été,souiqise  à ce  procédé. 


•t' 
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^CHAPITRE  XVII. 

FonUULES  DIFFÉRENTIELLES  SERTÀITT  A.  CORRIGER  LES  POSITIONS  GFO- 
«RAPHIQDES  PROVISOIRES  I>F.S’POINTS  PRINCIPAUX  d’l'NE  CAIItE,  ET 
APPLICATION  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS  AUX  OPÉRATIONS  GÉODÉ- 
SIQUES.  . . 


204..1>es  éléments  des  calculs  d’un  grand  canevas  trigonométrique 
sont  si  nombreux,  et  les  opérations  qui  en  procurent  les  valeurs  exactes 
demandent  tant  d’attention , qu’on  est  quelquefois  obligé  de  faire  subir 
aux  données  de  départ  reconnues  fautives,  de  légères  corrections  qui 
influent  plus  ou  moins  sur  les  positions  géographiques  déjà  calculées. 
Il  est  donc  important  de  rechercher  quelles  sont,  en  général,  li*s  rela- 
tions qui  existent  entre  les  quantités  susceptibles  de  varier  jiar  suite  de 
leur  mutuelle  dépendance;  afin  que  si  quelques-unes  d’elles  doivent 
être  rectifiées,  on  puisse  corriger  toutes  les  aiik-es  de  la  manière  la 
pins  simple  et  la  plus  directe.  La  méthode  analytique  que  nous  allons 
exposer  conduit  précisément  a ce  but. 

.Supjxisons  d’abord  que  les  latitudes  et  longitudes  de  tous  les  points 
principaux  d’un  réseau  trigonométrique  aient  été  calculées  h l’aide  d’un 
azimut  provisoire  ; il  s’agit  de  faire  à ces  latitudes  et  longitudes  les  cor- 
rections dues  à l’erreur  commise  sur  cet  azimut,  sans  recourir  pour 
cela  aux  formules  de  l’art.  19S,  ni  à d’autres  qui  pourraient  remplir 
le  même  but. 

Comme  les  distances  entre  les  points  trigonométriques  sont  censées 
avoir  été  déterminées  exactement,  la  nouvelle  orientation  s’effectue  sur- 
le<hàinp,  en  faisant  tourner  tout  le  réseau  autour  du  point  où  l’on  a 
observé  l’azimut,  d’une”^ quantité  angulaire  égale  à la  dilTérence  de  l’a- 
zimut vrai  à l’azimut  approché.  En  effet,  soient  A (_/ig.  éj3)lelieu  del’ob- 
servation , B un  sommet  'quelconque  de  triangle , et  C ^le  pôle  de  la 
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Terr»que  l’on  peut  supposer  sp^rique  dans  cette  circonstance.  Si , en 
vertu  de  la  «variation  observée  dan»  l’angle  BAC , le  point  B doit  être 
transporté  en  B',  tou(,autre  point  b lié  invariablement  au  premier  sera  , 
par  suite  du  moiivemèfit  commun  autouf  de  A , transporté  en  b'  ; et 
l’angle  bkb'j  qui  es^ë^  à BAB',‘  sera  la  variation  d’azimut,  variation 
que  nous  su]5|>oserons  de  quelques  secondes  seulement.  1^' question, 
envisagée  sous  ce  point  de  vue , est  donc  ramenée  à la  recherche  des 
équations  difiérentiellcs  d'un  triangle  sphérique  dans  lequel  un  angle 
est  variable  et  les  deux  côtés  qui  le  comprennent  sont  constants 
Soient  ABC  ce  triangle , $ta,  b,  c les  côtés  opposés  aux  angles  de 
inéines  dénominatioiû;  on  aura 

, cosa  = cosô  cosc -t- sinôsinc  cos  A,  (i) 

cos  c =£  cosa  cosô -t- sina  sin  ô cosC,  (a) 

sin  A sin  c = sin  a sin  C.  (3) 

- * ' 

Si  l’on  différencie  les  deux  premières  équations,  en  faisant  varier  A , 
a et  C,  et  regardant  b,  c comme  constants,  on  aura 


' sin  O = t/A  sin  A sin  ô sine, 

o.=  — fia  sin  R cos  b da  cos  r sin  ô cos  C — t/CsinCsin  a sin  b. 


. I • sinofinC 

Mais  de  la  troisième  équation  1 on  tire  sin  c = ■■  : mettant  cette 

valeur  dans  la  première  équation  différentielle  ^ on  obtient 

• • ■ • . 

. • </r  = <fAsinô  sinC;  (;n) 

et  introduisant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on  a 

<fC=— cosô(i — cotRtangôcosC)r/A.  (r) 

• i.  • 

Soient  maintenant  Ilia  latitude  vraie  du  pointA;  H'  la  latitude  appro- 
chée du  point  B;  Z l’azimut  approché  du  côté  BA , observé  sur  l’horizon 
de  K , et  compté  du  sud  à l’ouest  depuis  o jusqu’à  4oo»;  enfin  P'  la 
différence  approchée  des  longitudes  des  points  A et  B:  les  formules  de 
correction  (m)et  (n),  relatives  à la  variation  d’azimut  de  départ,  seront 

* 5o.. 


• • 
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res])ectivcment. 

= cosHsinP'rfZ,  (m') 

rfP'  = sin  H (i—  tangH'cotlI  cos  P')  rfZ;  («') 


puisqu’ en  supposant  comme  de  coutume  Z < loo^'  on  a nccessairenieiit 
da  = — rfir,  dk  = — dZetdC  = dV. 

Si,  au  lieu  de  la  longitude  P',  qui  pourrait  ^tre  inconnue , l’on  voulait 
employer  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B sur  le  méridien  de  A, 
on  aurait  évidemment 


sin  G = 


iinx 
sin  a 


OU  sinP'  = 


smy 
cos  H'  ’ 


et  alors  l’équation  différentielle  (m')  se  changerait  en  celle-ci  : 


-,  rfH' = — sin  r.r/Z.  , fm")  . 

Il  résulte  de  là,  que 

latitude  vraie  du  point  fi  = H'  -t-  rfH'. 
différence  de  longitude  des  points  A et  B = H'  -t-  dP'.  ^ 

J’observerai  que  la  variation  d’azimut  dZ  doit  être  prise  avec  son  sigiie, 
et  que  Z doit,  dans  ce  cas  particulier,  se  compter  du  sud  à l'est,  si  l’on 
ne  veut  pas  faire^  ou  P'  négatif. 

On  concevra  encore  mieux  l’utilité  de  ces  formules  en  résolvant 
quelques-unes  des  questions  qui  se  présentent  naturellement  dans  la 
mesure  d’une  ligne  géodésique.  Si,  par  exemple,  ou  voulait  savoir 
quelle  est  l’influence  qu’une  erreur  sur  l’azimut  de  départ  j>eut  avoir* 
sur  la  longueur  d’un  aae  de  parallèle  , la  fornnde  différentielle  (n')  .se- 
rait propre  à faire  apprécier  cette  influence.  Soit  donc 

= sin  H(,j  (i  — tang  H(„;  cot  cos  P(,q)  dZ, 

•r ‘ ' 

étant  la  latitude  du  point  de  départ  ou  de  l’origine  de  l’arc  me- 
sur<!,  dZ  Terreur  de  Tazimut  en  ce  point,  Il(„)  la  latitude  de  l’autre 
extrémité  du  réseau  qui  mesure  Tare  dont  il  s’agit,  P(»)  la  différence 
des  longitudes  de  ces  points  extrêmes,  et  dP^,■)  Terreur  sur  cette  • 
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dilKrence  des  longitudes  produite  par  celle  de  l’azimut. 

Pour  applicatfoD  , supposons 

d'L  = ao",  M,„  = 44°3o',  H,„  = 45®,  et  P,.,  = 5®; 
on  aura  par  les  logarithmes 


3p7 


logrfZ  = i,aoio3o* 

^ logsin H,.,  = 9.64566a 

Iug</Zsinli,,)  = 1.04669a  = H-  I i",i35 


1.  tang  H (.,  = O 000000  . ^ t 

1.  cot  H,,,  = 0.007580 
1.  cosP,.,  = 7.998344 

i.o5a6j6  = — ii",a88 
Erreur  cherchée,  rfP(.)  = — o",i53. 

A la  latitude  de  45®,  la  longueur  du  degré  du  parallèle  =78800“*,  a 
fort  peu  près;  ainsi  un  arc  d’une  seconde  est  de  ai", 89.  Donc  l’erreur 
sur  l’arc  de  parallèle  qui. aurait  une  amplitude  de  5®,  serait  seulement, 
abstraction  faite  du  signé,  de  3“,a8  = ai “,89  x o",i5,  en  supposant , 
contre  toute  .vraisemblance , que  l’aziraut  4è  départ  ne  fût  connu 
qu’à  ao'  près.  (’.ette  erreur  ne'* serait  donc  d’^jjjcane  conséquence,  et 
•d’ailleuri  elle  serait  absolument  insensible,  si  l«^ opérations  géodésiques 
étaient  faites  avec  le  soin  et  l’exactitudè  qid  caractérisent  "celles  relatives 
à la  carte  de  France. 

correction  de  latitude  à l’extrémité  du  «'“seau  de  triangles,  résul- 
tante d'une  erreur  dans  l’azimut  de  départ , sera  donnée  par  la  formule 
suivante , savoir  : '' 

= cos  H(.,  sin  P(.,  t/Z.*  > 

Soient  I comme  ci-cles5us,  . « ® 

• P(.)  ^ H(.,  = 44® 3o'  et  rfZ  = ao"; 


on  aura 


logcoSH,',,  = 9.853a4 
1.  sin  P^.,  = 8.94080 
log  d'L  ='i.aoio3 


'•*'  9-99457  = o',9875. 
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Ainsi  l’erreur  sur  la  latitude  géodésique  de  l’extrémité  de  la  chaîne 
serait  au  plus  de  i"  de  degré.--  , ‘ 

Enfin  la  longueur  du  parallèle  mesuré  n’éprouverait  de  même  aucune 
correction  sensible,  la  latitude 'de  départ  ne  fût-elle  connjie  qu’à  trois 
ou  quatre  secondes  prés.  , 

iCherclft)ns  en  outre  la  variation  d'un  azimut  quelconque  pris 
sur  l’horizon  du  point  à rectifier  et  déduit  du  premier. 

Soient  toujours  f>,  c,  les  deux  côtés  constants,  etjA  l'angle  variable 
du  triangle  sphérique  ABC;  tJA  la  variation  de  l’azimut  de  départ,  et 
f/B  celle  de  l’azimut  au  point  B : on  parviendra  à trouver  le  rapport 
(le  f/A  à f/B,  en  différentiant  l'équation 

’cos  A = cos  a cos  c + sin  a sin  c cosB  ; 

« 

opération  qui  donne  d’abord , après  avoir  mis  à la  place  de  sin  c cos  B, 
sa  valeur  déduite  de  cette  même  équation , 

, /cosc  — cosa  C05é\  . . - i.  jr. 

da  ( : 1 -t-  sm  a sin  c sin  B aB  = o ; 

\ 81D«  / 

puis  réduisant,  on  a 

tia  cosC -1- sinn  sinC  = O. 

Mais  da  = rf.A  sin  b sin  C;  par  conséquent 


dB  = -dA 


sinécosC 
sin  a 


Soient  donc  Z l’azitnut  pris  du  point  A et  compté  du  sud  à l'ouest,  Z' 
un  de  ceux  qui  ont  été  conclus  de  celui-ci  et  qui  se  trouvent  sur 
l’horizon  de  B;  on  aura,  en  vertu  de  cette  formule,  et  désignant  d’ail- 
leurs par  H , H’  les  latitudes  de  ces  deux  points , |)ar  P'  leur  dilTérence 
en  longitude. 


cojP’cosH.,_ 

rfZ'  = J- — rfZ, 

cos  H 


parce  que  Z et  Z'  croissent  ou  décroissent  en  même  temps.  Ainsi,  sans 
repasser  par  tous  les  azimuts  intermédia'ises , on  assignera  sur-le-champ 


Digitized  by  Google 


LIVRE  TROISIÈME.  399 

la  correction  à faire  à iin  azimut  quelconque,  par  suite  d’un  très-petit 
changement  survenu  dans  celui  de  départ. 

.Si  l’on  diflerencie  dans  la  même  hypothèse  l'équation  • 

sin  & sin  C = sin  B sine, 

on  aura 

de  sin  h cos  C = rfB  cos  fi  sin  e , ’ ■ 


rfB  = 

COS  B sin  c 


égalant  cette  valeur  à la  précédente,  on  trouve 


sin  c cosB 


— aoo‘, 


dC 

dk  sin  a ’ 

enfin , posant 

c = K , A = aoo*  — Z , B = Z' 

un  a 

t/P'  = - t/Z  sin  K 

Slll  11 

Telle  est  la  relation  entre  la  variation  d’azimut  de  départ  et  celle  de 
longitude  du  point  que  l’on  considère. 

206.  Examinons  maintenànt  le  cas  où  la  ladcade  et  la  longitude  du 
lieu  principal  d’une  carte  éprouvent  une  petite  correction , e^  cher- 
chons l’influence  de  ces  deux  corrections  "sur  les  positions  géogra- 
phiques (kr  toos  les  autres  points  du  réseau.  * 

D’abord^  est  évident  que  si  la  longitude  absolne  ç du  lieu  princi- 
pal A augmentait  d’une  quantité  quelconque  n,  les  longitiïdes  de 
tous  les  autres  points  du  réseau,  et  comptées  toujours  dans  le  même 
sens, ^augmenteraient  de  la  même  quantité.  Il  reste  dpnc  à faire  con- 
naître le  moyeu  de  corriger  tant  les  latitudes  et  les  longidïdes  de  ces 
mêmes  points,  que  les  asimuts  conclus , lorsqu’il  existe  seulement ime 
petite  variation  dans  ta  latitude  du  point  A. 

Pour'  cpt  eifet,  l’on  regardera  c , À comme  constants  dans  -le 
triangle  à cause  de  la  Fiction  • 

sin  A aine  ^ «in  a sin  C,  " 
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il  viendra,  en  différentiant,  . 

’V 

lanj»  C 

Opérant  de  même  sur  l’équation 

\ « 

^ oosa  = cos4  cosc  + sin  6 sine  cos  A , , 

on  .aura  d’abord 

sin  ada  = db  ( sin  b cos  c — cos  b sin  c cos  A ) , 

et  comme  le  facteur  du  second  membre  = sin  a cosC  (art.  Bi),  on 
aura  ensuite 


i») 


da  =■  dh  cqs  C; 


valeur  qui,  étant  égalée  à la  précédente,  donnera 

(a)  de.  = — rfisinCcotrt. 

L’équation 

cos  b = cosa  COSC  -t-  sin  a sin  c cos  B, 
traitée  de  la  même  manière,  devient  en  premier  lieu 

db  sin  i = da  sin  b cos  C + sin  a sin  c sin  B dB , , 

et  à cause  de  sine  sin  B = sin  C sin  i ,.  on  a 

</A  = r/a  cosC  + sina  sin  Cc/B  ; 

remplaçant  da  par  sa  valeur  <//>  cosC,  on  a enfin , après  réduction 
faite  , ’ , 

,3)  dB  = db’^. 

' ^ Sin  fl 

Maintenant,  si  l’on  introduit  dans  les  trois  équations  dilTérentielles 
les  notations'  géodésiques  déjà  admises , on  aura  généralement 

b — loo*  — H,  a = 400*  — H',  C = P',  r/B  = — </Z', 
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et  de  ce  que  H,  H',  P'  croissent  en  même  temps  que  Z'  diminue,  les 
trois  équations  citées  donneront  respectivement, 


Variation  en  latitude,  </H'  = rfH  cosP-', 

en  longitude,  rfP'  = rfll  sinP' tangH', 

en  azimut^ 


dV  = - r/H 

coiiV 


De  sorte  que 


la  latitude  exacte  du  point  B sera.  . . ' Il'  -t-  dW, 

sa  longitude  absolue  et  rectifiée.  . ......  y tj -t- P' -t-rfP', 

et  un  azimut  quelconque  sur  l’horizon  de  ce  ' 

point,  de  Z'  qu’il  était,  deviendra Z'  dX'. 

Si , dans  le  triangle  ABC , dont  nous  examinons  les  variations , le 
côté  b et  l’angle  A sont  considérés  comme  constants,  il  suffit,  pour 
obtenir  les  équations  différentielles  relatives  à ce  cas , de  changer  dans 
celles  (i),  (3),  (a)  précédentes,  les  A en  c et  les  c en  A;  on  a donc  immé- 
diatement 

da  = de  cos  B, 

‘ dC  = de 

ftiD  a' 

* ^ f/B  = — </c  an  B cotn. 

Or  en  faisant  c = K , B = Z'  — aoo»,  et  remarquant  que  H'  et  Z' 
diminuent  quand  le  côté  K augmente  (l’azimut  Z au  point  A étant  loii- 
joiirs  supposé  aigu);  ces  variations  seront  ’■ 


dW  = 
rfF  = 


(fK  cosZ', 
rfK  «“Z' 


cos  H" 

dL'  — — f/R  sin  Z'  tangll', 


et  résoudront  le  problème  où  il  s’agit  de  corriger  les  positions  géogra- 
phiques des  sommets  des  triangles,  en  vertu  d’un  changement  survenu 
dans  lalignegéodésiquede  départ.  Éclaircissons  ce  sujet  par  unexemple. 


S 
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' AppUca^on  numéritfuf. 

Le  canevas  trigonométrique  de  la  nouvelle  carte  de  France  offre 
une  belle  chaîne  de  triangles,  qui  s’étend  depuis  la  station  de  Bourges 
jusqu’à  celle  de  File  de  Noirmoutier,  et  qui  fait  partie  du  parallèle 
mesuré  par  M.  le  colonel  Corabœuf;  des  calculs  délinitifs  effectués  par 
cet  ancien  ingénieur-géographe,  l’ont  conduit  à reconnaître  que  toutes 
les  (xisilions  géographiques  de  ce  parallèle,  calculées  provisoirement  au 
Dépôt  de  la  Guerre,  devaient  être  corrigées  de  quelques  secondes, 
(tarce  qu’il  trouva  sur  la  position  de  Bourges  les  petites  discordances 
suivantes  : 

Par  les  calculs  provisoires,  latitude  de  Bourges.  H = 5a“  3i45',59 

Par  les  calculs  définitifs 5a  .3i44  3fi 

» — — - - 

Variation..  rfH  = — i ,a3 

Quant  à la  longitude  orientale  de  cette  station , elle  fut  trouvée  dans 
les  deux  cas  de P = — o‘o688",89; 

mais  l’aziimit  du  côté  Bourges-Dim-le-Roi,  servant  à l’orientation  des 
triangles  du  parallèle,  fut  trouvé 

provisoirement  de Z = 365.‘7634*,4o 

et  définitivement  de 365. 7615  ,00 

en  sorte  que  la  variation dZ  = — 19,40 

Il  fiit  reconnu  en  outre,  que  le  logarithme  d’une  distance  quelconque, 
évaluée  provisoirement  ch  mètres,  devait  être  augmenté  de  0.0000674. 
{Dcscriplion  géométrique  de  la  France,  tome  1,  page  aôg.) 

Maintenant , pour  obtenir  à priori  les  corrections  à faire  à la  latitude 
H'  et  à la  longitude  P'  d’un  point  quelconque  du  parallèle  dont  il  s’agit, 
ainsi  qu’à  l’azimut  Z'  sur  l’horizon  de  ce  point,  par  exemple,  à la  po- 
sition géographique  de  Noirmoutier  dont  les  calculs  provisoires  avaient 


donné 

latitude  de  Noirmoutier H'  = 5a*  3734*, 64 

longitude  ouest  de  Noirmoutier.  F ■=  + 5 .0868  ,33; 
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on  chercliera,  par  le  procédé  de  l’art.  199,  la  distance  K de  ce  point 
à Bourges,  et  l’angle  0 que  cette  distance  fait  avec  le  méridien  de  Noir- 
moiitier;  et  l’on  trouvera 


log  R = 5.5476707,  d’où  K = 35a9i5“,4  : 
ou  bien  en  grades , R = 3* Saga*. 

Déplus,  5 =96‘4758',  compté  du  nord  à l’est. 

Ajoutant  ensuite  à log  R le  log  constant  0.0000674,  on  obtiendra 
, log  R, '=  5. .5477381,  d’où  R,  = 35ag7o“,a. 

Partant , la  variation  de  S ou  S,  — S = </S  = 54",8  , 
et  en  secondes  de  grade , dS  = 5*, 48, 

Un  aura  en  outre,  pour  l’angle  G ou  7 des  deux  méridiens  <le  Bourges 
etde  Noirmoutier, 

f = 5‘iÿ57*,aa. 

Avec  ces  données  fondamentales  on  évaluera  très-facilement  les  trois 
correctioiis  suivantes,  qui  dérivent  des  équaùous  différentielles  démon- 
trées précédemment  (art.  204  et  205),  en  y changeant  P'  en  9 et  Z'  en 
aoo*  -4-  Q,  savoir  : 

(iorrection  de  latitude, 

* 

d\{‘  «=  sin  9 cos  H rfZ  -4-  cos  p r/H  — cos9  r/R  ; 

correction  de  longitude , 

. • J costunR  ,,,  . ... 

= ^!--dl.  -4- Min  O tang  H' r/H -4  „ 

CO»  H ” . ® CO»  H 

correction  d’azimut. 


”“Vt/R; 


d7J  = f/Il— sine  tangH'rfR. 

COS  U cos  B 

En  effet,  en  0]>érantave('  les  logarithmes  à cinq  décimales,  on  trouve 

« 

dW  = — i‘,o68  — i',aa6  — o’,3o3  = — 2*, 597; 

dV  = — o ,009  — I ,3 16  -h  8 ,02a  = -4-  6 ,697; 

nZ'  = — 19  ,3o5  -4-  O ,i46  — 5 ,867  = — a5  ,oa6. 

5i .. 
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Mais  par  les  calcula  provisoires  on  a eu  ^ 

Latitude  de  Noirmoutier. ^ ...  ''H'  =.  5a“  aa34*»<)4 

Correction dW  = — a ,6o 

Latitude  corrigée 5a  .aa3a  ,o/| 

Longilude  de  Noirmoutier.  ...  P'  = 4-  5*  0868  ,33 
Correction rfP'  = 4-  , _ 6 ,70 

... 

’ Ix>ngitude  corrigée 5 .0875  ,o3 

' ■ Enfin,  aainiut  provisoire  de  Boiiiu  , 

sur  l’horizon  de  Noirmoutier.  7/  = Soÿ  (>(iG5  ,0 

,,  'l  Correction ; . . .’  d'/.'  = — a5  ,0 

s ' — 

•.*v  Azimut.  . 3oo  ,664° 

v/  * 

• , llestévideufque  si  la  longitude  P , du  point  de  départ  ou  de  Bourges, 

eût  varié  de  r/P,  Il  aurait  fallu  ajouter  algébriqiiemeni  celte  petite  quan- 
tité à toutes  les  autres  lon^'tudcs  calculées  provisoirement. 

Passons  une  autre  question  non  moins  importante  en  Géodésie. 

y/ojens  d'évaluer,  aussi  exactement  que  possible , la  Ion  joueur  d'une 
liljne  géode'siquej  et  celle  de  ies  différentes  parties , à L’aide  d un  ré- 
seau de  triangles  appuj  é sur  deux  bases  qui  présentent  cntre-elles 
e.'it  petite  discordance. 

psuntu  sOLonoii.  • 

a • ' ■ 

y.v  207  jj,  solution  que  l’auteur  de  la  Mécanique  céleste  a donnée  a 
’ re  sujet  dans  le  troisième  Supplément  à sa  Théorie  analj  tique  des 
Probabilités , est,  sans  contredit,  la  plus  rigoureuse  et  la  plus 
savante  que  l’on  pût  imaginer,  .\vant  d’en  donner  une  idée,  en 
voici  une  autre,  toute  fondée  sur  des  considérations  élémentaires,  et 
qui,  s.ans  avoir  à beaucoup  près  le  même  mérite,'  nous  parait  cepen- 
dant d’une  exactitude  sulTisante,  parce  que  dans  les  bonnes  triangu- 
lations la  discordance  des  bases  est  ordinairement  très-petite.  -J 
On  en  acquerra  la  preuve  par  la  comparaison  que  nous  avons 
faite  des  sept  bases  mesurées  en  Fo^ce,  et  Wea  à l’immense  réseau  tri- 
gonométriqiie  des  ingénieurs-géogti^ïhesfA’onuetfe  DesciipfioH  géomé- 
nqiie , t.  I,  p.  47')-  Par  exemple,  en  concluant  la  base  de  Perp^iai^ 

r* 
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(le  celle  de  Melun,  au  moyen  de  la  meilleure  chaîne  de  triangles  (|ui 
les  unit , on  trouve  i"’,8a  de  plus  par  le  calcul  que  par  la  mesure  elTcc- 
tive,  c’est-à-dire  d’erreur  sur  un  côté  de  1 1706“, 4 (art.  110),  tan- 
dis que,  d’après  les  triangles  de  Delambre,  cette  erreur  ne  serait  que 
de  o"',33.  liéannioinS'la  Commission  gém-rale  des- nouveaux  poids  et 
mesures,  s’appuyant  anr  les  données  mêmes  de  Delambre  et  deMécliain, 
calcula  la  partie  du  méridien  comprise  entre  Evaux  et  Barcelone  sur 
la  base  de  Perpignan,  et  l’autre  partie  du  méridien  comprise  entre 
Duukerque  et  Evaux  sur  la  base  de  Melun;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

elle  ajouta  à la  longueur  B de  l'arc  mesuré  la  correction  ^ 

signant  l’excès  de  la  base  mesurée  sur  la  base  «t»)  calculée.  Par* ce  pro-y 
cédé,  on  laissa  bien  les  bases  intactes,  ainsi  que  les  angles  des  trian- 
gles des  astronomes  fran<^ais,  niais  on  troulila  un  |>eu  l’Iiarmonie  des 
azimuts  vers  le  milieu  de  cet  arc , et  de  plus  on  donna  nécessairement 
deux  valeurs  différentes  au  côté  du  triangle  correspondant  à ce  point. 
Delambre , dans  le  but  de  tout  concilier  et  de  faire  disparaître  la  très- 
[letite  dilférence  de  o”,33  ci-dessus  mentionnée,*  prit  le  parti  d’altérer 
imperceptiblement  les  angles  des  triangles,  attendu  que  leurs  valeurs 
sont  en  général  moins  sôres  que  celles  des  liaaes  mesurées.  Par 
exemple,  il  reconnut,  après  quelques  essais,  qu’il  suffisait  dans  cbaqne 
triangle  de  diminuer  de  o*”,  1 l’angle  opposé  à la  base,  et  d’augmenter 
cbacun  des  deux  autres  de  o",o5.  Il  n’eut  pas  même  besoin  de  faire 
jiartuut  cette  faible  correction  , qu’il  modifia  arbitrairement  dans  le 
cours  de.  ses  calculs,  pour  établir  entre  les  deux  bases  im  parfait  ac- 
cord. I>!  moyen  d’éviter  de  se  livrer  à doi])ereils  essais  et  à des  tâtonne- 
ments fastidieux , est  d’adopter  la  règle  suivante,  qui  est  aussi.simplc 
que  commode. 

En  représentant  ^r  a la  base  du  premier  triangle  d’un  réseau.;  par 
A l'angle  opposé,  et  (Xirrigé,  conformément  au  théorème  de  J>egendre, 
du  tiers  de  l’exces  des  trois  angles  observés  sur  deux  angles  droits  ; 
par  a'  le  coté  commun  à ce  triangle  et  au  second  ; par  B l'angle  adja- 
cent i la  base  a,  opposé  à n',  et  corrigé  égaletnentdu  tiers  da-l’exci-s 
dont  il  s’agit  ; on  aura  ' , 


4o6  TRA1TI-:  DE  GÉODÉSIE. 

Si  l’on  nomme  de  même  A'  l’atigle  opposé  à la  base  a'  du  second 
tnangle,  B'  l'angle  adjacent  à cette  base  et  Opposé  an  coté  a"  cherché  ; 
on  aura  pareillement 

„ a sin  B' 

a = 

«n  A 

En  général,  si  n désigne  le  nonibre  des  triangles  d’un  réseau  continu, 
et  le  dernier  côté  cherché,  on  aura 

O »idB  sinB'sinB"....  sinB“*o 

'■  ) ' **  jinAsàiÀ'iinA"...  HnA'"~‘> 


Lorsque  ce  dernier  côté  déduit  de  la  l»ase  observée,  dilfere  de 
sa  mesure  effective  a,  et  que 

a = 

la  différence  est  la  résultante  des  erreurs  que  les  angles  A,  \', . . . , 
li,  R',.  . ont  produites  sur  lescéités  calculés  a', a'..  . . 

On  jiourrait  bien  faire  disparaître  cette  différence  en  altérant  sim- 
plement les  angles  d’un  seul  Iriangle^de  la  chaine;  mais,  pour  être  auto- 
risé à cela,  il  faudrait  que  ct>s  angles  eussent  été  observés  dans  des  cir- 
constances atmosphériques  tres-défav  orables.  Dans  le  cas,  au  contraire, 
ou  tous  les  angles  qui  entrent  dans  l'expression  de méritent  à tres- 
peu  prés  une  égale  conüance,  il  parait  naturel  de  les  faire  concourir 
tous  à la  disparition  de  et  de  leur  appliquer  en  conséquence  la 
même  correction.  .Supposant  donc  que  les  angles  .A',. . . soient  cha- 
cun diminués  de  x,  et  les  angles  B,  B', augmentés  de  la  même 

quantité,  on  auia  exactement 

osin(B  -t-  jrisinfB’-*-  ü...sini'B<"”*'  + x) 

M A ^ ■—  ...  ' I , • I - , 

sin  (A  — x)  nn  (A'  — xl ...  sin;A>"o — *) 

Prenant  le  logarithme  de  chaque  membre,  développant  en  si-rie  et 
réduisant  au  moyen  de  l'équation  (3),  on  aura,  en  s’arrêtant  à la  pre- 
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miere  puissance  de  ê"^  et  dex,  ce  qui  est  toujours  suffisant, 

,,  ^ I cotA  + col  A'  e . ..  col  I 

«<•'  I + cotB  4-  colB'  -I-  . . . colB  J ^ 

En  allant  donc  de  la  première  à la  seconde  base,  l'équation  4)  don- 
nera la  correction  x,  qui  sera  positive  ou  négative  selon  que  i‘">  sera 
un  excès  ou  un  déficit.  Si  l'on  veut  ensuite  corriger  un  des  côtés  inter- 
médiaires, par  exemple  le  cinquième,  il  suffira  de  faire  l’indice 
dans  cette  inèine  équation  , c'est-à-dire  de  s'arrêter  au  cinquièntir 
triangle  de  la  chaîne.  En  général , lorsque  l’on  connaîtra  la  correction 
t'*’  du  côté  on  aura 

> p logn^*^  corrigé=  loga*"> -t- 

M = 0,434^9  étant  le  module  tabulaire.  Ce  procédé  donne  lieu  à des 
applications  numériques  si  simples , qu’il  nous  paraît  inutile  d’entrer  à 
cet  égard  dans  de  plus  amples  détails. 

Uans  le  calcul  du  développement  d’une  ligne  de  plus  courte  dis- 
tance , ou  d’un  arc  de  parallèle  qui  traverse  un  réseau  trigonoméirique, 
les  portions  de  cette  ligne  sont  comprises  entre  des  arcsidiilIgnUKts  cel^- 

{*)  Plus  gcncralemenl , pour  icruriMr  le»  deux  bases , suirni  x , j,  »,  les  <-arrcclioiis 
à faire  «U  f ngles  A , B,C  du  premier  triangle;  x',  y',  relies  à faire  aux  angles  du 
M-cnh  *n»i  de  suite  jusqu'' au  triangle  -,  on  aura 

^c) -I- .i*>  = °”“(°+7liyn(B'^j-')....  sinIB'---).|.j-f.)] 
ain(db^x)nD  (A'  H^:'; »in[A'*”'*  -Hf'*";']  ’ 

el  par  suite 

il»)'  . ' 

(5)  J^  = rcotB-^/'colB' +/<•"'* e 

— xcotA  — x'cotA' — xi*”'>OTlJWé%>S  ji'  . “■ 

X xa 

et  I on  aura  A outre 

. . ’ 'H  . 

= — — x'— j',...,  »■■-■)•=  iSoK'-O  — jrV-.), 

puisque  U sono»  dat  trait  angles  d'uia  ùiaogle  doit  faire  exactqaMIdeux  angles  droits 
plus  l'excès  tphérique.^  ‘ • „ 


Digitized  by  Google 


/|o8  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

des  menés  par  les  extrémités  des  côtés  a,  a',  a’,. . ,,  af-'K  Soient  donc 
J,  J',  J", ces  portions  consécutives  d’une  même  ligne,  il  est 
évident  que  la  correction  de  l’une  de  ces  portions  sera  généralement , 
d’après  notre  hypothèse, 


(6) 


dJ<">  = 


Ainsi  lorsque  les  bases  aux  extrémités  d’une  ligne  géodt*sique  pré- 
senteront entre  elles  une  petite  discordance  , on  calculera  séparément 
dJ',  JJ", . . . , J'*^,  et  la  somme  de  toutes  ces  corrections  sera  celle  de 
la  ligne  entière.  Ce  mode  de  correction  est  donc  applicable  à une  par- 
tie quelconque  de  la  ligne  mesurée. 

Si  les  triangles  du  réseau  étaient  tellement  bien  conditionnés,  qu'ils 
eussent  à peu  près  la  forme  équilatérale,  il  serait  assez  exact  de  suppo- 
ser que  le  facteur  qui  multiplie  x dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (4)  se  réduit  à an  cotbo"  : donc  en  exprimant  x en  secondes  de 
degré,  on  aurait 

.;?)  ^ = JT  (an  cot  60")  sin  i ”. 

Dans  cette  formule , tout  est  connu , excepté  a:;  ainsi 


(8) 


ii»)  tang6o" 

a/fflC*)  aÎD  i''* 


Une  chaîne  de  53  triangles  lie  les  bases  de  Melun  et  de  Perpignan , 
et  l'excès  de  celle-ci  sur  sa  longueur  déduite  de  la  première  base , 
s’est  trouvé  de  o“,33  environ,  selon  Delambre;  l’une  et  l'autre  base 
sont  à peu  près  de  i aooo  mètres  ; ainsi,  en  supposant  tous  les  triangles 
équilatères. 


0,33  tMig  60°  


1 06. 1 aooo  ÛD 


— = o',oj5. 


D’où  l’on  voit  qu’en  diminuant  les  angles  A,  A',. . . et  augmentant  les 
angles  B,  B',. . . cliacun  de  on  atténuerait  sensiblement  l’excès 

de  la  base  mesurée  sur  la  base  calculée.  C’est  à peu  près  à cela  que  se 
réduit  la  correction  faite  par  Delambre.  {Base  du  Sjrs^me  métriijue, 
tome  II,  page  704.)  ' 
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Au  lieu  de  nous  arrêter  ainsi  à des  êas  particuliers,  envisageons  la 
question  sous  le  point  de 'vue  le  plus  général , et  pour  cet  effet  reinar- 
qftons  que,  puisque  les  triangles  sont  jugés  d’autant  meilleurs  que  l’er- 
reur T de  la  somme  des  trois  angles  de.chacun  sur  deux  angles  droits , 
plus  l’excès  sphérique,  e^'pliis  j^tite,  b’est  se  rapprocher  de  la  doc- 
trine des  probahilités  que  de  siipp'osërl«g  corrections  xj-,  x’j',...,  con- 
sidérées dans  la  note  précédente,  ^rôportionnelli^  aux  erreurs  T,  T,... 
de  ces  triangles,  abjlMction  faite  des  signes  do  ces  erreurs.  D'ailleurs 
I-aplace  a prouvé  que  la  manière  la  plus  avantageuse  de  répartir  les  er- 
reurs T,  T',...,  dans  eLaque  triangle , est  de  1(» distribuer  par  tiers  s(ir 
chacun  des  ^ngles.  Faisant  donc  -V  .‘i 

% * * ^ 

il’’ 


la  formule  (5)  se  chalTgera  en  celle-ci  ; 


•'*'  • . r 


— T CDt  A — T'  a»t  A ' — . . . . ' 
T col  B H-  T'  col  B'  -4-  ... 


dans  laquelle  9 sera  une  consUn’te  ftcikf  à déterminer,  puisqu’elle  est 
seule  inconnue. 

Maintenant  si  RM  {Jig.  à,  PL  IX)  est  une  ligoe^méridienue mesurée 
parle  réseau  trigonométrique  BCKM,  et  queZ,  Z','z'',.,:.Z''>soi«ltles 
azimuts  des  câtés  a,  a',  a",...,  a<*\  comptés  du-  sqd  i Touest,  on  trou- 
vera sans  peine,  en  supposant  les  méridiens  piaraDélM  dans  la  ^one 
èfroite  qu  oocqpent  les  triangles , et  qpnsidérant  les  angles  sphériques , 

’Z'  — 180”  -t-  Z — G * 'Z”  = Z — C -t-  G' 
z;  = 180"  Z -*e  + G' 

^ y - 

Jf'"'  * * • 

et  ainsi  de^suite.  ^$i^iit , lee  corrections  des  angles  aziftiiitaux  seront 

5a  ' 

a.*-  -t 
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siiccessiveuient 

di:  — X y,  'SU'  — X y rfZ’  =.  x -y  y — x!  — y 
- x>  - y',  + x^  +'f  \ 

. t?Z<*>=  X — x’  + r*  — x~...±. 

+ 7 - y + y - 

et  la  formule  (6)  que  nous  avions  trouvée  dans  l’hypothèse  de 
dZ'  = dZ"  =...,  = O,  devra  être  remplacée  par  la  suivante; 


(6'; 


qui  fera  connaltce  la  correction  d’une  partie  J'*’  quelconque  de  la  ligne 
méridienne  mesurée,  et,  par  suite,  de  la  totalité  de  cette  ligue;  ettpii 
dérive  de  la  différentielle  de  J = — a''*  cos  Z'*’.  S’il  s’agissait  au  con- 
traire d’un^arc  de  parallèle  (Jig.  37,  tome  II' , on  aurait,  en  conservant 
la  meme  notation , 


SJt’i 


cot  Z'"’ . dZ'"’ . 


la  formule  (^5')  rentrerait  naturellement  dans  celle  ^4  «i  tous  les 
triangles  étaient  éfjuilatéraux,  ou  si  toutes  les  erreurs  T,  T', . . . étaient 
milles  ; mais  ces  deux  cas  n’ont  jamais  lieu  dans  la  pratique.  On  voit 
que  par  «e  deniier  système  de  correction , les  angles  des  triangles , dans 
lesquelsT=o,  restent  intacts.  ' , ‘ . 

11  est  évident  que , pour  se  conformer  au  principe  de  l’homogénéité , 
le  jiremier  membre  de  l’équation  (5')  doit  être  divisé  parsin  1','  et  que 
;”la’^aleuir  de  dZ'**  dans  l'équation  ,6')  doit  être  multipliée  par  sin  i”. 

'Vu  la  simplicité  île  ce  procédé  et  de  celui  qui  précède,  il  serait  utile 
*d’en  légitimer  j’ emploi  en  les  soumettant  à l’analyse  des  probabilité-s. 
* Mau>.voici  eu  peu  de  mots  comment  Laplace  applique  cette  analyse  à 
la  question  qui  nous  occupe  en  ce  moment.  ’ 

« 

Dsmuiant  soi.OTioir. 

Si  l’on  met  l’équation  i,5)  de  la  note  de  la  page  407  sous  cette  forme, 
.^  = ir  H-  my  -4-  /'x"  -b  m'y'  -(-  etc., 
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/ = — cot  A,  f =z  — cotA',  etc., 
w=  cot  B,  mf  = cot  B',  etc.; 

!<•) 


4i  I 


et  que  l’on  fesse  —,  = y,  qu’ensuite  on  désigne  par  F la  fonction 
P — ml  + m'  + l'*  — m'I'  ot'ÎH-  etc. , 

la  probabilité  d’une  erreur  ±y  dans  la  seconde  base  déduite  de  la 
première,  est,  selon  Laplace,  et  lorsque  exprime  la  ba^^des  loga- 
rithmes népériens , . 

Ar  Çdr  c-'\ 
s > J 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r nul  jusqu’à  f = 

laquelle  0*  exprime  la  somqie  des  carrés  des  erreurs  des  trois  angles 
dtgÿ  n triangles  qui  unissent  les  deux  bases. 

‘ ' 'Quant  à l’erreur  moyenne  de  y,  dont  la  pnjbabilité  est  .J , son  ex- 
pression est  sij  • 

' y = iesin«'\/j,  ' 

et  les  limites  entre  lesquelles  elle  est  comprise  sont-  * 

« 

i:|-f0sini"^^, 

* î 

eir  faisant  r=3;  car-il  y aurait  cinquante  mille  à pariet  contre  un 
qu’elle  ne  les  atteint  pas. 

Maintenant,  si  l’on  fait  une  somme  s de  toutes  les  valeurs  de 

ilonnéespar  l’équation  (6')  précédente,  elle  aura  définitivement  cette 
forme  : 

alors,  en  appelant  (Jlà  fonction  , *V 

/>’  — H-  9’  -+-  p"  -p'q'-^r  9"+  etc. , 

: 5a.. 
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la  probabilitô  fpto^l’erreiir  de  la  mesure  de  la  ligne  géoilesique,  par 
une  setde  base,  est  comprise  entre  les  limites  ±s,  est,  comme  ci*dessus, 

^Jdr.c--,  ^ 

en  prenant  l'intégrale  depuis  l' nul  jusqu’à  r = et  l’expression 

de  l’erreur  moyenne  est  également  i ft  sin  •’  Uuidis  que  sa  limite 
est  sextuple. 

La  me.sure  directe  d’une  seconde  base  a'”’  mettant  en  évidente  l’er- 
reur y,  il  importe,  pour  faire  disparaître, cette  discordance  des  deux 
bases,  de  corriger  de  la  manière  la  plus  avantageuse  tous  les  angles  et 
tous  les  côtés  du  réseau  : or  Ijtplace  prouve  qu’il  faut,  pour  cela, 
introduire,  dans  la  fonction  s précédente,  les  corrections 

X = [l  - ^ m)-<,  ^ = (m  - A /)'f, 


d'où  il  suit  que,  2 désignant  une  somme, 

sera  la  quantité  à ôter  de  l’arc  RM  (Jîg.  a,  P/.  IX)  calculé  rigoureu- 
sement et  à l’aide  de  la  première  base  (art.  Ii>9)  jwur  avoir  sa  longueur 
corrigée;  en  supposant  la  mesure  directe  de  la  seconde  base  plus  petite 
que  sa  longueur  déduite. 

Les  mêmes  considérations  analytiques  conduisent , sans  difficulté,  à 
l’erreur  moyenne  du  dernier  azimut  Z'*'  d’une  cbaine  de  triangles;  car 
à cause  de  • r . 

tfZ'*’  = (j  -H  j)  - {x’  -t-y  ) -t- . . . ± -t-y—'] , 

ou  de  âZ  ’’ = px  qj'  — p'x'  — ^^'^etc. , 
en  faisant  p = q = i,  p'  = q'  =.  — i,  etc. , 
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4>3 


la  valeur  moyenne  de  que  nous  désignerons  par  t>,  sera 

la  somme  des  carrés  des  erreurs  des  trois  angles  des  « triangles  étant 
encore  exjirimée  jwr  0*.  On  peut  voirj  au  chap.  VI  du  Discours  préli- 
minaire de  la  Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France,  com- 
ment nous  avons  essayé  de  démontrer  élémentairement  ces  formules  de 
probabilité.^  » 

La  valeur  numérique  de  l’intégrale  précédente  s’obtiendra  aisément 
au  moyen  de  la  Table  que  Kramp  a donnée  à la  fin  de  sa  Théorie  des 
réfractions  astrononiiqucs  et  terrestres  (*).  Par  exemple,  on  y prendra 
immédiatement  la  valeur  de  l’intégrale 


mais  contme  celle-ci . 


fyr.c-r'-,  . 

dr.c-''  = \sÎk, 

. ..  V 


' K 


il  est  clair  qu’on  aura 

J’^dr.c — j'’"  dr-c-'"; 

et  ensuite 

Çdr.c—^'  = I dr.c~-^‘y 

SeJ  \/Kjr 

Pour  exemple,  faisons  c=3;  la  table  citée,  qui  a j>our  argument 
cette  limite,  donmu  . ‘ - _ ' * • 

» J 

J,  = 0,000019577  ; \ ♦ 


ainsi  la  probabilité  cherchée , ou 

V=^fdr.;-r'±^,-o, 


ooooaaogi  ^ 0,999977909. 


(*)  A defaut  de  celte  Table,  voyez  le  Thtité élt^mcntain  des  Probabditdf,  M.  U- 

page  334)»  où  rinCégnle  en  question  est  donnée  en  une  aérie  ron- 


crmx 
vergenie. 
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Il  y a donc  presque  certitude  que  les  erreurs  moyennes  considérées 
ci-dessus  sont  comprises  entre  les  limites  énoncées;  autrement,  la 
probabilité  contraire  à P étant 

P'  = -^.  Prér.c-'’, 

, Vi'e'' 

on  a P' = o,oooo2aof)i , 

ou  sensiblement  P'=  H J a donc,  à tres-peu  près , comme  lions 

Tavons  dit,  cinquante  mille  à parier  contre  un,  que  les  erreurs 
inoyeniies  n'atteignent  pas  les  limites  dont  il  s’agit. 

N.  B.  Si  Ton  appliquait  l’analyse  précédente  à la  méridienne  de 
France,  comme  l'a  fait  M.  ^Damoiseau , sur  l’invitation  de  Laplace, 
on  trouverait,  relativement  à la  partie  de  cette  ligne  ufesurée  par 
26  triangles  et  comprise  entre  la  base  de  Peqngnan  et  Formentera, 
■pie  son  erreur  moyenne  probable  est  zt.  8™,i85;  mais  la  mesure  d'une 
si'conde  base  à l’extrémité  sud  de  l’arc,  eût  procuré  les  corrections  les 
plus  avantageuses  à faire  aux  angles  des  triangles,  et  eût  rendu  en 
meme  temps  cette  erreur  moyenne  moins  probable. 
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CHAPITRE  XYIII. 


ÉVALUATION  D£  l’^TÉNDUE  SUPERFICIELLE  DE  LA  TERRE  , -ET  d'uNE 
'■  PARTIE  DE  SA  SURFACE. 


> 


üe  la  tnesure.  de  [aire  efun  triangle  et  d'un  trapèze  sphériques. 


‘20K.  lies  triangles  qui  couvrent  le  pays  dont  on  a levé  la  carte, 
présentent  souvent  une  sorte  de  rainiiication  continue  autour  du 
centre  du  lieu  principal  ; mais  .quand  même  ces  triangles  ne  seraient 
pas  tous  liés  immédiatement  les  uns  aux  autres , la  question  proposée 
serait  toujours  ramenée  à calculer  les  aires  des  triangles  ou  des  qua- 
drilatères sphériques  que  renferme  le  terrain.  Quant  aux  petites  por- 
tions de  surface  qui  pourraient  être  comprises  entre  les  limites  du  pays 
et  les  côtés  des  triangles  ou  des  quadrilatères  extrêmes  (jofit  il  s’agît , 
leur  évaluation  s’eRectuerait  aisément  à l’aide  d’opératioi^  gmphiques 
exécutées  sur  la  carte  même,  comme  on  le  verra  le  Traité,  de 
Topographie. 

I-Airsque  les  triangles  d’un  résfaii  ont  peu  d’éltmdue>  leur  courbure 
est  insensible,  et  alors  on  les  considère  comme  des  tritffigles  rectilignes 
dont  la  surface  s s'obtient  par  la  formule  connue  . ^ 


S’ils  sont  de  premier  çrdre , on  ea  évalue  la  surface  mf-moycu  de  la 


s — — siii  C. 

Il 


série  donnée  à la  fin  de  l’art.  iOO,  mais  qu’on  ptat,  ^IShs  to^is  les  cas,, 
borner  au  second  terme.  . » 


^ général  on  a,  pour  un  triangle  sph  ABC^ 
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i désignant  l’excès  des  trois  angles  sur  deux  angles  droits.  Lorsque 
l’aire  de  la  sphère  est  évaluée  en  triangles  trirectanglcs  (Grâm.  de  Le- 
gendre, liv.  VII),  l’excès  e réduiten  parties  du  quadrant  exprime  l’aire 
luème  du  triangle  : alors  si  S est 'la  surface  de  la  sphère,  donnée  en 
mesures  connues,  on  aura  t exprimée  eu  mêmes  mesures,,  par  le 
quatrième  terme  de  celte  proportion, 


puisque  la  surface  de  la  sphère  est  composée  de  huit  triangles  tri- 
rectangles.  Or,  cette  surface  S = p étant  le  rayon  de  la  sphere, 

et  n le,  rapport  de^  la  circonférence  au  diamètre.  Donc,  pour  les 
triangles  sphériques  qui  font  partie  de  la  surface  du  globe  terrestre , 
on  a , en  mètres  carrés , 


S = 4Tt(63C6i98)’,  et  log^  = i i,8o388oi, 

ou  un  peu  plus  exactement , en  prenant  le  milieu  entre  les  logarithmes 
des  deux  demi-axes  de  la  Terre  donnés  par  Delâmbre  /Iruc  HuSjs- 
tème métrique , tome  III,  page  196), 

log  S = log 4»t -l-  2 log  6,80387  9'»654  = i4>7o696  83948;  . 
ainsi  S = 50929380650  hectares  = surface  du  globe  terrestre , 

et  log  ^ = 1 1 ,80387  84078  ; 

ou  bien  , en  employant  la  division  nonagésimale  du  quadrant , 
log  = 1 1 ,84963  58984 , 

ou  enfin,  en  substituant  k ces  logarithmes  ceux  qui  résulteraient  des 
'valeurs  des  diiiii-axe.s  de  la  Terre  que  nous  avons  obtenues  (art.  i8l). 

■Airi.si)  pour  avoir  l’aire  d’un  grand  triangle  sphérique,  au  loga- 
rithine  de  l’intoès  de  ses  trois  angles  sur  deux  angles  droits,  exprimé 
en  grades  ou  en  parties  de  gi’ade,  on  ajoutera  le  logarithme  constant 
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1 1,80387  84078,  et  la  somme  sera  le  logarithme  de  l’aire  du  triangle 
évaluée  en  mètres  carrés.  On  voit  par  lè  avec  quelle  promptitude  011 
obtiendra  l'aire  d’un  polygone  sphérique  décomposé  en  triangles  dont 
les  angles  sont  connus. 

Mais  lorsque  tous  les  points  d’un  réseau  trigonométrique  sont 
donnés  par  leurs  distances  à une  méridienne  et  à sa  perpendiculaire 
(art.  I64),  la  surface  d’un  grand  état  se  décompose  en  trapèzes  sphé- 
riques, dans  chacun  desquels  on  connaît  les  trois  côtes  qui  sont  pei  - 
pehdiciüaires  entre  eux. 

Pour  exemple,  supposons  que  les  cé>tés  h,  c qui  comprennent  l’angle 
A [Jig.  1 3)  soient  prolongés  jusqu’à  ce  que  les  arcs  Aa,  DjS  soient 
égaux  chacun  au  quart  de  la  circonférence;  alors  les  angles  a, 
seront  droits,  et  l’aire  du  triangle  isoscèle  Aaj3  qui,  en  général, 
= A -ha-t-jS  — a',  deviendra=A.  L’aire  du  trapèze  sphérique  a/BIUi, 
ou  Aa/5  — ABC , sera  donc  = a*  — B — C. 

Mais,  par  les  analogies  de  Néper , démontrées  à l'art.  U4,  on  a 


tang  i ( B -t-  C)  = cot  i A ! 

donc  si  l’on  désigne  par  ï.  l’aire  du  quadrilatère  sphérique  dont  il  s'a- 
git, on  aura 


/B-i-C 


tang  - = cot  j 


) = 


tang 


ensuite 


. ï CO» j(4-t-r)  . , , 

à =00,11^0 


et  si  l’on  dénote  par  jr,  y'  les  deux  côtés  B,3,  Ca  du  quadrilatère, 
perpendiculaires  à la  hase  a,?  = A,  en  sorte  que  y = 1*  — b, 
y'  = I’  — c,  on  aura,  pour  la  détermination  de  l’aire  1,  la  formide 


‘^“«4^  = ^Tg^tangiA. 

Cette  formule,  que  nous  venons  de  démontrer  d’apres  Lagrange 
( Trigonom.  sphér.  , pag.  276 , vi'  cahier  du  Journal  de  [École  Pnly- 
I.  53 
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tvchnique),  est  tres-iitile  jK>iir  mesurer  les  surfaces  spluViqucs  tenninées 
par  des  arcs  de  grand  cercle  ; pour  en  faire  usage , il  faudra  évaluer 
l'amplitude  de  chacun  des  arcs  j,  j'  donnes  en  mètres  ou  en  toises, 
ainsi  que  celle  de  l’arc  de  méridien  A = jr'  — x (art.  Ii)6).  De  cette 
manière,  l’aire  2 sera  donnée  en  grades  ou  en  degrés;  et  on  l’évaluera 
en  métrés  carrés,  en  procédant  comme  il  a été  dit  à l’art.  89.  En 
voici  un  exemple. 

Les  coordonnées  rectangles  des  extrémités  du  côté  Chapelle-la- 
Reinp-  Roiscommun , calculées  par  Delambre  , et  rapportées  à la  mé- 
ridienne et  à la  perpendiculaire  de  Dunkerque,  sont 
Pour  Chapelle-la-Reine , 

X -----  i55i94',i,  y = — 7310', 3; 

pour  Boiscommun, 

x'=  171063,7,  f=—  317,9; 

on  demande  l’aire  comprise  entre  ce  côté  de  l’tin  des  triangles  de  la 
méridienne,  la  différence  x' — x des  abscisses  et  les  deux  ordonnées 
y,  y',  en  la  considérant  comme  étant  celle  d’un  quadrilatère  sphé- 
rique. 

Faisons  le  rayon  de  la  sphère  p = D = 57010'  (art.  l'tff),  et 

= L±Z-'Ro  = m,  ^.=z!ro  = «, 

P P P 

R"  désignant  le  rayon  exprimé  en  degrés  (art.  101);  ou  bien,  pour 
employer  les  tables  décimales  et  avoir  l’aire  cherchée  en  hectares, 

substituons  à R°  ce  rayon  exprimé  en  grades,  auquel  cas 

log  R*  = i.8o388oi  ; il  viendra,  à cause  de  log  p = 6.5i4'49â  en 
toises , 

log  I A = 9. 1891636;  log  ^ ;n  = 8.871  iai4;  log -J  n = 8 . 8333a66  ; 
d'où 

^ .A  = ©‘,1546,191;  -J  ni  = o‘,0743,i3;  -jn  = o‘,o68i,i8; 
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et  la  forniule  précédente  donnera 

log  siii  I m = 7.0673433 
I.  tang^  A — 7.3853843 

C.  log  cos n =:  0.0000003 

I.  tang-^  1 = 4.45^6368 
c.  sin  r = 5.8o388oi 
log  3 — o.3oio3oo 

log  2 = 0.5575369;  2 = o*,ooo3*,6 10347. 

L’aire  2-  du  quadrilatère  proposé  étant  connue  en  grades,  il  faut 
maintenant  ajouter  à son  log  6.5575369  — 10 
le  log.  constant  1 1.8038784 

et  l'on  aura  log  2 = 8.36i4i53  en  mètres  carrés; 
ainsi  à fort  peu  près 

2 = 33983453o“'“  = 33963,45  hectares. 

De  Faire  if  une  zone  sphérique. 

!2Uil.  On  sait  que  l’aire  d’une  rone  sphérique  esiégale  à son  épais- 
seur E multipliée  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle.  Soient  donc 
H et  H'  les  latitudes  des  bases  de  la  zone , et  supposons-les  de  même 
dénomination , puis  désignons  par  p le  rayon  de  la  sphère  , on 
aura 

E = p(sin  H'  — sinll)  = 3psin^(n'-  H)  cos  ^(H  ' + Il  ) , 
circonférence  = 3jrp  ; 

partant,  aire  de  la  zone,  ou 

2 = sin^(H'  — H)cos-^(H'  4-  H).. 

(Calculons,  à l'aide  de  cette  formule,  l'aire  de  la  zone  torride,  de 
la  zone  glaciale  et  de  la  zone  tempérée.  La  première  étant  bordée  par 
les  tropiques  du  Cancer  et  du  Capricorne,  les  latitudes  de  ces  deux 

53.. 
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cprcles  sont 

H'  = -t-  a3®28' 

H = - a3.a8 

de  là  H'  + H = o.  o 

H — H'  = 46.56;  i(H'  - H)  = a3»a8'. 

Or,  par  ce.  qui  précède , 

log/jJtp’  = i4>7°6()6  83q48 
déplus  lsin|(H'  — H)  = 9,60011  81 358 
Icos{  (TT  + n)  = o 

log  X = 14,30708  653o6; 

donc  la  surface  de  la  zone  torride  1 = 20280867640  hectares  ; nous 
avons  ôté  une  dizaine  du  produit,  pour  satisfaire  au  principe  de  l’ho- 
mogénéité (art.  46),  et  nons  avons  évalué  la  surface  en  hectares,  en  di- 
visant par  10000  les  mètres  carrés  donnés  immédiatement  par  log.1, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  diminuant  de  4 unités  la  caractéris- 
ti(|ue  de  ce  logarithme. 

Pour  la  zone  tentpérée  boréale , qui  est  bordée  par  le  cercle  polaire 
arctique  et  le  tropique  du  Cancer,  on  a 

H'  = -h  66“3a' 

H = -+-  a3.a8 

H'  - U = " 43.  4 i(H'  - H)  = ai“3a' 

H'  -t-  H = 90.  o |(H'  + H)  = 45.  o. 

lsin|(H'  — TI)  = 9,56471  63o65 
lcosi(H'  + II)  = 9,84948  5ooai 
log constant  = 14,70696  83948 

logl  = i4,iaii6  97034; 

donc  surface  d’une  des  zones  tempérées  = 1 3a  1 8 1 ao44ii  hectares. 
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Enfin  , poür  une  des  zones  glaciales,  on  a 


,'iai 

H'  = 90”  o' 

H = 66.3a 

H'  - H = a3.a8  4(H'  - H)  = 1 1”44' 

H'  H = i56.3a  A(H'  + II)  = 78.16 

logsin^[H'  — II)  = 9,3o8a5  90190 

logcos^(U'  -f-  H)  = 9,3o8a5  90190 
log constant  = i4t7<>fi96  88946 
log2  — i3,3a348  643a8; 

donc  surface  d’une  zone  glaciale  = a 1061 36 io3  hectares. 

RÉCAPITULATION. 

Les  deux  zones  glaciales 4>  i'aa7aao6  hectares. 

Les  deux  zones  tempén'cs a6436a4o88o 

La  zone  torride aoa8o86764o 

Surface  entière  du  globe 5o9a938o7a6 

Par  le  calcul  direct 509x9880650 

Différence.  . . 76 

Cette  différence  de  76  hectares  vient  de  ce  que , dans  les  recherches 
des  nombres  correspondant  aux  logarithmes,  nous  n’avons  eu  égard 
«ju’aux  différences  premières  ; ce  qui  est  bien  suffisant  quand  on  ne 
veut , comme  dans  le  cas  actuel , que  des  résultats  en  nombres  ronds. 

De  [aire  d une  portion  de  zone  sphéroiilique. 

îilO.  Considérons,  pour  plus  de  généralité,  la  Terre  comme  un 
ellipsoïde  de  révolution,  et  cherchons  faire  2 d’un  quadrilatère 
formé  sur  le  sphéroïde  elliptique,  par  deux  méridiens  dont  la  diffé- 
rence de  longitude  = p,  et  par  deux  parallèles  dont  les  latitudes 
sont  O et  H. 

D’abord,  en  prenant  toujours  pour  équation  de  l’ellipse  génératrice 
du  sphéroïde  terrestre , 
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Taxe  de  rotation  sera  celui  desj^;  ainsi,  la  différentielle  de  l’aire  il, 
faisant  partie  de  la  zone  entière  cngcndi-ée  par  la  révolution  de  l’arc  j 
de  l’ellipse  autour  du  petit  axe  4,  sera  en  général 

fil  = - Txxds', 


n étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon,  Q désignant  le 
quadrant , et  x étant  le  rayon  du  parallèle  à la  latitude  H exprimée  en 
grades  ou  en  degrés.  Or,  on  a (art.  170 

^ o(i  + /i)*cosH  i* 

(i -I- nc«s  jltl**  /i(i-f-nco>aH  '’ 


par  consérpient , la  différentielle  de  l’aire  du  quadrilatère  propos»' 
sera 


fil  = 


P 

a'-' 


a/»*  ( I -(-  n'f 


rfH  cosH 
n cos  ïH  i’  ’ 


expression  qui  peut  s’intégrer  par  séries  ou  par  logarithmes.  Suppo- 
sons, comme  à l’art.  172, 


(i rosîH)* 


I -4-E(,,cosaH  -t-E  ,)Cos4H 


-t-E,,)Cos6H  + etc 


on  aura 


(i  -+-  II)’ 

(•  — «’j’ 


/rcosll-i-E|,|CosHcosaH 
-H  E ,jCosHcos4H 
-t- E|,jCOsllcosGH 


Transformant  chacun  des  termes  de  cette  série,  au  moyen  de  la 
relation  acosHcospH  = cos  cos  p,  — i)H  , puis  inté- 
grant et  remarquant  que.— “ ï 'I  viendra 

iirah  I i 1 1 -t- I E iijsin  II -t- j-ty[E,,)-t- E,,|]  sin3H  f 

j)-I-E,,,]sin5H  + T 
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Mais,  d’après  l’art.  172,  on  a 


/,aT 


on  a aussi 


m = d’où  V ' — n’  = 

1 -KK  I — n’ 

E;i)  an, 

E,„  = lin  (an  — m), 

E(i,  = — am’(3n  — ani), 

E,i,  = an«’(4n  — 3ni). 


Par  conséquent 


+ 

II 

— «. 

E„,  4-  E(,,  = — 

ara 

E,t,  4-  E|,,  = 

ara’^- 

E(»  + E,i)  = — 

ara" 

D’ailleurs,  de  n = — on  tire 
I 4-  m* 

n 4-  m’  = 

= im  — 

ainsi 

E(i)  + E(t)  = — 

ara  [(: 

E-,j  H-  E^jj  = -f- 

ara’  [(1 

E(i)  + E(„  = — 

ara’  [( 

mn  \ 

~r 


nvn  4-  mr 


n)  (a 


ara)], 

3m)]; 


et  enfin 


^ PTtab  rsinH  — |ra(a-|-ra)sin  3H-t-^ra’  3-+-am)  sin  5H 

a"  L — ^ra’:'44»  3ra) sin 7H  -+•  etc. 


]u. 


formule  dans  laquelle  m = (art.  173).  Si  donc  on  employait 

l’aplatissement  on  aurait  ra  = et  ab  = Jff  a*. 

On  obtient  cette  série  régidière  par  un  autre  procédé  que  nous 
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cro>  oii!>  devoir  exposer.  Si , dans  l’exprewion  différentielle 


(Il  = ^ Tixds, 

on  met  pour  x et  ds  leurs  valeurs  respectives , 
a cos  H b'dR 


(i — c’sin'H)!'  o(i — «’sin’B)’’ 

trouvées  aux  art.  lIîT-et  1G9,  on  aura 

jy  P iri’rf.sinU 

“ »•'  (i  — c’siD'n;"’ 

Or,  en  faisant  e sinll  = z,  il  est  évident  que 


d'ailleurs 


dl  — _£±±_n- 


_ r I -es*  , 1 J . 

(i — ï‘)“  L®  (' — *’)’  ®(‘  — '"iJ  ’ 

ainsi  intégrant , il  vient 

/(T^  = 70^)-»-  T ‘og  hyp-  ; 

et  par  conséquent 

^ = J. n‘°6^>yp-  } w 


(*)  Celte  valeur  de  dl  étant  réduite  en  série,  et  ensuite  intégrée  entre  les  limites  H 
et  I oo*,  ou  ÿ tr,  on  trouve  tout  d’abord 

ï = [(i  — $inH)-hTe'{l  — sin^H) -+•  | e^(i  — sin*  H). . 

Telle  est  l’expression  simple  et  régulière  de  Taire  d'une  xonc  formée  par  deux  roén> 
diens  elliptiques  et  terminée  au  parallèle  dont  la  latitiule  est  U.  En  busant  p = 4^ 

H = O , Taire  de  Tbémispbcruidc  est 

î =r  2*6*  { I -t- i f*  4- 1 H -f- . . . )• 
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«ans  constante , parce  qu’elle  est  nulle  lorsque  H = o.  Pour  appliquer 
plus  commodément  les  logarithmes  ordinaires  à cette 'expression", 
soitesinll  — sin  ^;  ori  aura,  en  faisant  .attention  qu’il  faut  convertir , 
dans  le  second  membre,  le  logarithme  ordinaire  du  facteur  du  second 
terme  en  logarithme  hyperbolique  ou  népérien 


2 — P 


l|ogtang(5o«+ (3) 


a étant  le  module  o,434ay<  (art.  107). 

Il  résulte  de  là  que  Taire  entière  de  Teinpsôïde  a pour  expression 


» 

Mais,  pour  retrouver  la  série  précédente,  on  remarquera  d'abord 
qu’à  cause  de 

V />»  i*  f s i f ih  I 

on  a ' 

prb'  / sinH  r rfH  cosH  \ 

4”  \‘  — «■‘Mn’It  J I — 

valeur  qui,  d’après  Tart.  170,  peut  être  mise  sous  cette  forme  : 

y prb'  / ■ .,  / * »inH  Ç <tHcosB  \ 

' 4^’  +ncosiII  ^ J i+ncosiUy’ 


Or,  en  développant  en  série  chacun  des  termes  du  second  membre ,’ 
puis  faisant  les  transformations  qui  se  présentent  d’elles-mêmes,  pour 
n’avoir  que  des  cosinus  linéaires,  et  intégrant,  on  retombera  définiti- 
vement sur  la  série  ( i ). 

Il  suit  de  là  qu’en  désignant  par  H et  H'  les  latitudes  de  deux  pa- 
rallèles, et  par  p,  fl  les  longitudes  dè  deux  méridiens,  Taire  du 

quadrilatère  compris  entre'  ces  lignes  sera,  en  faisant  d’ailleurs 
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2,„  = Txab  [^) 


sin^cos^>— |/«  (a- 


■ ■m;  sin  cos3<l>  \ 

• am)siti59  cos5<P  f _ 
- 3m)sin7p  cosjl»  j ’ 


série  dont  le  terme  général  est  évidemment 

il  nah  I ^ ^ I m]sini  'i/— l 'çcosi  ai— I <p|  ; 

le  signe  supérieiip  ayant  lien  lorsqtie  i,  qni  est  le  nombre  des  termes , 
est  impair,  et  le  signe  inférieur  devant  être  pris  dans  le  cas  contraire. 
On  a par  là  le  moyen  de  calculer,  avec  une  extrême  facilité,  l’aire  de 
l'étendue  d’un  pays  dont  on  a construit  la  carte  à l’aide  des  latitudes  et' 
des  longitudes.  Par  exemple,  on  jx’ut  embrasser  dans  un  seul  calcul  la 
plus  grande  portion  de  cette  étendue  comprise  eiiti-e  deux  méridiens 
et  deux  parallèles;  ensuite  évaluei',  d'après  des  mesures  prises  sur  l’é- 
chelle de  la  carte , les  rapports  que  les  parties  du  terrain  figuré  dans 
les  quadrilatères  partiels  ont  avec  ces  mêmes  quadrilatères  dont  les 
surfaces  s’exprimeront  en  mesures  carrées  , k l’aide  de  la  formule 
précédente  (*).  ■ i 


211.  I>a  recherche  de  diverses  expressions  du  volume  d’un  segment 
de  sphéroïde  terrestre , compris  sous  des  bases  parallèles  au  plan  de 
l’équateur,  ne  saurait  offrir  aucune  difliculté  d'après  ce  qui' précède. 
Par  exemple , si  o et  II  sont  les  latitudes  de  ces  bases,  le  volume  V de 
ce  segment  sera  donné  par  la  formule  suivante,  qui  est  rigoureuse,  à 
savoir  : 


: r.h-p'  sin  H . (i  _ ^ 

= sin  H.  sin*  , 


D pour  l’expression  de  i’airc  d*nn  ellipsoïde  i trois  axes,  les  Exrrcicfs  dr. 

Calcul  intégral  par  Legendre,  i'*  partie,  page  i8a. 
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ou,  par  cette  série  régulière  et  simple, 
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V = ré*p'sinll.r i — g^_sin’H.(i  + e’sin’H  H-  c*sin*H-l-.  . .)!; 


p'etpétant,  comme  à l'art.  187,  les  rayons  de  plus  grande  et  de  plus 
petite^  courburf^ de  la  stirface  du  sphéroïde  terrestre,  au  point  dont 
la  latitude  est  H.  En  doublant  cette  valeur  de  V et  faisant  H = 100 le 
vnlfKne  entier  de  l’ellipsoïde  à deux  axes  a donc  pour  expression 


*■  . Àpplitation  ntun^rique. 

I 

212.  Étapt  données  la  différence  p — p'  des  méridiens  extrêmes 
d’une  portion  de  zone  sphéroïdique  et  les  latiludès  II,  H'  des  paral- 
lèles qui  bordent  cette  portion  de  zone  sur  la  Terre;  évaluer  en  hectares 
l’aire  2,,^  qu’elle  renferme,  en  supposant  le  quarts  du  méridien  de 
10  millions  de  mètres,  et  l’aplatissement  de  = o,oo3a4> 

Soient  * , 

m v^f>'  = 5-i8'  = 5»,3,  * 

H =45“4o'i5%  '• 

< II' =4a"8'9'';  • - > 


et  remarquons  que  par  suite  de  notre  hypotlièse, 
0‘’- 


« = 


I 

>»•> 


m = 


log  a ^t^,8o4S8  39646  en  mètres, 

,=  «fï>  'og  * = 6,8o3i7  4566a; 

> . ► * 


on  aura,  en  se  bornant  aux  trois  premiers  termes  de  la  série , 

- ■ 

„ ' ' , 4 sinçcos<t>  — i»!  (a  + m)  sin  cos  3<I' | 

‘•SjF  \ 90*  / I + 4 m*(3 -I-ai7i)8in  5f  cbs5$  f ’ 

■‘X  . 54. 


• • 
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n = 45"4<j'  i5" 

H'  = 4a.  J.  9 
H - H'  =’  5.3a,  6 
- II')  ='  1.46  3 = 


H -h  H'  = 87.48.a4 
|(H  + H')  = 43.54.12  = 

(a  + -m)  = 

im“(3  + am)  = g-jg7^- 


P . . . . 3y  = 

•Il  . . . 3<l>  = 
5?  = 
St  = 


5“  18'  9" 

i3i .4a. 36 
8.5o.i5 
319. 3o.  O 


Tous  les  éléments  de  la  formule  étant  préparés,  on  procédera  au 
calcul  de  chaque  terme;  et  comme  le  premier  est  le  plus  considérable, 
on  l’évaluera  au  moyen  des  grandes  Tables  de  Vlacq  à 10  décimales. 
Quant  aux  deux  autres  tenues,  il  suffira  de  les  calculer  avec  les  Tables 
de  Gallet. 

D’abord  il  est  à remarquer  que  l’angle 9 étant  très-petit,  il  convient, 
pour  avoir  son  log-sinus  exactement,  de  tenir  compte  des  différences 
troisièmes.  Or,  les  Tables  citées  donnent 


MK*.  »ni  l‘*4C'o*  tss  A 

'8,,(88g6  3i63o 

()8  atooi 
68  i 0197 

6799619 

— 10704 

— 10678 

-4-  a6 

et  d’après  l’art.  106,  si  j dé-signe  le  logarithme-sinus  cherché,  on 
aura 

(I)  (II)  1,111)  ' 

= A -H  n#A  + du -h  d>A. 

D’ailleurs,  les  tables  étant  calculées  de  10*  en  10",  on  a évidemment 
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h = 10";  et  à cause  de  nA  = 3',  il  s’ensuit  que  « =o,3.  De  là 

(I)  = o,3x(i8aiooi  (II)  = (— o,io5)  x (—10704) 

.=  ao463oo,  * =’iia3,9, 

(III)  = (0,0595)  (a6) 

=1,5;  , ' 

• r.  *A  = 8,48896  3i63o 

* (1)  = -+-  20  463oo 

* (II). = +*'  ">3,9 

(111)  = + ^ 

' log  sin  i;46'3*  = 8,48916  79055. 


.\iin  de  faire  remarquer  la  concordance  des  résultats  obtenus  par 
des  inéihodes  différentes,  cherchons  derechef  le  sinus  de  i"46'3", 
par  cette  série 

log  sin  (a  + shi  a fix  cot  a ^ 1 — ^ , 

démontrée  à l'art.  101.  D’abord  on  a 


a=ii‘’46',  log  sin  a = 8,48896  3 i63o,  a:  = 3'; 

V 

et  ensuite,  en  calciüant  les  deux  termes  en  or,  il  vient  ^ 

• 

^ • logF  = 9,6377843 

, log  3'  = 0,477  ta  l'a 

c.  log  R*  = 4,6dS|749 
, • 1. cota  = i,5Ydé3o4 

logjurcota  = 6,3ii3io8  = h-  20  47910 
log  3' + c.  log  R*  = 5,i6a'70 
c.  log  sin  aa  — i,2ioai 


. .f 


a,684aa  = — 


483 


ao, 47457 


• »log  a = ,8,48896  3^63o 
log  1*46' 3"  = 8,48916  79057. 
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üelambrc  a donné,  dans  les  Tables  de  6or4a,  les  logarithmes  sinus 
et  tangentes  de  lo  minutes  en  lo  minutes  centésimales  pour  tout  le 
quart  de  cercle,  avec  onze  décimales.  On  interpolerait  par  cette  mé- 
thode entre  ces  logarithmes;  mais  alors  on  aurait 

conipl.  log  R’ = 4,t96i  t {>87703.  ‘ 

Voici  le  calcul  de  log  cos43®54'ia".  * • 

On  a h = 10",  nh  = i",  n = o,a; 

et,  d'apres  les  tables, 


» • ® ' ■ 


LOC  C0«  43*54  **’”- 

iA 

«'*A 

9,05764  45297 

— 201648 

— 20:^67 

— 19 

de  lé 

/io'.\  = (0,2')  ( — aoati48)  = -*■  4o5a9,G 

= ( — 0,08)  (■— 19)  = -4-  1,5 

^ 

— 4o5a8, 1 

9,8576445297,0 

1.  cos43"54'ia"  = 9,8576404769. 

Quand  les  difiérences  secondes ■ sont  presque  constantes,  comme 
dans  ce  dernier  cas,  on  peut  se  contenter  des  différences  premières 
v)u  de  la  méthode  des  parbes  proportionnelles c'est  ce  qu’a'fait 
Delambre , dans  le  calcul  des  triangles  de  la  méridienne  par  les  Tables 
de  Vlacq. 
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log.  fact. 

' , i 

. I-tIt 

idem 
I.  ia35 
I.  «iii  3ç> 
I . cos  3>l> 


1 2,87/19/,  i« 
9,5228788— 
7,2097148 
7,2097148 
3,0916670 
8,9657379 
9,8230571  — 

8,6977122+ . 
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Procédant  maintenant  an  calcul  de  la  formule  2,„,  on  a 

i 

i"  ttîrmr.  a«  terme. 

, logt:=  0,4971498727 

6,8045839646 

log  fl  = 6,8o3 1 7 45662 
log(/j— p')=r  0,7242758696 
c.  log  90  = 8,04575  74906 
soin.  = log  fact.  = 12,87494  17637 
I.sin9=  8,4891679055 
I.  CO» II»  = 9,85764  o/,7%  log  2'  terme 
log  i"terme  = 1 1,22175  01461  . 

3'  terme 

log.  facteur  = 12,8749418  , 

log  5 = 9,3oio3oo  + - . 

1.1 853  = 3,2678754 
31ogyfy  = 1,6291444 

l.siuSsi  = 9,1864834 

ï..  l.cos5'I>  = 9,8873019  — 

. . . * . ‘ 6,1467769  — 

On  trouve  dans  les  Tables  de  Vlacq . que  le  premier  terme  de'la 
formule  est  compris  entre  16662  et  1 6663;  ainsi  n = 16662 , et4=  1. 
De  plus,  '' 


* 

• 

log  l'utérine,  y = 22170  01461 

fl  A 

1 

log<i,  A = 2217271301 

— 

260642 

- 16  j 

y — .\  = a 3oi6o 

260626 

de  là,  et  en  vertu  de  l’art.  106, 


n = = 0,883  ; 


— = ( — o,o585)  (—  16)  = 0,9; 
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. i 

par  suite 


n 


r — A 


= o,883o4; 


enfin , 


nombre  cherché,  ou  a + nh  — i666a+  o,883o4 

= i666a883o4oo  mètres; 

L » 

i"  terme  = i666a883  hectares.  . ’ 

,.  a'  terme  =■  + 4ç)856 
, 3'  terme  = — i4o 


surface  2,,)  = iGyiaâgg 


Il  faut  bien  faire  attention  que  les  sinus  et  cosinus  des  angles  étant 
des  fractions,  l’on  doit  supprimer  de  la  caractéristique  des  loga- 
rithmes, autant  de  dix^nes  qu’il  existe  de  ces  fractions  comme  fac- 
teurs. C’est  pour  cette  raison  que  l’on  a rejeté  5 dizaines  de  la  somme 
des  logarithmes  qui  composent  le  deuxieme  terme  ; et  comme  la  sous- 
traction a pu  s’effectuer,  la  caractéristique  8 restante  appartient  néces- 
sairement à un  nombre  de  mètres  composé  de  q chiffres.  Mais  tontes 
les  fuis  que  le  nombre  des  dizaines  d’une  somme  de  logarithmes  sera 
moindre  que  celui  que  l’on  doit  retrancher,  la  caractéristique  repré- 
sentée par  le  chiffre  des  unités  appartiendra  à une  fraction. 

Lorsqu’on  veut  donner  plus  d’exactitude  au  résultat  que  procure 
la  méthode  d’interpolation  précédente,  on  prend  trois  différences  pre- 
mières consécutives,  desquelles  on  déduit  deux  différences  secondes; 
et  si  celles-ci  different  l’une  de  l’autre,  leur  demi-somme  représente 
alors  la  valeur  de  o'’.\. 
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’tf..  • CHAPITRE  XIX."  ^ 

»*  1-»  RéFIlACTIO!»  TERRESTKE;  .WOVKN  JDE  I.,V  Di;TERMP(eR  EXPÉRt- 

.MEPtTALEMEHT  SUR  I.A  TERRE  SUPPOSÉE  SPHÉRIQUE.  • ^ 

" •>  * .».*  9r 

» * 

215.  Nous  avons  déjà  fait  observer  (art.  17f*que  lorsqu’un  rayon 
de  liiiniérc  traverse  obliquement  l’atmosphère , il  te  détourne  à chaque 
instant  de  la  route  qu’jl  suivait  dans  l’instant  précédent,  et  décrit  une 
courbe  dont  la  concavité  est  tournée  vers  la 'surface ‘de  la  Terre, 
parce  que  la  force  réfractive  des  couches  atmosphérique»  est  propor- 
tiorinelle  à leur  densité.  Un  observateur  qui  reçoit  l’impression  de  ce 
r.iyon , le  voit  |>ar  conséquent  dans  la  direction  de  la  tangente  à la 
courbe  ou  trajectoire  dont  il  s’agit.  C’est  -cet  effet  que  l’on  nomme 
réfraction.  , • , '%  . • 

Dans  la  supposition  que  la  deq^é’4e  l’air  est  constante  à là  même 
hauteur  au-dessus  du  niveau  des  mers,  et  que  la  Tene  est  sphérique, 
le  rayon  luinineüx  ne  peut  se  mouvoir  que  'dans  un  plan  vertical  ; 
puisque  ce  plan  partage  syrtiétriquemciU , en  deux  portions  égales , 
toutes  les  couche^ -«jinospluTiques.  Cependant,  les  variations  fré- 
quentes et  singulière». que  la  densité  de  l’air  éprouve  près  de  la  sur- 
face die  la  terre,  modifient  tellement  la  Irajectoire  lumineuse,  què,  de 
concave  qu’elle  est  dans  l’état  ordinaire  de  l'atmosphère,  elle  de- 
vient quelquefois  convexe,  quand  le  sol  est  très -échauffé,  et  nous 
fait  voir  alors  les  objets  -au-dessous  de  leur  lieu  réel  : c’est  le  <ÿis  des 
Réfractions  extraordinaires.  11  peut  meme  arriver  que  cette  trajectoire 
soit  à double  courbure  et  qu’elle  donne  lieu  A une  réfraction  latérale. 
Quelques  observateurs,  et  Delamltre  principalement,  attribuent  A ce 
dernier  pbénoniène  une  partie  des  écarts  des  séries '*«l’un  même  angle 
entre  deux  objéts  terrestres.  Cette  déviation' iiorizontale -ne  pouvant 
I.  • * *.  55  ' = ■ 
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être  évaluée,  ce  qu’il  y a de  mieux  à faire  pour  éluder  sou  influence, 
c’est,  comme  nous  l’avons  prescrit,  de  prendre  plusieurs  séries  d'im 
même  angle  aux  époques  du  jour  où  les  réfractions  extraordinaires 
sont  le  moins  à redouter. 

Les  opérations  géodésiqnes  que  j’ai  faites  au  commencement  de  ce 
siècle,  en  Italie  et  dans  le  Milanais,  m’ont  mis  k même  d’observer 
moi*méme  ce  déréglement  des  réfractions  terrestres.  Les  chaleurs  d’été 
occasionnent  continuellement  des  vapeurs  qui  s’exhalent  de  tous  les 
petits  canaux  qui  arrosent  l’immense  plaine  de  la  Ix>mbardie,  et  c’est 
pour  ainsi  dire  un  autre  phénomène,  que  d'y  voir  l’atmosphère  très- 
Iransparente. 

21t.  Voyons  comment  on  mesure  la  réfraction  terrestre,  en  sup- 
posant qu’elle  n’ait  lieu  que  dans  le  sens  vertical. 

Si  du  point  .A  [Jig-  44)  °t>  observe  un  objet  terrestre  B éloigné,  le 
rayon  lumineux  qui  en  transmet  l’image,  suivra,  d’après  ce  (|ui  pré- 
cédé, une  certaine  courbe  BDA , et  l’objet  B sera  vu  dans  la  direc- 
tion de  la  tangente  à cette  courbe,  c’est-k-dire  en  B'.  L’angle  BAB' 
mesure  donc  l’effet  de  la  réfraction  sur  la  position  de  l’objet  observé. 

Dans  la  pratique  de  la  Géodésie,  la  trajectoire  lumineuse  BD.Aest 
une  courbe  toujours  assez  peu  étendue  pour  pouvoir  être  confondue 
avec  son  cercle  osculateur  ; ainsi  l'angle  de  réfraction  B'AB  , formé  par 
une  corde  et  une  tangente,  a pourmesure  la  moitié  de  l’arc  AB  soutendu 
par  cette  corde.  Pour  un  objet  D intermédiaire,  la  réfraction  serait 
représentée  par  l’angle  B'AD,  qui  aurait  aussi  pour  mesure -j  AD.  11 
suit  de  là  que  la  réfraction  terrestre  en  .A  est  proportionnelle  aux 
arcs  .AD,  .AB.. 

Maintenant  si,  par  les  points'A,  D,  B,  l’on  conçoit  Ik  verticales 
AC,  DC,  BC  qui  passent  par  le  centre  C de  la  Terre,  les  arcs  de 
distance  ad,  ab,  faisant  partie  d’un  grand  cercle,  seront,  à très-peu 
près,  dans  le  même  rapport  que  les  arcs  correspondants  .AD,  ,AB  de  la 
trajectoire.  Il  est  donc  vrai  de  dire  que  la.  réfraction  terrestre  est  pro- 
portionnelle à l’angle  formé  par  les  verticales  des  extrémités  de  la 
courbe  de  réfraction,  et  qu'elle  est  sensiblement  la  même,  k une 
époque  donnée,  aux  deux  stations  comparées,  si  toutefois  leur  diffé- 
rence de  niveau  est  très-j>etite. 
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D’api'és  cela,  soit  9 la  réfraction  BAIt'  correspondante  à l’ampli- 
tude C de  l’arc  terrestre  ab-,  on  aura  en  général  • .• 

4 = nC,  ' ■ ■ 

n étant  un  coéflkient  que  l'ex|>érience  fait  coonàitre,  et  qui  est  constant 
|)our  le  même  état  de  i’atiiiosplicre.  • ■*  , 

Soient  toujours  C le  centre  de  la  Terre  ( fig,  45),  .A  et  B deux  signaux . 
Si  du  point  A l’on  observe  le  point  B,  celui-ci  paraîtra  en  B'  par 
l’effet  de  la  réfraction;  de  même  le  peint  A paraîtra  en  A',  observé  du 
signal  B. 

Faisons  les  distances  apparentes  au  zénith 
. ZAB' = d,  \TBA' = d'I 

et  les  angles  dq  réfraction  coirespondanta 
‘ BAB'  = 6 , ABA'  = 

on  aura,  pour  les  distances  vraies  au  zénith', 

t 

• ^ ZAB  = d -+•  0 = I) , 

• VBA  = H-  4'  = D'; 

donc 

' 'ZAB -t- VBA  = d -P  d' H- 9 -t- 5,. 


’ ■ # 


'(«> 


é 

Ç > ■ 


D’un  autre  côté,  puisque  l’angle  extérieur  d’un  triangle  vaiti  la 
somme  des  deux  intérieurs  opposés,  on  aura  _ 


donc 


ZAB  =-C  .:^  ABC, 
VBA  = C -(■  BAC; 

•V 

ZAB  + 3'BA  = a’  -t-  C = D -h  D'. 


(a) 


^ Ce'  résultat  nous  apprend  que  l«  4eux  distances  zénithales  vraies 
surpassent  deux  angles  droits  d’nne  quantité  précisément  égale  à. Tare 
de  grand  cercle  mené  d’un  signa)  à Tautre.  • ^ . 

Enfin  des  équations (i)  et  (a),  l’on  conclut  , ' 


d -t-  d'  -t-  9 -t-  5'  = a’  -t-  C; 


55.. 
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ou  bieii7  à cause  que  5 est  sensiblement  égal  à lorsque  JëS  disUtncçs 
zé'nitltoles  different  j>eu  l’une  de  l’autre, 'et  qu’elles  répondent  âuit 
mêmes  circonstances  météorologiques , .on  a 


'5  = 

Divisant  tout  par  Cj  et  faisant 

0 f C — — ^ 

C C — ' 


(3) 

(4) , 


on  a enfin 

0 = «G,  ou  assez  exactement,  0+6' 
et  il  résulte  de  l’équation  (3)  que  * 


' ' Z.\B  = d + 0 - 1'  + XC  + i(d  - d'), 
VB.\  =■  d'  + 0'=  i«  + xc  _ .t(d  _ d'). 


I^e  coefficient  n varie  souvent  d’une  manière  très-irrégulièrc,  et  son 
expression  tbéorique,  que  nous  ferons  connaître,  n’est  pas  toujours 
conforme  à la  réalité  di>s  faits.  Dclambre  a remarqué  en  France  que  n 
a environ  pour  valeur  moyenne  0,07876,  ou  simplement  0,08.  11  a 
quelquefois  trouvé  par  des  temps  brumeux  o, i5,  et  en  hiver  seule- 
ment; plus  communément  0,06  à 0,08  en  été,  et  0,08  à o,  to  en  hiver. 
D’autres  observateurs  ont  meme  trouvé  o,5  par  les  temps  de  pluie. 
Si  n était  négatif,  la  réfraction  abaisserait  les  images  des  objets,  au  lieu 
de  les  élever,  et  produirait  .accidentellement  le  phénomène  du  mirage. 

Il  serait  sans  doute  nécessaire,  pour  déterminer  n avec  précision, 
que  les  distances  zénithales  des  points  A et  B fussent  prises  au  même 
moment  jvar  de.iix  observateurs;  et  il  est  entendn  que,  dans  ce  cas , on 
doit  s’assiu-er  si  les  deux  instruments  n’exigent  pas  qu’il  soit  fait  une 
petite  correction  aux  distances  /.énithales  réciproques  pour  les  rendre 
jwrfaitement  comparables.  M.ais,  comme  il  est  très-difficile  de  recueil- 
lir des  observations  réciproques  et  simultanées  à la  fois,  ou  prend  à 
cbaque  station  plusieurs  séries  dans  les  circonstances  atmosphé- 
riques les  plus  favorables , par  exemple  vers  le  milieu  de  la  journée 
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et  par  un  beau  temps,  et.al(jirs  la  moyenne  des  résultats  de  ces  séries 
( art.  118)  est  celle  qu’on  emploie  , soit  dans  le  calcul  du*  coefficient  n 
de  la  réfraction , soit  [>our  iléterniijçier  les  différences  de  niveau  . 

215.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  suj>posé  que  les  cercles 
étaient  placés  aux  sommets  des  signaux  , et  c’est^  ce  qui  a rarement 
lieu  dans  la  pratique.  Si,  par  exemple,  le  centre  du  cercle  est  au 
point  n,  dans  l’axe  du  signal,  la  distance  vraie  du  point  R au  xénith 
est  ZnB,  et  sa  distance  apparente  observées  ZijR'i- désignons  celle-ci 
par  A , on  aura  évidemment 

ZAR'  = ZuR'  + AB'fl  = A + AB'a; 


reste'  donc  é déterminer  l’angle  AR'rt , qui  est  la  réduction  cliercliée. 

Soient  AR'  = AB  = R,  .Art  = dA  et  VR'rt  = dA;  le  triangle  AB'rt 
donnera  ' 


, . lU  si  D A 
sin  dA  = — . 


Prenant  l’arc  pour  le  sinus,  et  réduisant  en  secondes,  il  viendra 


dA  = 


dA  sin  A 
Ksin  1"  ' 


(5) 


Ix>rsque  les  triangles  sont  calculés  suivant  la  méthode  de  l’art.  155, 
on  obtient  la  corde  de  l’angle  C pour  une  sphère  dont  le  rayon  est 
la  distance  de  l’hori/.on  de  la  mer  au  centre  de  la  Terre,  et  cette  corde 
es»  plus  courte  que  la  distance  rtB  = K.  Pour  évaluer  l’erreur,  on 


grand  nombre  d’ob&ervations  rvriproqm^s  et  sifmiUamVs  faites  durant  rélé, 
depuis  la  mer  BalUqiie  jiisqu^à  Berlin  , servent  dt*  Ixase  à des  recherches  intéressantes 
sur  les  réfractions,  et  constituent  en  même  temps  un  des  nivellements  trîgonomélriquea 
ht  plus  exacts  de  notre  époque  î elles  mettent  en  relief  les  continuelles  variations  an* 
gulaires  auxquell»  ce  phénomène  donne  lieu  dans  cette  contrée  du  nord.  Il  est  cepen- 
dant à regretter,  théoriquement  parlant,  que  ces  observations  n’aient  pas  été  accom- 
pagnées do  mesures  barométriques  et  ihcrnoiométriqui's  contemjioraincs.  >bre*  iVmvragc 
qui  a pour  titre  : Nivellement  lu'isehen  swinemunde  und  Berlin ^ etc.,  von  J. -J.  Baeyer, 

nmjoritD  gencralstabe(i84o)> 
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pourrait  rendre  dA  fonction  de  la  corde  connue  et  du  rayon  de  la 
Terre  ( Mémoire  sur  la  détermination  d un  arv  du  méridien,  par  De- 
lambre,  page  9a);  niais  il  sera  sufrisant,  dans  tous  les  cas,  d’employer 
la  formule  précédente,  en  faisant  abstraction  de  la  différence  de  l'arc 
à la  corde.  ^ 

La  réduction  précédente  étant  appliquée  aux  deux  distances  au 
zénith  observées,  on  aura,  pour  celles  qui  l'auraient  été  aux  sommets 
des  signaux , 

• ZAB'  = A + dA  = d, 

VBA'  = A'  -I-  dA'  = d'. 

Bien  entendu  qu'il  faudrait  prendre  dA  et  dA'  négativement , s’il 
s'agissait  de  réduire  les  distances  zénitliales  aux  pieds  des  signaux  ;.et  si 
l'on  fait  en  sorte  de  mettre  le  cercle  le  plus  prés  possible'de  l’axe 
du  signal,  il  sera  inutile  d’avoir  égard  à la  réduction  à cet  axe,  à 
cause  de  son  extrême  petitesse,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  assurer. 

Telles  sont  les  valeurs  à employer  dans  les  formules  (3)  et  4)»  pour 
évaluer  la  réfraction;  mais,  pour  rendre  cette  thé-orie  complète,,  indi- 
quons les  moyens  de  déterminer  dA  ou  la  liauteur  du  signal  au- 
dessus  de  la  lunette,  lorsque  cette  hauteur  ne  peut  être  mesurée 
directement. 

S'il  s’agit  d'une  fléché  qui  ait  |ieu  d’élévation , on  mesurera  le  dia- 
mètre à deux  hauteurs  différentes,  ainsi  que  la  différence  des  deux 
hauteurs  , et  l'on  considérera  celte  fléché  comme  la  pointe  d’un  céme 
tronqué.  Or,  soient  m,  m'  les  diamètres  inférieur  et  supérieur,  h la 
distance  des  deux  bases,  .r  la  partie  du  clocher  qui  s'élève  au-des^jus 
du  diamètre  supérieur  m';  on  aura,  ainsi  qu’il  est  démontré  dans 
tous  les  éléments  de  Géométrie , 

km  ' 

X = 

m — m , . 

Mais  lorsque  la  pointe  de  la  lleche  est  tres-élevée,  une  petite  erreur 
sur  la  détermination  des  quantités  m — m'  et  h,  pourrait  en  occa- 
sionner une  très-grande  sur  la  hauteur  x.  .Alors  soient  B Jig.  46)  la 
pointe  de  la  flèche  observée  du  point  A , B'  la  galerie  où  a été  placé  le 
cercle  : on  mesurera  les  angles  ZAB,  ZAB',  et  B.AB'  sera  la  différence 
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lies  deux  distances  au  zénith  : or,  le  triangle  ,\RB'  donne 

AB  ' 5in  A 


439 


RB'  = 


sinB 


mais  AR'.est  très-peu  différent  de  ab' = K,  et  l’on  a AB'B  = 
Z.W'=  â + Of  donc  B=  a’  — A — donc  BR'  ou 

K-sinA  R sin  A ^ 

sin  [>*  — J)-t-Aj 


dh=. 


K sin  A 


R sin  A 


i)  — A]“cos[H«'  — i)  + 7C-l-  A)'  • 

Développant  le  dénominateur  par  la  formule  connue  du  cosinus  de 
la  somme  de  deux  arcs,  on  aura 


•IA  = 


R sin  A 


ços}(J'  — J, 4-  C)rosA  — sin 7 (J'  — i-t-  C)sin\’ 


ou  bien 


mais^(d' — d-4- G)  étant  un  très-petit  angle,  on  peut  se  contenter  du 
premier  terme  5le.la  série;  donc  assez  exactement 

' - . '^4  1'  ^ 

Rung<^ 

Delainbiw^.  usage  de  cette  formule  pour  déterminer  les  iiaiiteurs 
des  nèches  d’Amiens  et  d’Orléans;  il  observait  dA  de  deux  stations 
.voisines.,  et  prenait  le  milieu  entre  les  deux  résultats  dont  lailifféi-^ce 
était  légère.  Dans  tous  les  cas  semblables,  il  faut  faire  en  sorte  de  se 
placer  le  plus  près  possible,  du  point  de  mire,  afin  que  la  réduction 
à oe  point  soit  pluè  sûre.  ' e 

La  hauteur  du  centre  du  cercle  au-dessus  dt^«ol  de  la  statiou  est 
aussi  un  élément  essentiel  à recueillir  dans  les  opérations  dti  nivdle- 
ment;  en  l’appelant  etï,  celle  du  signal,  comptée  depuis  la  surface  du 
terrain  jusqu’au  point  de  mire,  sera  d/i  -t-  t/T. 
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Calcul  de  la  réfraction  terrestre. 

■»  , 

216.  A 17“  au-dessous  du  sommet  du  signai  A {Jig.  45),  on  a 
ol>servé  la  distance  au  zénith  100*, 2408  du  sommet  du  signal  p;  récl- 
pru([uement  à i5", i au-dessous  de  l’extrémité  supérieure  du  signal  B, 
une  mitre  personne  a observé  au  même  moment  la  distance  au  zénith 
99*,9»59  du  point  .A  ; la  distance  rectiligne  entre  les  deux  signaux 
étant  de  a85o4“,75  = K , on  demande  la  valeur  de  la  réfraction  et 
celle  de  son  coefficient? 

Pour  réduire  les  distances  au  zénith  aux  sommets  des  signaux,  on 
fera  usage  de  la  formule  (5)  : ainsi , par  rapport  au  signal  .A , on  a 


dA  = i7"’,o; 

A = îoo*,a4o8; 

f > 

et  par  rapport  au  signal  U y 

dA'  = i5™,i  ; 

^ = 99*>9>59; 

logd/i  = 1 ,33o46 
I sin  i = 9,99999 

c.  logK  = 5,5  )5o8 
c.  logsip  i*  = 5,Ko3B8 

logdA’=  1,17898 
lsioi'  = 9,99999 

’ c.  log  Rc=  5,.A|5o8  , 

c.  fog  sin  1’  = 5,8o388 

logclA  2,5794®  = 379**6^ 

A = IOO*,24®^® 

-T-  ÜA  = 0 ,037967 

logety  = 2,51793  = 337",  2 f 
A' = 99*,  92  5900 

d,^'  = 0 ,033724 

Disr.  réduite  ) . o i- 

> 1 oo», 278767  0 

au  «Huniet  AJ  • » • i 

Dist.  réduite  ) e a ^ .. 

«««mmetB  } 9ÿ.  i ■ 

Lorsque  lés  ^stances  zénitliales  apparentes  sont  réduites  aux  som- 
mets des  signaux , 'on  emploie  les  formules  (3)  et  (4)  pour  avoir  la  ré- 
fraction 9 et  son  coefficient  n.  On  ne  peut,  à cet  égard,  espérer  d’arri- 
ver à des  résultats  bien  certains,  que  quand  tous  les  éléments  des  deux 
formules  dont  il  s’agt,  ont  été  recueillis  avec  les  attentions  les  plus 
scrupidwises.  Ce  qui  nuit  singuliéreaient  à la  bonté  des  observation  s 
et  les  rend  très-discordantes,  c’est  lorsqu’elles  sont  faites  dans  les  mo- 
ments où  les  objets  sont  fortement  ondulants.  ' ' 
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l.«s  formules  citées  exigent  qne  l’on  connaisse  l’angle  au  centre  C 
exprimé  en  secondes.  Or,  la  distance  K.  entre  les  deux  signaux 
et  B = aS5o4“,75;  et  l’on  a C,  réduit  en  secondes,  à l’aide  de  la 

formule  C = , la  normale  N étant  prise  pour  le  rayon 

terrestre  (art.  170).  Or,  en  supposant  les  observations  faites  à la  lati- 
tude de  45*  ou’  5o  grades,  la  table  IV  donne  logN=  G.SoSSiSg; 
|>artant , 

logK  = 41454917a  , ■ 

c.I.sini*  = 5,8o388oi  ' 
c.  logN  = 3,1946811 

log.  C = 3,4534784  = a84l*,o5  centésimales. 

La  distance  AB  répond  donc  à un  arc  de  a8'4i*,o5. 

Voici  maintenant  le  calcul  de  la  réfraction  9 et  celui  de  sou  coef- 
ficient n. 

On  a , par  ce  qui  précédé , 

(3i  6 = iC-i(d  + d'-aoo'’-), 

, (4)  "=È- 

et , en  vertu  des  valeurs  trouvées  ci-dessus , 

» 

* d = ioo‘^a787’,67 
d'=  99.9596  ,a4 

— aoo  = •o.a383,9i 
aoo)  = — 0. 1 191  ,95 
I C = -t-o.  i4ao  ,5a 
' . 9 = -t-o.oaa8  ,57 


f 

. . donc  /»  = 0,08045  = .jtj environ. 

, * ■ 

Ainsi,  en  supposant  la  réfraction  constante,  et  la  même  aux  deux  sta- 
I.  56 


log  9 — 8,3590a 
' c.  logC  = 0, 5465a 
logn  =8,90554  ' 
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tions,  on  a ' 

ô = nC  — (o,o8)C. 

Mais  il  est  important  de  savoir  si  les  réfractions  iocalti  aux  <leux 
extrémités  d’une  même  trajectoire  lumineuse  sont  réellement  é^les, 
comme  on  le  suppose  ordinairement  en  Géodésie , lorsque  les  obser- 
vations de  distances  zénithales  sont  réciproques  et  simultanées,  et  que 
les  rayons  vecteurs  AC  = r,  BC  = r'  de  cette  trajectoire  (Jîg.  46  ) 
dilTérent  entre  eux.  Or  on  atteindrait 'évidemment  ce  but,  si  l’on  con- 
naissait exactement  la  différence  dc'baiiteur  r'  — r des  stations  A,  B, 
le  rayon  r de  la  Terre  et  l’angle  G des  verticales  ZC,  VC;  parce  qu’a- 
lors  en  évaluant,  dans  le  triangle  ABC,  les  angles  A,  B,  qui  sont 
respectivement  les  suppléments  îles  distances  zénithales  vraies  A , A',  la 
comparaison  decesdistancesavecles  distances  zénithales  apparentes  d,  d' 
mettrait  en  éviilence  les  réfractions  correspondantes  0 , 5'.  Voici  en  eflét 
d’excellentes  observations  extraites  de  la  JVnwelle  Description  géome- 
tritjiie  de  la  France,  tome  1 1 , page  GSq , et  qui  répondent  complétemen  t 
à cette  question. 

Hauteur  relative  des  poinLs  A , B {fig.  46), 


savoir r'— r=  loBS"”. 

log.  distance  horizontale  de  ces  mêmes  points, 

ou logK  = 3.9715779 


Distance  zénithale  de  la  mire  B , observée  de 
celle  de  la  préfecture  de  Clermont-Ferrand.  d = fja°8436*,3a 

Distance  zénithale  de  la  mire  A de  la  préfec- 
ture, obsCrvé-e  de  celle  du  Puy-de-Dôme. . d'  = 107  .a34>i39 

Enfin , angle  de  leurs  verticales C — o .o933,5a 

parce  qu’à  la  latitude  de  Clermont  le  log.  du  rayon  rde  la  Terre,  ou 
plutôt  de  la  normale  N,  est,  d’après  la  Fable  IV,  log  N = 6.8o53366. 

Nous  ferons  cependant  remarquer  que  la  distance  zénithale  obser- 
vée réellement  de  la  préfecture,  était  de  9a‘’’8478‘,37;  mais  comme  le 
centre  du  cercle,  placé  en  O [Jig.  48  bis),  dans  le  plan  vertical  OAB, 
était  de  o",47  = ni  en  arriére  de  la  verticale  ZA  de  la  mire  a,  placée 
à o'",57  au-dessous  de  ce  centre,  cette  distance  zénithale  a dù  éprou- 
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ver  deux  réductions,  l’une  de — 3", 55  à la  verticale  ZA,  et  l’autre 
de  — 38', 5 k la  mire  a.  Or,  il  est  assez  évident  que  la  première  réduc- 
tion s’obtientpar  la  formule  ^i)  de  l’art.  152 , dans  laquelle  la  distance 
de  gauche  G est  infinie;  c’est-à-dire  que 

D uni  D un  I ’ 

» K 

et  qu’à  cause  de  r' — r = io63",  la  distance  oblique  D = , du 

moins  à très-peu  prés.  Quant  à la  réduction  à la  mire  a , elle  se  cal- 
cule par  la  formule  (5)  de  l’art.  215  et  en  prenant  = 

-Ainsi,  avec  les  données  précédentes  et  la  formule 

démontrée  à l’art.  l’S , laquelle  se  change  en  celles!  : . 

cot(A  - C)  = tangi  G, 

à cause  de  B = A — C (fig.  46)  et  de  4 = r ou  N;  on  a tout  ce  qu’il 
faut  pour  déterminer  la  distance  zénithale  vraie  A correspondante  à la 
station  de  la  préfecture.  Exposons  donc  ce  calcul  et  la  conséquence 
qui  en  dérive. 

log  (r'  — r)  = 3.oa65333 
c.  log  N = 3.1946634 
c.  logsinC  = a. 8337566 

9.0549533  0,1134890 

tangue  = 0,000733a 

cot(A  — C)  = O,  ii4aaaa. 

Delà  log.  cot(A  — C)  = 9.057742a , et  A — C = ga'7597',60 

ajoutant  C = 933  ,5a 

on  a,  distance  zénit.  vraie  à la  préfecture,  A = 9a.853i  ,ia. 

(iet  angle  étant  calculé  ainsi , avec  toute  la  précision  que  comportent 

56.. 

s. 
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les  mesures  géodésiques  , on  a 


\ 


à la  préfecture  A = 9a°853i’,ia 
J = 92.8435  ,3a 

réfraction  Ô = 94  ,80  = 3o',7a  sexag. 

ainsi  le  coefficient  n — ^ = o,ioi55. 

O 

De  plus , à cause  de  la  relation  â + â'  + 9 + 0'  = aoo*  -t-  C , on  a 

au  Puy-de-Dôme,  aoo"  — (A  — C),  ou  distance  vraie 
A'  = io7“a4oa*,4o 
d'  = 107.2341  ,59 

réfraction  S'  = 60,81  = 19", 7 sexag. 

et  par  suite,  az'  = — = o,o65i4- 

Enfin  le  coefficient  moyen  de  la  réfraction,  ou{{n-t-n')  = o,o8335. 

Il  paraît  donc  que,  lors  des  observations  simultanées  , la  réfraction 
à la  station  inférieure  était  environ  de  1 1 secondes  sexagésimales  plus 
forte  que  celle  observée  à la  station  supérieure.  Quant  à la  détermi- 
nation théorique  des  réfractions.,  elle  dépend  essentiellement  de  la  for- 
mule suivante  due  à l’illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste,  mais  un 
peu  modifiée , et  composée  d’éléments  météorologiques  qu’il  est  indis- 
pensable de  recueillir  en  même  temps  que  les  distances  zénithales. 

KXPRESSIOH  THéoaiQUE  OC  COEFFIClEIfT  OE  LS  RÉFRACTION  TERRESTRE. 

217.  On  trouve  par  des  considérations  physiques  et  mathématiques, 
que  ce  coefficient,  que  nous  avons  désigné  ci-dessus  par  n,  a pour 
expression 

(i)  n =^Pp  j(i  — if),  ou  7i  = {Ppr().  — t), 

ainsi  que  nous  le  démontrerons  au  chapitre  II  du  4'  livre.  Quant  à 
présent,  nous  nous  bornerons  à fiiire  remarquer  que  r=6366i98  est 
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le  rayon  de  la  Terre  supposée  sphérique;  ÿ = (/)  = 7960“  le  rap- 

jKjrt  de  la  densité  du  mercure  à celle  de  l'air,  multiplié  par  la  pres- 
sion barométrique  o",76;  P le  pottvoir  réfringent  de  l’air  sec;  p sa 
densité  actuelle,  celle  correspondante  à zéro  de  température  étant 
l’unité;  ( un  coefficient  dépendant  de  la  loi  du  décroissement  de  la 
chaleur  à mesure  qu’on  s’élève  dans  l’atmosphère. 

De  phis,  on  a à Paris,  suivant  les  expériences  de  MM.  Arago  et  Biot, 
|(P)  = 0,00014719  sous  la.  pression  o™,76  et  à la  température  zéro; 
et  l’on  sait  que  la  dilatation  d’un  volume  d’air,  pris  pour  unité,  est 
de  0,00375  = jS  pour  chaque  degré  du  thermomètre  centigrade,  tandis 
que  la  dilatation  cubique  du  mercure  est  de  = 0,000 1 8 = j3'. 
.\insi,  en  désignant  respectivement  par  t et  ('  les  températures  ac- 
tuelles de  l’air  et  du  mercure.,  et  par  h la  hauteur  observée  du  lia- 
romètre , on  a 

h 

P O-, 76(1  . . 

partant,  le  coefficient  de  la  réfraction  devient 

»)  « = i (P)  p7T(.  + p't')  [(T)’ rTTi  ” ’ 

ou  par  les  logarithmes  et  en  ayant  égard  aux  valeurs  numériques 
données  ci-dessus,  l’on  a . 


log  X = 6,09909  — log  ( I -H  r ) , 

log  «=3,090954- log  4— log(i-l-^t)—log(i-t-^'<')-t-log(X—e), 


(A) 


en  admettant  d’ailleurs  que  l’air  humide  réfracte  la  lumière  sensible- 
ment comme  l’air  sec , ainsi  qu’il  résulte  des  expériences  citées. 

Quant  au  coefficient  i,  sa  valeur  0,0000275  a été  déterminée  avec 
beaucoup  de  soin  par  M.  Plana , pour  la  latitude  de  45°;  et  nous  la 
supposerons  constante,  quoique  en  réalité  elle  varie  d’un  lieu  à un 
autre,  et  peut-être  aussi  dans  un  meme  lieu  en  différentes  saisons.  Au 
surplus  on  a , suivant  ce  savant  géomètre , 


_ P(T-T') 

“ 1 { 1 -4-  PT)  ’ 
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lorsque  T et  T'  sont  les  températures  de  l’air  observées  en  même  temps 
au  pied  et  au  sommet  d'une  montagne  dont  la  hauteur  : est  connue 
et  exprimée  en  mètres. 

Opendant,  si  l’on  voulait  avoir  égard  à l’efTet  que  produit  la  vapeur 
aqueuse  constamment  répandue  dans  l’atmosphère , et  dont  la  densité 
est  les  f de  celle  de  l’air  sec  qu’elle  remplace,  il  faudrait  considérer 
que  P étant  alors  la  densité  du  méla'nge  et  (a)  celle  de  l'air  sec,  on  a 
[Mécanique  de  Poisson,  tome  II,  page(i34) 

p = (p;  [•-|{J.et  l=[l).l^,  _ 

' ‘ A 

f désignant  la  force  élastique  de  cette  vapeur  sous  la  pression  haro  - 
métrique  h',  et  que,  dans  la  même  circonstance, 

' “•X 

[Physique  de  M.  Biot,  tome  111,  page  3i5), 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  formule  (i;,  et  y exprimant 
la  tension  de  la  vapeur  d’eau  à l’état  moyen  d’humidité  ( Traité  de 
Physique , tome  I,  page  53i),  on  a 

f = o”,ooa56i -t- o“,ooo43a45 , 
logX  = 6,09909  - log  iH-^C)-»-log(i-o, 375 
logA  = 3,09095,  log  B = log  + 0,082 J 
et  enfin 

logn  = log.A -4- logB  — logvl  + p/)— log(i -+-p'/')  . 

-+-log().  — î).  ■■ 

Quoique  ce  moyen  d’évaluer  le  coefficient  de  la  réfraction  ne 
soit  pas  fondé  sur  une  théorie  physique  tout  à fait  dégagée  d’empi- 
risme , comme  on  le  verra  plus  tard , cependant  nous  avons  prouvé 
par  maints  exemples , dans  la  Description  géométrique  de  la  France 
[ tome  II , page  645  et  suivantes) , que  les  résultats  numériques  aux- 
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quels  il  conduit  sont  généralement  satisfaisants,  quand  les  circon- 
stances atmosphériques  sont  favorables,  c’est-à-dire  lorsque  la  sphé- 
ricité des  couches  aériennes  d’égale  densité  n’est  pas  sensiblement 
troublée.  Voici  un  de  t^.s  exemples. 

I.e  27  novembre  i8ia,  le  colonel  Itrousseaud , lors  de  la  mesure 
du  parall^e  moyen , observa  vers  midi  et  au  sommet  du  Puy-de-Dôme, 

la  hauteur  du  b.iromètre.  b ■=  o™, 6447^5’, 
la  température  du  barom.  t'  =r  io‘*,6  centigrades, 
la  température  de  l’air . . . t — 9 i4  ! 


éléments  météorologiques  qui  correspondent  précisément  à l’époque 
des  observations  des  distances  zénithales  citées  à l’art,  précédent,  et 
d'après  lesquels  les  deux  formules  (A)  s’évalueront  ainsi  qu’il  suit. 


I”  formule. 

6.0990g 

c.  log(i-t- j3t)  = 9.98493 
logX  =:  6.o84oa 
X = o,opoiai3 
— { = 0,0000375 
X -^i^=  o,oooog38 


a'  formule. 

3.09095 
logA  = 9.80938 
C.  log(i  = 9.98493 

C.  log(H-jg'<'')  = 9.99918 
lof  (X~£)  = g.gyaao 

log  71  = 8.85664. 

N- 


On  a donc  «=0,07188;  et  si  l’on  veut  savoir  quelle  était  à très-peu 
près  la  réfracfon  à cette  station  du  Puy-de-Dôme,  on  aura,  à cause 
de  C = 933* ,53  = 6a",46  8cxag.>  d’après  ce  qui  précède , 

"f'  : V»‘ 

réfi-actiond  = «C  = ai",74  sexag.  Iogn  = 8. 85664 

logC  = a.97013 

fog  9 = centés. 

^ , 9’.5i655  •« 

• 1.3373^.  sçxag. 

Cette  différence  entre  la  théorie ' et  l’observabon  est  si  petite,  dans 
cette  circonstance,  qu’on  ne  saurait  d^ider  si  l’une  de  ces  deux  va- 
leurs eat  préférable  à l’autre.  , 


Par  la  mesure  trigonométrique. . 19  ,70 
' ' ■ • différoice . . . • a ,o4‘ 
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A la  station  inférieure  de  la  préfecture  de  Clermont-Ferrand  , la  ré- 
fraction déduite  pareillement  de  mesures  barométriques  et  thermomé- 
triques , prises  le  meme  jour  et  à la  même  heure  par  Ramond , était 
de  a5",a  sexag.,  c’est-à-dire  de  5", 5 de  moins  que  par  l’obsersation  ; 

c’est  ce  qu’il  est  facile  de  vérifier  au  moyen  des  données  suivantes  : 

• 

hauteur  du  baromètre. ....  o",73a5  , 

tliermomètre  du  baromètre.  i5‘‘,5  centig. , 
tliermomètre  libre 7 i3; 

et  desquelles  on  déduit,  par  un  calcul  semblable  au  précédent, 

log  n' = 8.91994  ou  n'  = o,o8i6a8; 

en  sorte  que  le  coefficient  moyen  serait  théoriquement 

i(n-t-n')  = 0,07675 

par  l’observation  irigonoinétrique 

(art.  précédent) o,o8335 

différence. , . . . . — 0,00660. 

Ainsi , d’après  la  théorie  que  nous  avons  adoptée , la  somme  des  ré- 
fractions qui  se  sont  manifestées  aux  extrémités  de  la  même  trajectoire 
lumineuse  aurait  été  de  ^6", g,  tandis  que,  par  la  résolution  du  triangle 
hypsométrique  (art.  précédent),  elle  aurait  été  plus  exactement 
de  5o’,4.  Il  peut  se  faire  que  ce  léger  désaccord  provienne,  en  grande 
partie , de  ce  qu’il  y a eu  décroissement  de  température  de  l’air  en 
sens  inverse  (*). 


(*)  Dans  le  but  de  compléter  un  prend  travail  sur  les  réfractions,  inséré  dans  les 
derniers  volumes  de  la  Connaistancc  des  Temps,  M.  Biot  a replia  et  étendu  la  théorie 
des  réfractions  terrestres  exposce  au  chapitre  du  livre  X de  la  Mêcamqae  céleste; 
mais  l'application  qu'il  a faite  de  quelques  -unes  de  ses  formules  à l'exeipple  actuel 
nous  ayant  paru  donner  lieu  à une  sérieuse  objection','  nous  renverrons  le  lecteur  aux 
Additions  à la  Connaissance  des  Temps  pour  1 842 , et  surtout  h la  pape  663  du  second 
volume  de  la  UfouveUe  description  géométrique  de  la  France,  pour  tous  les  éclaircisse- 
ments qu'il  pourrait  desirer  à cet  égard. 
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CHAPITRE  XX. 


DÉTBB.MIMATIOK  DES  DIFFÉRENCES  DE  NIVEAU,  PAR  LES  PROCÉDÉ.S 
TRIGONOHÉTRIQCES. 


218.  Deux  ou  plusieurs  points  sont  «lits  de  niveau  entre  eux , 
lorsqu'ils  appartiennent  à une  ménie  surface  semblable  et  concen- 
trique à celle  des  eaux  tranquilles  de  la  mer  ; et  une  droite  perpendi- 
culaire à la  direction  de  la  pesanteur  est  dite  une  ligne  horizontale  ou 
une  ligne  de  niveau  apparent.  En  supposant  la  Terre  sphérique , toutes 
les  verticales  ou  lignes  de  gravitation  passent  par  son  centre;  mais  si 
l’on  regarde  le  globe  terrestre  cointiie  un  sphéroïde  engendré  par. la 
révolution  d'qne  ellipse  ^tour  de  son  petit  axe , les  verticales  qui 
sont  de^ndmales  à sa  surface , rencontrent  en  général  le  demi  grand 
axe  entre  le  centre  et  l’équateur  (yîg-.  39). 

(ies  définitions  étant  bien  comprises  il  s’agit  de  procéder  à la 
recherche  des  ibrmules  propres  à la  détermination  des  différences  de 
niveau , dans  chacune  des  deux  hypothèses  précédentes  ; afin  de  juger 
avec  connaissance  de  cause  du  degré  de  précision  qu’on  peut  obtenir 
dans  les  dam  oaÉl  .|f^  w 

■T 

PmUIXiEE  HTPOTSÈSE. 

La  Terre  étant  sphérique. 

te 

Soient  C {Jîg.  46)  le  centre  de  notre  globe  réputé  sphérique , et  .i,  B 
deux  paints- hlégalm>cnt  éloignés  d» ce  centre.  SiAÏB'  est  une  ligne 
de  nlvtau'vrai  ou  u»  arc  terrestre , la  hauteur  BB'=ifE  sera  la  dij^'- 
rence  de  niveau  des  deux  points  A,  B.  Qrf  par  les  opérations  géijdé- 
siques,  on  connaît  la  plus  courte  distance  de  ces  points,  ainsi  que 
I.  57 
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leurs  distances  zénithales  réciproques^  ou  tout  au  moins  l'une  d'elles; 
on  a donc  tout  ce  qu’il  faut  pour  déterminer  i/£. 

En  effet , représentons  par  la  distance  zénithale  a]>pareiite  du 
point  B,  observée  de  la  station  .A;  par  la  distance  zénithale  appa- 
rente du  point  X,  observée  de  B;  par  C l’angle  que  forment  les  deux 
verticales  pas.sant  par  A et  B et  se  coupant  au  point  C;  par  R le  rayon 
de  la  sphère  dont  la  surface  s’écarte  le  moins  possible  de  celle 
de  la  Terre  aux  lieux  des  observations;  par  5,  5'  les  réfractions  dont 
les  distances  apparentes  (î,  à'  se  trouvent  respectivement  affectées; 
enfin  par  D,  D'  les  distances  vraies  d-t-5,  et  supposons  d’a- 

bord D < D'  : le  triangle  rectiligne  ABC,  que  nous  appellerons  iHainjfle 
hypsométrique , donnera 

sinD'?  R ::  |inD  : R-t-<fE, 

...»  • s.  ».  • 

d ou 

\ «inD  / » 

à cause  de  sut  D — sin  D ^ a cos  I — I s*”  I — — 1 » 
dç  ^ te  lOO*  -+-  Y (*fC  ou  de  cod  - sin  on 

aura 

C C 

, » iBsi» j-sin z(D' — D)  > sRiin  — sinlfD' — D) 


«fi  flfto  — DM 


,|(D_D'-C)  • 


Mais  en  général  - * « . 

cos(x)=cos{-a-;,  et  sin^  = ^ (I)*'*'  ' ' ’ ’ 

de  plus,  RC  = K, , K,  étant  l'arc  qui  mesuri'  la  distance  des  stations 
■A  , B,  et  dont  la  corde  est  K;  ainsi  aR  sin  — = K,  et 

OII  te  ’ ^ • 

. , CO»  T ( ® “5^  ® C; 
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Au  surplus,  U est  très-rare  qu’on  ne  puisse  pas  prendre  dans  ce  cas 
l'arc  pour  la  corde. 

Supposons  maintenant  L)  > D';  le  triangle  .ARC  [fig-  4È  hh) 
donnera 

sin  D ; R : ; sin  D' ; R + rfE; 

par  conséquent  ■' 

^E  = R 

\ un  D / ’ 

• • » - *• 

et  par  suite,  en  procédant  comme  ci-dessus , ou,  ce  qui  est  plus  sim- 
ple, en  cliangeant  dans  le  résultat  précédent  D en  D'  et  vice  versd^ 
puis  supposant  qu’on  nivelle  en  allant  de  A en  B , 


ou 

(a) 


K,J.\  sin|(D'  — D) 
aijR'  / cosi  (D  — D'  C)  ’ 


rfE  = K 


sin  |(D'—  D) 

COJ  I ( D — D^hTc)  ■ 


Si  l’on  compare  cette  valeur  à la  précédente (t),  on  reconnaîtra  que 
celle-ci  est  négative  et  que  l’autre  est  positive,  mais  que  dans  le  déno- 
minateur, la  différence  D'  — D doit  toujours  être  prise  positivement, 
lorsque  l’on  emploie  pour  K'  la  distance  des  deux  stations  réduite  au 
point  le  plus  bas.  Or,  par  le  calcul  d’un  réseau  trigonométriqiie,  K est 
nécessairement  réduit  au  niveau  de  la  mer  (art.  141),  et  est  alors  re- 
pré-senté  par  ab'.  Ainsi  la  différence  de  niveau  RB'  = ilE,  obtenue  à 
l’aide  de  K = ab',  est  un  peu  trop  petite,  puisqu’elle  devrait  l’étre  au 
moyen  de  AB'  ; mais  dans  la  pratique  on  peut , sans  inconvénient , 
faire  abstraction  de  la  très-petite  différence  des  deux  cordes  ni',  AB'^  à 
moins  que  les  stations  ne  soient  très-élevées  lart.  236). 

Afin  de  comprendre  ces  deux  formides  dans  une  seule , et  de  les  as- 
sujettir à l’hypothèse  précédente,  nous  écrirons 


(3) 


KjiDj(D'-U) 

co5j(D'ujn-t-c;’ 


ou  bien  rfE  = 


Ksin  ) [5'  — S} 
COST'<î't/^'î-f-C)" 


La  réfraction  ne  modifie  en  rien  ce  résultat , puisque,  d’apres  ce  qui  a 
été  dit  à l’art.  314,  on  petit  presque  toujours  supposer  ô = 6'  : il  en 
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serait  évidemment  de  même  si  les  distances  zénithales  réciproques  â,  è' 
étaient  affectées  chacune  de  la  même  erreur.  On  entendra  par  le  signe 
oo,  que  la  différence  oo  d qui  entre  au  dénominateur,  doit  toujours 
être  considérée  comme  positive  et  s’ajouter  à l’angle  C.  Ainsi,  le  signe 
de  rfE,  qui  dépend  uniquement  de  celui  du  numérateur  sin  i (d'  — d), 
sera  positif  ou  négatif  selon  que  l’angle  d'  — d sera  Ini-méme  positif  ou 
négatif. 

I.a  formule (t)  ou  (a),  qui  est  rigoureuse  , conserve  ce  caractère  en 
développant  le  dénominateur  et  en  faisant  attention  que  aR  sin^  C=K  , 
et  que  R est  la  normale  IS  de  l’une  des  stations  (art.  170V  Cette  opéra- 
tion très-facile  donne  en  effet 


(4) 


aRtanglClang.f(ii' — — 0) 
^ I — UogTClang4{i'  — t + V — 9)’ 


et  c’est  encore  ce  que  l’on  trouve  en  appliquant  au  triangle  hypsomé- 
trique  le  théorème  démontré  art.  40.  Au  surplus,  à moins  que  la  dis- 
tance des  objets  mis  en  comparaison  ne  soit  très-grande,  ce  qu’il  faut 
éviter,  cette  dernière  formule,  en  y supposant  5 = S',  peut  se-réduire 
à celle-ci  : v 

(4')  t/E  = aR  Ung^C  Ung{  (t^'— ^)=  ' — <'* 

laquelle  est  fort  usitée.  Si  l’on  en  chasse  l’angle  des  verticales  au 
moyen  de  cette  relation 

, C = d^-t-  -4-  0 + 5'  — a’  = d -H  d'  -|>-  nC  -4-  /l'C  — a”, 

qui  donne 

— a" 

“ I — n — <t'  ’ 

on  aura  définitivement , avec  une  approximation  suffisante , 

(5i  ^E  = ^^;ff^>fmgiid'-d). 


C’est  à l’aide  de  cette  nouvelle  formule  qu’on  déterminerait  assez  bien  , 


Digitized  by  Google 


LIVRE  TROISIÈME.  451 

<Iajic  une  exploration  géographique , la  différence  de  niveau  de  deux 
points  éloignés  l’un  de  l’autre  sans  connaître  leur  distance,  eu  suppo- 
sant cependant  que  les  coefficients  n,  n'  des  réfractions  locales  fussent 
déduites  théoriquement  d'observations  barométriques  et  thernioiiKélri- 
ques  contemporaines  de  celles  des  distances  zénithales.  Autrement  l'on 
serait  obligé  de  faire  n=n'  = o,o8",  et  alors,  la  diSerenoe  de  niveau 
laisserait  encore  plus  d'incertitude  sur  sa  véritable  valeu^;  car  il  faut 
bien  faire  attention  que  la  substitution  du  diamètre  de  la  Terre  et  ilii 
complénaent  de  la  demi-eomme  des  distances  zénithales  à la  place 
de  r arc  de  distance  K.  qui  est  censé  inconnu,  produit  quelquefois  une 
erreur  considérable  surcfF  , puisqu’elle  serait,  par  exemple,  d’un  70* 
si  l’on  déterminaib^  par  les  seules  distances  zénithales  apparentes  et  les 
coefficients  de  lo  Réfraction,  rapportés  art.  216  et  217,  la  hauteur  du 
Puy-de-Dôme  au-dessus  de  la  préfecture  de  Clermont-Ferrand.  Ru  effet 
la  formule  (5j  donnerait  r/Ë  = loéi",  tandis  qu’on  a exactement  in(33" 
par  la  formule (4' J,  qui  est  ex|klipitenient  fonction  de  la  distance  K. 

219.  Si  l’une  des  distances  zénithales  et  la  différence  de  niveau  <fE 
étaient  connues,  et  qu’il  fallût  avoir  l’autre  distance  zénithale,  pour 
réduire  à l’horizon  un  angle  observé  entré  deux  objets  inégalement 
élevés,  la'formule  (4)  donnerait  sur-le-champ 

'^cosAG 

ta"gi(d’.-d)=  - ; 


et  par  la  médiode  de  l’art.  93,  on  aurait,  en  série  et  en  secondes, 

1 

tfy,  rfEcosiC  /rfE\»sin|C  /rfE\«  cm^C 

- d)  = 

mais  l’on  pourrait  bien  dans  ce  cas  sè  contenter  du  premier  ferme. 

L’usage  du  théodolite  rend  ce  èalcul  inutile,  puisque  les  aogles  ob- 
servés avec  cet  instrument  se  trouvent  Réduits  à l’horizon  (art.  123); 
et  ce’  qu’il  y a d’avantageux,  sous  un  autre  rapport , «'est  que  la  ré- 
fraction , dans  le  sens  vertical , ne  peut  jamais  troubler  l’accocd  des 
séries.  Mais  ce  n’est  pas  une  raison  pour  négliger  d’observer  les  dis- 
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rances  zénithales,  puisqu’elles  servent  à déterminer  exactement  lesdif- 

l'érences  de  niveau. 

2S0.  Ne  faisons  maintenant  dépendre  la  formule  (4)  que  de  la 
seule  distance  zénithale  cl,  et,  dans  cette  vue,  rappelons-nous  que 
d-l- 4=  i’-+- .^C  — ^{d'  — d);  on  aura  tout  d’abord,  en  éliminant 
f d"  — d)  = i'— (d-f- 5 — |C/,  cette  expression  finie  , 

Cfi'l  WF—  tMigjCcot(j-KI— |C).  ? 

«L—  iC)’ 

ou,  parce  que  le  dénominateur  diffère  très-peu  de  l’unité, 

• i 

rfE  = iR  tang|Ccot(d -i-  ô — ^C)  =:  ■ ■ cot  (d  -t-  6 — -^C); 

ou  encore,  en  introduisant  ici  le  coefficient  de  la  réfraction  , on  a 

(6')  WE  = ^J^cot[d -i-(»-|)C]; 

et  il  est  évident  que  le  signe  de  </E  dépendra  de  celui  de  la  colaugente. 
Enfin,  si  dans  l’équation  (Gy  on  fait 

a:  = tangue  cot  (d -H  S — 4 C), 

c/E_=  = aR.  (jc-4-jr’-t-x’-t-..  .)î  , c.  . 

inais  il  est  extrêmement  rare  que  le  premier  terme  de  cette  série  ne 
suffise  pas. 

Lorsque  la  valeur  numérique  du  cx>efBcient  de  la  réfraction  ne  peut 
se_  déduire  d’aucune  observation  directe,  faite  à l’époque  où  les  dis- 
tances zénithales  ont  été  prises,  on  la  suppose  ordinairement  de -t-  o,o8. 
Dans  le  cas  d’une  réfraction  extraordinaire,  n peut  être  négatif;  mais 
il  n’y  a que  l’observation  qui  puisse  véritablement  faire  connaître  ce 
coefficient  et  le  signe  dont  il  doit  être  affecté.  < •,  . 


on  aura 
(G") 
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221.  La  formule  (6')  se  transforme  en  une  autre  équivalente  ainsi 
qu’il  suit.  D’almrd  soit,  pour  abréger,  (n  — = j?,  on  aura 


cot  [<?+(«  — 4)C]  = cot  (rf  4-  j3)  = 


1 — tan^  9 tan^  ^ . 
taDgJ-hUTDgP  ’ 


et  puisque,  dans  la  pratique,  l’angle  ^ est  fort  petit,  on  peut  prendre 
l’arc  pour  la  tangente  ; ainsi , 


cot(d4-;3)  = 


I — ^tangJ 

tangi(i  + ^cot4) 


Ensuite  multipliant  liant  et  bas  par  (■  + J3  cotd)~',  et  développant,  il 
vient,  en  s’arrêtant  aux  termes  du  premier  ordre  par  rapport  à 


cot  (d-t-p)  = (cotd  — |3)(i  — /3  cot  d)  = cotd  — 


puis,  remplaçant  ^ par  sa  valeur,  et  faisant  attention  que  C = ^,  on  a 
enfin  > 


(8) 


Kcotj 


<n«|C 


I K*  _ bK; 
a Rsin’il  Rsin*l  ’ 


ou , ce  qui  est  encore  permis  dans  beaucoup  de  cas. 


, (8')t 


dF.  = K cotd  ^ - 


ühL 

« 


Ce  dernier  résultat,  'auquel  on  peut  sans  doute  parvenir  par  une 
voie  plus  simple  et  plus  directe  j met  en  évidence  et  le  terme  dépendant 

K*  ^ 

de  la  sphéricité  de  la  Terre,  savoir  — , et  celui  qui  est  produit  par  la 

réfraction , savoir  -»  Il  serait  donc  facile  de  former  une  jietiie  table 

pour  différentes  valeurs  de  n.  • 

Mais  quand  il  est  permis  de  faire  constamment  n = o,oR,  et  de 
prendre  pour  R la  normale  4 la  latitude  de  4ô  degrés,  on  a 

K côtd-f- yK’,  •' 
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log  <7  = a 8 1 793  : expression  très-usitée  dans  la  triangulaticm  secon- 
daire Pt  dans  les  opérations  de  détail. 

l.^n  autre  avantage  de  cette  formule  (8)  est  de  donner  la  valeur  du 
coefficient  de  la  réfraction,  quand  on  connaît  dE,  K et  la  distance 

/.énithale  apparente  â : en  effet,  soit  = dE\  on  a 
, , aRsin-^.WE  — f/E’l 

(9'  ' - ki ■ 


Mais  rien  ne  prouve  que  n soit  constant  pour  toutes  les  trajectoires  lu- 
mineuses qu’on  peut  concevoir,  au  méiae  moment,  autour  du  centre 
de  la  station. 

Si  au  lieu  d’exprimer  la  différence  de  niveau  par  les  premiers  termes 
d’une  série  d’ailleurs  très-convergente , on  en  voulait  une  expression 
tinie,  il  suffirait  de  mettre  dans  la  formule(i),  art. 218,  pour  |-(D' — D 
sa  valeur^i'  — D + JC,  car  ou  a sur-le-champ 

, _ Kco.(D-fC) 
sin(D  — C)  ■ 

Observons  toutefois  que  si  l’on  se  bornait  à remplacer  ici  la  distance 
/.énithale  vraieDpar  sa  distance  apparente  J,  la  différence  de  niveau  ré- 
sullante  serait,  d’aj>rès  ce  qui  précède,  en  erreur  d’une  quantité  ex- 

pi'imée  par  le  terme  — <1“  à la  réfraction;  mais  elle  sera  évidein- 

menl  exacte,  en  faisant  D = J-H  nC,  ou  ce  qui  est  pins  commode 
pour  le  calcul  numérique , en  écrivant 

• „ ro$  i— iC)  «K* 

(lE  — K — s ■ 

g nn(i — C)  Rsin'd 

222.  Ixirsqu’on  aperçoit  l’horizon  de  la  mer,  d’un  lieu  élevé  d'oti 
Ton  observe,  il  estfecile  d’obtenir  la  hauteur  de  ce  lieu  au-dessus  des 
eaux , au  moyen  de  l’angle  observé  entre  l’iiorizon  et  le  zénith , si  l'on 
connaît  d’ailleurs  le  coefficient  de  la  réfraction  ; voici  comment  ; 

•Si,  par  le  point  B de  robsersateur  i"J1,  l’on  imagine  une  tan- 
gente B.\  à la  surface  de  la  mer,  le  rayon*' terrestre  CA  = R sera  évi- 
demment perpendiculaire  a .\B.  Si  l’on  imagine  en  outre  une  ligne  de 
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niveau,  ou  un  arc  terrestre  AB*  compris  entre  le  point  A et  la  verticale 
VB,  la  hauteur  cherchée  sera  BB'  = E.  Or,  faisant  comme  à l’ordinaire 
la  distance  zénithale  vraie  VBA  = D = t?  + 5,  J étant  la  distance  appa- 
rente observée  et  S la  réfraction  ; le  triangle  rectangle  CAB  donnera , à 
cause  de  l’angle  CBA  = i"  — C , et  de  CA  = R , 


fn " 

siD,'<'‘  — C)  eosC 

Mais  BB'  = E = CB  — R,  par  conséquent 


E=  R 
= R 


( I — cos  C) 
rosC 

ïsin’iCsinC 
SID  C cosC 


= R 


asin*|C 

cosC 


= R tang-^C  tangC. 


Quelle  que  soit  la  hauteur  de  la  montagne,  la  distance  zénithale  qui 
aura  pu  être  observée  du  sommet,  sera  toujours  peu  diflérente  de 
l’angle  droit;  ainsi  l’angle  C sera  très-petit.  Mais  parce  qu’en  général 
tangmx  = m tangx,  lorsque  ar  est  un  fort  petit  arc,  et  m un  coefficient 
peu  différent  de  l’unité,  on  a sensiblement,  en  considérant  R comme 
la  normale  N du  lieu , 

E = -J  R tang“  C. 

De  plus,  à cause  deC  = (?  + 9 — i'=:c?-+-nC  — i*  (art.  214),  on  a 


enfin, 

(lo)  E = i R ‘ang’  “ '*)* 


ou , faisant  la  dépression  apjiarente  c?  — = onaà  fort  peu  prés 


E = ^R(i  -(-  n)’  tang’w. 

Cette  formulé  usitée  aurait  cependant  plus  de  précision  si  on  la  modi- 
fiait de  manière  à tenir  compte  de  la  différence  qui  existe  très-proba- 
blement entre  la  réfraction  à la  surface  de  la  mer  et  celle  qui  se  inani- 
I.  58 
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Teste  en  meme  temps  k la  station  élevée.  Or,  en  reprenant  la  formule  (4')t 
et  remarquant  que,  dans  le  cas  actuel,  d = ioo“,  d'  = loo*^  u,  elle 
devient,  en  y changeant  d'ailleurs  dE  en  E pour  désigner  une  hauteur 
absolue;  elle  devient,  disons-nous, 

E=  aR  tangue  tang-^n; 

puis,  substituant  pour  G sa  valeur  en  fonction  des  coefficients  des  ré- 
fractions locales,  savoir  : 


on  aura  trés-appix)ximativement 

(il)  E=aR(^— ^-p)tang*|K. 

Mais  l’on  remarquera  que  cette  formule  présente  dans  la  pratique  le. 
meme  inconvénient  que  celle  (5)  de  l’art.  218 , et  qu’il  est  impossible 
d’y  remédier. 

223.  On  voit  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  déterminera 
les  élévations  des  sommets  des  signaux  au-dessus  d’un  même  horixon , 
diinivrau  mojen  de  l’Océan,  par  exemple  : ainsi,  en  en  retranchant  les 
hauteurs  des  signaux , on  aura  celles  du  sol  au-dessus  de  ce  niveau 
;art.  35). 

En  attendant  que  nous  donnions  un  exemple  de  ce  calcul , sup]K>- 
sons  que  les  points  B , B',  B’,. . .,B  •>  soient  inégalement  élevés  au-dessus 
d’une  même  surface  de  niveau,  en  sorte  que  h'  soit  l’élévation  du 
point  B'  au-dessus  du  niveau  de  B;  4'  l’élévation  du  |K>int  B*  au-dessus 
du  niveau  de  B';  d’ la  dépression  du  point  B',  par  rapport  au  niveau 
B",  et  ainsi  de  suite;  il  est  évident  alors  qu’on  aura  généralement  pour 
la  différence  de  niveau  des  deux  points  extrêmes,  h — d,  en  prenant 
positivement  les  hauteurs  h'  -t-  h".  . . = A,  et  négativement  les  dépres- 
sions d~  -4- supposées  observées  de  gauche  à droite.  Si  la 
différence  h — rf  est  affectée  du  signe  -H , le  point  extrême  B sera 
■lu-dessus  du  niveau  de  B ; et  si  elle  est  affectée  du  signe  — , le  point  B 
sera  au-dessus  du  meme  niveau. 

Concluons  de  là , que  si  E est  la  hauteur  du  |K>int  Bau-dessus  du  ni- 
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veau  de  la  mer,  E-^  h — d sera  la  hauteur  de  tout  autre  point  au-des- 
sus de  ce  niveau. 

Toute  hauteur  au-dessus  de  la  mer  se  nomme  hauteur  absolue,  et  la 
'diiTérence  de  niveau  de  deux  points  s’appelle  en  général  hauteur  relative. 
Maintenant  on  est  assez  d’accord  en  Géodésie  pour  désigner  sous  le 
nom  à' altitude  la  hauteur  absolue  d'un  point;  parce  que  cette  troi- 
sième coordonnée  réunie  à la  latitude  et  à la  longitude  de  ce  point  a 
même  désinence,  et  qu’elle  achève  d’en  assigner  la  véritable  position  stir 
la  Terre. 

Divers  calculs  de  dijjérences  de  niveau. 


*224.  Toutes  choses  étant  égales,  comme  dans  l'art.  21G  où  les  dis- 
tances zénithales  sont  réciproques  et  supposées  avoir  été  observées 
simultanément,  on  demande  la  différence  de  niveau  des  sommets  des 
<leiix  signaux  A et  B (Jîg.  45).  Cette  différence  est  donnée  par  la  for- 
mule exacte  (4) 

//F  - 

^~cos  Krooi-FC)’ 

et  l'on  a 


^ = 99“>9596»4 

i — loo  ,278767 

(f'  — J=-t-  O ,3igt43 
C = -t-  O ,a84io5 


d-t- C = -t-  O ,6o3a4B 


logK=  4,4549171 

l.sin|((È  — (f)=—  7,3990750 

c.lcosi(d'— = 0,0000049 

— 1,8539970 

Donc...  dE=—  71'", 449- 


Cherchons  encore  cette  différence  de  nive.iii  par  la  formule  (4*), 
approchée , 


logK  = 4,4549171 
I.  tang|(d'-d)  = 7,3990778 
c.  1.  cos  = 0,000000a 

logr/E=  1,8539951 


71  ",448. 

58.. 
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Ainsi,  le  point  II  est  plus  bas  que  le  point  A,  de7i",45.  Nous  aurions 
pu  borner  tout  ce  calcul  à 5 décimales. 

Si  l’on  ne  connaissait  que  la  distance  au  zénith  c^,  prise  du  point  A, 
il  faudrait  recourir  à la  formule  (6),  ou  à celle  (&).  Dans  ce  dernier 
cas,  et  en  supposant  le  coefficient  n de  la  réfraction  = o,o8,  on  aurait 

</£  = K cot  (tf-|-o,o8C  — 0,5  Cy  = K cot  [â  — o,4a  G). 

. ioo‘, 278767  logK=  4)4549> 

— 0,426  = — o,iitÿ322  — l.tiing  i5',9226=; — 7,39873 

i — o,42C=-t-  100,159445  dK  = — 1.85365=  — 7I“,39 

En  prenant  le  milieu  entre  ce  second  ri'sultat  et  celui  que  donnerait 
l'autre  distance  zénithale,  on  retomberait  sur  le  premier  : ils  seraient 
uicntiqucs,  en  employant  la  valeur  de  n déduite  des  deux  distances 
/.éoitbalcs  (art.  En  général  les  observations  réciproques  annul- 
lent  presque  entièrement  l’erreur  provenant  de  la  supposition  d’égalité 
entre  les  réfractions  aux  deux  stations  comparées  , erreur  évidemment 
représentée  par  le  très-petit  terme  + aR  tang  ^ C tang-j(5'  — 5),  ou 
— 6)  sin  1",  que  l’on  trouve  en  mettant  dans  (4')  au  lieu  de 
((?'  — &)  la  quantité  (<?'-<- S' — â — 6),  art.  21-4. 

Au  surplus,  quand  même  les  distances  zénithales  <?,  iJ'  n’auraient 
pas  été  prises  simultanément  [lar  deux  observateurs,  la  dillérence  de 
niveau  des  deux  stations  se  déterminerait  encore  trè.s-exactement,  si  des 
mesures  barométriques  et  thermométriqiies  avaient  été  recueillies  en 
même  tenqw  que  les  distances  zénithales  ; parce  qu’on  pourrait  évaluer 
les  réfractions  Û,  5'  correspondantes  (art.  217),  et  apprécier  le  terme, 
précédent  qui  en  dépend. 

Parmi  les  observations  réciproques  et  simultani'-es  qui  ont  été  faites 
sur  le  parallèle  de  Paris , pour  trouver  la  différence  de  niveau  entre 
le  sommet  duPanthé-on  et  celui  du  clocher  de  Vélizy  {Jiff.  i,  PI-  /.Y) 
celles  du  a8  août  1819  sont  {Description  géométrique  de  la  France, 
tome  I,  page  a 36)  : 

Au  Panthéon,  distance  zénithale  apparente 
réduite  au  sommet  de  la  lanterne..  . . (f  = 99‘,7886; 

A Vélizy,  distance  zénithale  apparente  ré- 
duite au  sommet  du  clocher o''=  100,3228. 
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L’arc  de  distance  entre  ces  deux  stations,  ou  K = 3ai  mètres;  de  là 
log  K = 4- 1245368,  et  à la  latitude  de  Paris,  11=  48“5o'  = 54*, 27  ; 
ainsi,  d’après  la  table  IV,  on  a pour  le  logarithme  de  la  normale, 

logN  = 6, 8054352. Calculantrangleaucentre,C  = ^j-jv,  on  trouve 
log  C=  1327", 3.  Évaluant  ensuite  la  formule  (4')  ci-dessus,  il  vient, 
à cause  de  â'  > 0', 

log rf£  = 1.7473333,  delà  rfE  =— 55"”,89; 

c’est-à-dire  que  le  sommet  du  clocher  de  Vélizy  est,  par  rapport  au 
niveau  delà  mer,  plus  élevé  que  celui  du  Panthéon. 

Le  nivellement  géodésique  qui  a été  conduit  de  la  sorte  depuis  Paris 
jusqu’à  la  mer  à Cancale,  a donné  |K>ur  hauteur  absolue  du  soniiuel 
de  la  lanterne  du  Panthéon  l43",84 , et  pour  celle  du  pavé  de  ce.  mo- 
nument 6o“,54;  d’où  l’on  conclutque  l’altitude  du  sommet  du  clocher 
de  Vélizy  serait  de  igg”,73  si  l’on  s’en  tenait  à la  seule  observation  pré- 
cédente; mais  trois  observations  pareilles,  faites  à i‘‘d’intervalle  et  com- 
posées, chacune,  d’une  série  de  ajo  réjX'titions,  ont  donné,  par  un 
milieu,  199"',44-  Ce  beau  nivellement,  qui  a été  exécuté  en  partie  de 
jour  et  de  nuit,  ainsi  que  l’avait  prescrit  la  Commission  royale  de  la 
nouvelle  carte  de  France  prt'-sidée  par  M.  Laplacc,  aurait  offert  un 
double  intérêt  si,  conformément  au  désir  que  cet  illustre  géomètre  avait 
exprimé,  on’y  eût  ajouté  des  observations  météorologiques  contetnix)- 
raines;  parce  qu’elles  se  fussent  trouvées  dans  des  conditions  très-favo- 
rables pour  faire  mieux  apprécier  les  effets  de  réfraction  sur  les  diffé- 
rences de  niveau. 

Dans  le  calcul  d’un  réseau  trigonométrique , on  a toujours  soin  île 
faire  de  fréquentes  vérifications  de  tous  les  résultats  qu’on  obtient  : par 
exemple,  la  différence  de  niveau  des  sommets  des  signaux  érigés  aux 
points  A,  Bdu  triangle  ABC '\/îg.  34),  après  avoir  été  déterminée  directe- 
ment par  la  distance  AB,  se  vérifiera  en  passant  par  le  point  C,  c’est-à- 
dire  au  moyen  des  deux  différences  de  niveau  des  points  A,  Cet  des 
points  C,  B.  ' 

Voici,  pour  exemple,  des  hauteurs  absolues  qui  ont  été  obtenues 
de  la  sorte , et  qui  se  rap'portent  au  triangle  résolu  à l’art.  150.  . 
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Quand  on  emploie  à cet  elTet  des  distances  zénithales  moyennes  et 
réciproques,  résultant  d’observations  faites  dans  les  moments  les  plus 
convenables  et  avec  un  bon  instrument,  les  limites  des  discordances 
sont  tellement  resserrées,  que  l’on  peut  réjK>ndre  des  différences  de 
niveau  à quelques  décimètres  près,  dans  les  triangulations  primaires, 
ainsi  que  le  prouvent  tous  les  registres  géodésiques  du  Dépôt  de  la 
Guerre  : alors,  la  recherche  du  coefficient  de  la  réfraction  terrestre 
perd  un  peu  de  son  importance.  Ge  coefficient,  assujetti  à tputes  les 
vicissitudes  atmosphériques,  varie  tellement  à certaines  époques,  pen- 
dant la  présence  du  soleil , et  surtout  dans  les  lieux  bas  et  humides , 
ou  lorsque  le  rayon  visuel  rase  une  plaine  sablonneuse  fortement 
échauffée,  qu’on  ne  saurait  établir  par  aucune  théorie  mathématique 
lies  formules  qui  en  donnent  les  valeurs  exactes  dans  ces  cas  excep- 
tionnels. Mais  lorsque  les  circonstances  météorologiques  sont  plus 
conformes  à l’hypothèse  admise  par  Laplace  et  d’autres  géomètres , 
sur  la  constitution  physique  de  l’atmosphère,  il  est  avantageux,  pour 
évaluer  très- approximativement  ce  même  coefficient,  de  procéder 
comme  à l’art.  217,  et  comme  on  le  peut  voir  encore  par  ce  qui  suit. 

220.  Nous  venons  d’obtenir  la  différence  de  niveau  de  deux  points 
d'où  l’on  a pu  observer  simultanément  les  distances  zénithales  réci- 
proques 1 cherchons  maintenant  cette  différence  à l’aide  d’une  seule 
distance  au  zénith,  mais  accompagnée  de  mesures  barométriques  et 
thermométriques  prises  à la  même  station. 
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I>e  7 juin  i8ia,  vers  lo  heures  du  matin,  la  distance  zénithale  du 
sommet  du  signal  du  mont  d’Or,  ohservé'e  du  Puy-de-Dôme,  et  ré- 
duite au  sommet  du  signal  de  cette  station,  était o'  = ç)()”ai88*. 


Alors  barom.  h = o",644o7, 

therm.  du  bar.  t'  = -+-  17'*  centigrades, 
therm.  libre  < = -f-  i5. 


1.6  temps  était  superbe  et  le  vent  souRlait  de  l'est. 

On  caladera  d’abord  le  coefficient  n de  la  réfraction  (art.  Iil7j 
et  l'on  aura 

log.  const.  = 6.0990g 
c.  log(i -t- 13/)  = 9.97626 

log  i = 6.07534  = o,oôoii8g4 

— I = 0,00002760 

X — £ “ 0,00009144 

log.  const.  = 3.09096 

log  A = 9.80893 

c.  log(i-t-^t)  = 9.97626 
c.log(i-t-j3't')  = 9.99866 

log(X  — «)  = 5.96114  ^ 

log«  = 8,835g3;  n = 0,068637 
et  (0,5  — n)  = o,43i463. 


Le  log.  de  la  distance  K des  deux  sommités  actuelles , déduit  de  la  ré- 
solution des  triangles  du  parallèle  moyen , est  log  K = 4.4  709  248 , et 
celui  de  la  normale  au  Puy-de-Dôme  est  log  N =6.8o53388  ; ainsi 


Tangle  G des  verticales,  étant  6ré  de  son  expression  ^ on  a 
G = 2947"  ,6  centésimales. 

Il  s'agit  maintenant  de  calculer  la  différence  de  niveau  des  sommets 
des  signaux,du  mont  d’Or  et  du  Puy-de-Dôme,  et  pour  cela  nous  em- 
ploierons la  formule 


Kcot^  / *.  , K.* 


• « 
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i"  terme. 

logK=4.470g.i48 

J.  001^  = 8.0889044*1- 

c.logcos  jC=o.oooooia 
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« 

a*"  terme. 

log  (0,5  — «)  =9.63474-+- 

a logK  =8.94185 
c.  logN  =3. 19466 

a,55983o4=36a“,94 

+ 5g  ,06  1 .77i3a=59“,o6. 


rfE=4îa  ,00 


Par  tiu  grand  nombre  d'observations  réciproques  faites  à ces  deux 
stations , et  à d'autres  époques  , cette  différence  de  niveau  s’est  trouvée 
de  4a  1'";  et  ce  n’est  pas  le  seul  exemple  d’un  accord  aussi  remar- 
quable. (\oyci  Descrip,  gêmnét.  de  la  France,  tome  II,  Appendice.) 
JVéanmoins  il  est  toujtuirs  prudent  de  ne  pas  adopter  sans  vérification 
un  résultat  dont  l’exactitude  est  trop  dépendante  de  celle  de  la  réfrac- 
tion; ici  ce  phénomène  a fait  paraître  le  signal  du  mont  d’Or  à 9'“,39 

K* 

au-dessus  de  son  lieu  réel , puisque  telle  est  la  valeur  du  terme  n 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre  trouverait  naturellement 
son  application  s’il  fallait  déterminer  la  différence  de  niveau  ou  le» 
hauteurs  absolues  de  deux  points  C,  D [ftg.  48)»  situé-s  dans  la  plaine 
et  visibles  des  stations  élevées  .A,  B,  mais  inaccessibles  ou  non  visibles 
l’un  de  l’autre. 


U‘i({.  11  arrive  souvent , dans  la  recherche  des  points  trigonomé- 
triques,  que  l’on  est  obligé  de  connaître  à fort  peu  près  la  différence 
de  niveau  de  deux  stations  qui  ne  peuvent  être  aperçues  l’une  de 
l’autre,  afin  de  savoir  s’il  est  possible  de  remédier  à cet  inconvénient, 
en  y érigeant  des  signaux  d’une  hauteur  admissible  et  d’un  prix  mo- 
dique. On  choisit  alors  un  point  intermédiaire  d’où  les  stations  pro- 
jetées soient  aperçues,  et  l’on  observe,  avec  un  petit  instrument 
jtropre  aux  reconnaissances , les  deux  distances  zénithales  d’après  les- 
quelhis  on  détermine  par  le  second  procédé  de  l’art.  224,  et  en  sup- 
posant n = 0,08  , la  différence  de  niveau  des  deux  stations.  Quelles 
que^soient  et  l’erreur  commise  sur  la  constante  de  la  réfraction , et 
celles  qui  peuvent  affecter  les  distances  horizontales  du  lieu  de  l’ob- 
servation aux  deux  stations  dont  il  s’agit,  distances  que  Ton  j>eut 


Digitized  by  Google 


LIVRE  TROISIÈME.  4Ü5 

prendre  graphiquement  sur  une  carte , on  ne  sera  pas  moins  eti  état 
de  juger,  par  le  résultat  du  calcul , si  le  projet  d’érection  eat  possible 
ou  noD,  on  iTti  est  suffisant  de  faire-lfaire  iinepercée  dans  le  bois  qui 
pourrait  être  l’ebstacle  intermédiaire,  ou  enfin  s*ii  y a lieu  d'espérer 
(|u’à  certmaet  époques,  la  réfraction  élèrera  assez  le  point  de  mire  de 
Tune  des  stations  par  rapport  à l'autre,  pour  que  les  observations 
puis.sent  se  faire  sans  beaucoup  de  frais. 

Calcul  de  la  hauteur  d’un  lieu  doit  l’on  voit  l horizon  de  la  mer. 


‘227.  Du  sommet  B d'une  montagne  (ftg.  4")  un  a observé  rangle 
de  ioo°,3545,  entre* Vhorizon  de  la  mer  et  le  zénith;  on  demande  la 
hauteur  du  centre  de  l'instrument  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  ou 
sa  hauteur  absolue^  en  supposant  le  coefficient  de  la  réfraction  de  o,o8. 
On  a,  d’après  Tart.  2‘22, 

E = ^ R (i  -i-  n}’  tang’  (cf  — 100*^), 

^ = 100", 3545  lug  0,5  = q,  (11)897 

— 100  log  R ~ 6,8o533 

- logi  I ,o8}*  = o,o(3685 
log  ung*  (î  — 1 00)  — 5,49'48 

logK ^2,<>026a Z ii5*,S 


l>epm«ion  apparente  « 1 - o,3545 


Donc  le  centre  du  cercle  était  élevé  au-dessus  de  l’horizon  de  la  mer, 
de  1 15”,5. 

Pour  que  les  hauteurs  déterminées  de  cette  manière  s’accordassent 
aussi  bien  que  possible  avec  celles  obtenues  par  des  mesures  directes, 
il  faudrait  que  des  observations  météorologiques,  propres  à constater 
l’état  actuel  de  l’air,  eussent  été  faites  simultanément  au  sommet  de  la 
montagne  et  tout  près  du  rivage  de  la  mer,  afin  d’employer  la  for- 
mule (1 1)  de  l’art. ‘2‘22.  Il  faudrait  en  outre  observer  l’horizon  de  la 
mer  lors  des  hautes  et  basses  marées,  afin  que  la  moyenne  des  résiütats 
se  rapportât  à la  mer  moyenne.  Faute  de  procéder  île  la  sorte,  on  est 
obligé  d'adopter  pour  n une  valeur  purement  liypotbétique,  et  il  ne 
serait  pas  impossible  alors  qu’il  y eût  une  incerfittide  de  10  à ta  mètres 
sur  itne  grande  hauteur  calculée  d’après  une  observation  de  l’horizon 
de  la  mer  prise  isolément  {Base  du  Système  métrique,  tome  II, 
page  769),  surtout  si  cet  horizon  n’était  pas  bien  tranché. 
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ÎW8.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait  déterminé,  par  les,  mé- 
thodes des  articles  précédents,  la  différence  de  niveau  entre  le  som- 
met B de  la  montagne  dont  il  s’agit,  et  un  point  queiconqueP;  ensuite 
la  différence  de  niveau  des  points  P,  P',  puis  des  points  P',  P",  et  ainsi 
de  suite;  de  manière,  par  exemple,  que  la  différence  de  niveau 


entre  B et  1* = -t-  aa"’,6 

entre  P et  P' = — 68", 4 

entreFetP" =•— 37  ,i 

entre  P"et  P" = -t-  4o“,8 

entre  P^et  F'" = -(-  13  ,0 


on  aura  l'art.  223)  + h = ■+■  ,4;— r/  = — 96  ,5; 

par  conséquent  la  hauteur  du  jioint  P""  au-dessus  du  niveau  de  la  mer 
sera,  suivant  la  remarque  de  l’art,  cité, 

E -h  A — rf  = 1 1 5", 3 ■+■  75",4  — 95",5  = 95",3. 

C’est  ainsi  queUelambre  a fait  le  nivellement  géodésique  d’une  cen- 
taine de  points  de  la  méridienne  de  France,  depuis  l’Océan  jusqu’à  la 
Méditerranée.  11  est  très-remarquable  que  cette  opération,  qui  n’était 
(jue  secondaire , et  dans  laquelle  on  s’est  abstenu  d’employer  tous  les 
moyens  qui  |K>uvaient  la  rendre  plus  précise,  s'est  trouvée  d’accorri 
avec  le  beau  nivellement  de  la  cbainedes  Pyrénées,  que  MM.  Corabceul 
et  Peyticr,  ex-ingénieurs  géographes  du  Dé|)ôt  de  la  Guerre,  entre- 
prirent en  i8a5,  et  duquel  il  résulte  que  les  niveaux  des  deux  mers 
ii’oiit  entre  eux  aucune  différence  sensible.  Les  hauteurs  absolues  de 
tous  ces  points  sont,  dans  la  d/ènV//enne  de  Delambre,  comptées  à 
partir  de  la  lais.se  de  basse  mer;  il  faudrait  les  diminuer  de  o',97  pour 
les  rapporter  au  niveau  delà  mer  moyenne  (art.  I4-1-). 

Si,  en  faisant  la  triangulation  d’un  pays.  Ton  ne  pouvait  se  procurer, 
par  des  mesures  géométriques,  la  hauteur  absolue  d’aucune  station,  il 
faudrait  alors  recourir  à l’usage  du  baromètre.  Nous  parlerons  des  me- 
sures barométriques,  dans  la  seconde  partie  de  cet  ouvrage. 

I.es  hauteurs  des  objets  aii-des.sus  d'un  plan  de  comparaison  sont 
principalement  utiles  pour  former  le  relief  d’une  carte  topographique. 
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La  Terre  étant  un  ellipsoide  de  ré*>oiution , 


229.  Un  pourrait  craindre  que  les  conséquences  déduites  de  la  lliéo- 
rie  précédente,  dans  laquelle  nous  avons  fait  abstraction  de  la  figure 
ellipsoïdale  de  la  Terre , ne  fussent  pas  assez  exactes  dans  la  pratique. 
Pour  dissiper  tous  les  doutes  à cet  égard,  nous  allons  envisager  la  ques- 
tion sous  son  véritable  point  de  vue. 

En  considérant  la  Terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution , la  dif- 
férence de  niveau  de  deux  points,  l’un  étant  sur  sa  surface,  est  mesurée 
par  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'autre  point  sur  cette 
surface.  Parles  opérations  géodésiques , on  obtient  leur  plus  courte  dis- 
tance au  niveau  des  mers,  ainsi  que  leurs  positions  géographiques  : 
alors  la  corde  de  cette  plus  courte  distance  et  la  hauteur  cherchée  sont 
les  deux  côtés  d’un  triangle  rectiligne  donné  de  position , et  dans  lequel 
un  peut  connaître  en  outre , par  l’observabon , l’angle  que  le  troisième 
côté  hiit  avec  la  hauteur  ou  la  verticale  dont  il  s’agit.  Relativement  à 
la  sphère,  ce  triangle  serait  invariable,  toutes  choses  égales  d’ailleurs, 
quelque  part  qu’il  fût  situé  et  quelque  direction  qu’il  eût  ; mais  il  n’en 
est  pas  de  même  à l’égard  du  sphéroïde.  « • 


230.  Il  résulte  de  la  théorie  exposée  à l’art.  167,  que  si  M et  ÎM" 
ifië-  40]  son!  1^  extrémités  d'une  ligne  géodésique  K;ayant  pour  la- 
titudes ÿ.  H',  et  que  p,  p'  soient  les  longueurs  des  normales  MN, 
M'N'  cbmprises  entre  ces  points  et  ceux  où  elles  rencontrent  l’axe  de 
rotation , l’on  a -, 

-a  - r « 

p- -,  p' — 

(1  — r’sin’H)^  * (i — 

• ^ ! 

Nous  avons  vu  en  outre  à l’art.  189,  que  la  di^Krence  de  ces  deux 
normales  est  du  secon^  ordre.  Cherebons  «par  un  procédé  analogue , 
la  différence  de  la  normale  p du  point  Nrli  l’oblique  M'N  — p,  du 
point  M',  parce  qu’elle  nous  sera  utile. 

D’abord,  en  vertu  du  triangle  :NM'N',  et  de  ce  que  l’angle 

^ 59- • 
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NM'N'  = <|.,ona 

p'  coA  n ' * P ' _ 

~~  CMflFTTj  ■“  CO» -Kl  — lang^WngH') 

= p' séc  ij/  ( I -I-  tang  ij(  lang  H'  -I-  . . . ); 
oii , à cause  <le  la  petitesse  de  i}/ , 
p,  = p'  (i  ■+■  laiigItangH') 

= «1(1  -l-ie’sm’H'-l-|e‘  sin*  H'. . .)l(i+ tangij- lang  H'), 
ou  encore 

,1  -+-|c'sin’II'-t-  J-c*sm‘H'  + tangiilangH',j 


p,  = a 


+ sin’  H'  tang  tji  tang  II' 


D’un  autre  côté , le  ihéorènie  de  Maclaurin  donne 

P = /(A1I)  = p'+(^)  + (ÎF.)  f-’  + • ■ • ’ 


et  puisque 


P = rt  [i  -+-|e’sin’  n-(-|e*  sin*H  -+•  . . .], 


on  a 


= «[e‘sinH'cosH'  + 4e*sin>H'cosir], 
= fl[e*cos”H'-e»sin’II'l; 

par  suite,  : 

P = n[i  -+-|e’sin=H'  + |e’sin*H',..J 
-+-  rt  e’  sin  H'  cos  II' . AH  + <i  — cos’  H '.AH  ’ 

-H  I ne  * sin  ’ H ' cos  H ' . AH  - rt  ^ sin  ’ H ' . AH  ’ ; 
et  par  conséquent 

e’sin  H'  cos  H'.  AH+  - cos’  H' . A H ’ 


P _ p,  =a 


--sin’ H'.  AH’ — tang  | tang  H'  \ 

2 i 

-t-  I e*  sin’  H'  cosH'.  AH 
— .Je’sin’H'tangij/iangH' 
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NV  «14  II  , 

, , du  moins 


d'ailleurs,  par  l’art.  193,  et  à cause  <le  tnngijf 
a tres-peu  près,  on  a eu  fonction  de  H', 

tang  tang  11'  = e*  sin  H ' cos  H'.  A II  — ^ e*  sin’  II'.  A II* 

+ e'  sin’  II'  cos  II'.  Ail  ; 


ainsi , définitivement , 

_ _ ( ic*cosMI'.AIP  + |e*sin’ ll'cosH'.AH  , 

p — Pi  — «I  —«‘sinMI'cosH'.All  - ic*sin’ H'cosH'.All  I 
= ^ «e’ cos’ II'.  A H’ =fi.  ; 


expression  exacte  aux  quantiti^  prés  du  quatrième  ordre,  et  (pii,  en 
mettant  pourAHsIl  — 11' sa  valeur  approchée  (art.  IDli),  devient 


P — p,  = ju=  ^ ae’  J-  cos’  H'.cos’  /,  = |e’ 


— cos^  H' cos’ X. 


Si  l’on  avait  K= 60000",  il  s’ensuivrait  que  (j.  = o“,3cos’  H' cos’ Z;  . 
il  est  donc  tout-à-fait  inutile  de  tenir  compte  des  tenues  négligés. 

• 

1431.  PnoBLÈ.HE  I.  Déterminer  la  réfractinn  terrestre  par  deux 
distances  zénithales  récipnxjues. 

Au  point  M {Jig.  .'19),  on  a pris  la  distance  zénitliale  du  point  .M', 
et  à celui-ci  on  a observé  au  même  moment  la  distance  zénithale  (?' 
du  point  M;  on  demande  le  coefficient  de  la  réfraction. 

Nous  supposerons  toujours  que  la  trajectoire  MM',  décrite  par  un 
rayon  lumineux,  a très-peu  d’étendue,  et  qu’elle  se  confond  sensible- 
ment avec  son  cercle  oscillateur;  ainsi,  les  réfractions  aux  points  M,  M’ 
sont  égales  (art.  214;.  Si  donc  un  de  ces  angles  est  désigné  par  0,  iVs 
distances  zénithales  vraies  seront  (?-t-  5,  J'  -t-  5.  Ces  deux  distances 
zénithales  n’étant  pas  en  général  situées  dans  un  même  plan  , rien  ne 
les  lie  entre  elles;  mais  soit  (î, -A- 5 l’angle  ADI'V,  formé  par  la 
corde  MM'  et  l’oblique  NM' V,  ; alors  dans  le  triangle  rectiligne  NM''\I 
on  aura  évidemment,  en  faisant  MNM'  = C, 

(f  -l-  5 -H  0',  -P  5 = aoo'  ■+■  C , 
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d'où 

5 =.üo*  + |- delà  dV  5=  100 -1-5 

Reste  à trouver  la  relation  qui  existe  entre  d,  -(-  5 et  d' -(-  5 ; car  d, 
n'ayant  pu  être  observé,  il  faut  éliminer  cette  distance  zénithale  auxi- 
liaire de  la  valeur  précédente  de  S. 

Pour  cet  efifet,  on  remarquera  que  dans  le  triangle  sphérique /nnn' 
[Jig-  5o),  on  a (z'  étant  l'azimut  de  M sur  l'horizon  de  M',  compté 
du  nord  vers  l'est) , 

cos(d,  -t-5)  = cos  (}>co8(d'-t-  $)-4-sintj«  sin(d'-4-  5)cosz', 


ou , en  supposant  cos  <!>  = i , 

cos(d,  -♦-  5)  — cos(d'-l-  ô)  = sin  (ji  ain  (d'  -t-  5)  cos  i' 

= a sin  (i;-^ s)  sin  (i-^)  ; 

or,  d,  et  d' devant  différer  tres-peu  l'une  de  l’autre,  on  a,  par  une 
première  approximation,  • 


et  meme 


sini)«sin  (d' 5)cosz'  = sin  (d' 4-  6)  sin  (d'  — d, ), 
d' — d,  = tj(  cos  a',  ou  d,  = d' — tj;  cosr'. 


Substituant  cette  valeur  dans  l'avant -derniere  équation  ci-dessus,  on 
aura  plus  exactement 

"sin  sin  (d'  -t-  6 ) cos  z'  = a sin  ^d'  -t-  9 — j cos  z'^  sin  « 

et  par  suite 

d' - d.  = 


iji  cost'  sin  (i'  S; 


sin  (i'  4-  6)  j^i  — ^coss'  cot  (i'  4-  9)J 

— ijicosz'  j^i  -t-|cosa'cot(d'-t-9)J 
= i(i  cos  2'  -t-  -J  i)/’  cos’  z'  cot(d'4-S); 
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mais  coinine  nous  sommes  convenus  de  négliger  les  quantités  du  qua- 
trième ordre,  nous  aurons  seulement 

d'  — d,  = (J)  cos  z'  — p; 

parlant, 

(7)  S = ioo«  4-  5 : 

d'ailleurs  on  a , jtar  la  théorie  développée  à l’art.  192  , 


de  là 


2'  = Z — n sin  Z tang  II  ; 
cos  2'  = cosZ  + nsin’ZtangH, 


et  D = Ji  C052' = e’ cos’ H'cos’ Z. — 

r ' P un  I 

-t-  e’  cos’H'  cosZ  sin’ZtangH.  — 

. ” p'sini" 

=-  e’  cos’  H' cos’  Z. — ^ 
f un  I 

-I-  -7-sinaH'  sinaZ  sinZ. ^ — - l 

4 P*  un  I 

le  second  terme,  qui  est  du  troisième  ordre,  est  tout-à-fait  insensible. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  trajectoire  MM',  Atte  courbe  peut 
toujours,  dans  la  pratique  de  la  Géodésie,  être,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  remplacée  par  son  cercle  oscillateur;  et  alors  il  est  évident 
qoe,  dans  les  mêmes  circonstances  météorologiqnes , la  réfraction  ter- 
restre est  proportionnelle  à l’angle  C ; on  a donc,  comme  à l’an.  214, 

(7')  5 = nC. 

Tenir  compfe  du  terme  p dans  la  formule  précédente , c'est  sup]>oser 
que  Im  observation  de  distaètes  zénithahaa  sont  très^exntes,  que  la 
rébaction  n’a f as  varié  pendant  ces  observations,  et  que  la  Terre  est 
efTectiyement  un  ellipsoïde  de  révolution  ; mais  rien  de  tout  cela  n’est 
parRritcment  prouvé. 

L’angle  C ett  nécessairement  déterminé,  ai  J’on  connaît  sur  le  globe 


A-9  TUAITÉ  DF,  GFODtSlF. 

la  poMtion  des  deux  stations  M , M'  f Jig.  49).  Or,  par  la  résolution 
des  triangles  d’un  réseau  , l’on  obtient  l’arc  de  distance  bm",  ou  la  corde 
hm"  --  K du  sphéroïde , comprise  entre  les  verticales  VN , V'  N';  et  il 
est  évident  (pie  cette  corde  différé , dans  tous  les  cas,  extréiuement  peu 
de  la  droite  hm'  correspondante,  puisque  dans  le  triangle  rectiligne 
hm'm~,  le  cfiUi  m'w"  opi>osé  à l’angle  ti  de  j'  sexagésimales  au  plus, 
est  extrêmement  petit,  et  même  absolument  insensible,  ïi  cause  du  peu 
d’élévation  du  point  M'  au-dessus  de  m’  ou  du  niveau  des  mers.  En 
effet,  en-siipposant  m'  M'  de  aooo“,  in'm"  ne  vaudrait  cpie  o“,o48; 
ainsi  nous  considérerons  à l’avenir  l/in“  comme  égal  à bm'. 

On  a remarqué  d’ailleurs  que  p — fi,  = g.  est  une  quantité  du  troi- 
sième ordre;  d’où  l’on  peut  inférer  que  si  in'  N = wiN  {Jîg.  5i),  on 
a aussi  à très-peu  prés  tnm"'  ou  R,  = K : c’est  au  surplus  ce  que  prouve 
le  calcul  suivant. 

On  a d’une  part 


RI  = a;!  — as’  cos  (i  - 4p’  sin’|C; 
d'oii  R,  = as  sin^(i; 


d'autre  part , 
R’ 


et  de  la 


= r ■+■  (p  - 

= IL*  sin’  A ( 

4i‘>’  i f* 


26  I P — il)  cos  C 

- /ipiL  sin’|C 

— 4^,»5in»fCl 

'4p*siii*.iC  J’ 


R 


a_6  sin  J-  (i 


fL  sin  ^ C. 


C.ettederniereexpressiondcR,dans  laquelle  sin  est  une  quantité 
du  premier  ordre , peut  se  réduire  à son  premier  terme , c’est-à-dire  à 

R --  25  sin  I C,  puisque  la  fraction  qid  renferme  la  normale|6 

au  dénominateur,  est  de  beaucoup  inférieure  au  terme  du  quatrième 
ordre /jt  sin  J C.  L’angle  C sera  donc  assez  exactement  connu  par  l’équa- 
K- 

lion  sin  i C = - , ou  sin  puisque  p et  p'  ne  dilTèrent  que 

d’une  quantité  du  second  ordre.  . 
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232.  PaoBL^E  II.  Déterminer  la  différence  de, niveau  de  deux 
foints J par  le- moyen  de  deux  distances  zénithales  réciproques. 

Admettons  la  même  notation  que  pitècédemment;  supposons  dr 
plus,  que  bm'  (fig.  49)  soit  la  corde  du  sphéroïde  qui  m'esure  la  dis- 
Unce  rectiligne  des  deux  stations  M,  M'î  menons  Wm'  parallèle  à MM', 
et  désirons  pnrt/E  là  différence  de  niveau  bm  des  déux  points  m,m' . 
t'ela  posé,  on  tirera  du  triangle  iwNiti'  la  proportion  suivante  : 

sin(<f+ 6)  : p,  ::  sin(d, -i-9)  : p + rfE, 

don  rfE  = 

. 8in{l-He)  ’ 

c 1^  ^ 

mais  p = p,  -t-fx,eld+5  = 100*  + - -t par  con.séqtient 


•^£  _ p,[«în(J,  + 0)  — «in(iî-h9)]  _ 
sin(i-)-«) 


ap,  cos  1 

1 1 

; 

f3  — ii 

» 

[ » 

De  plus , à cause  ded,  + S + d-t-9  = atïb»  -+-  C , oira 


— \-0  = ioo«  H ; 

a a 


par  suite. 


#■  _ 

2p,  sin 

fCsin  1 

1 

[l*.  i«»«iCung(  , ■)] 

d’ailleurs 


— R séc  4-Ctang  R sécICtang-^Ctang*  — p; 

d,  = d'  — cd^  i',’  " * r 
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= K séc  i G tang  + “ cos  2'^  -+- 

+ K séc i C taiig  i C lang’  + \ cos  2'^  — ti 

rt»n(;  W itang  4, 001  s'”| 

= K.s<^cXC  — ^ L 

I I— 4lang  + ro5t'Ung(— J 
-(-  K séc  { C tang  J C tang’  ^ — p. 

= R séc  t G j^tang  ^ | tang  i|(  cos  2'  séc’  ■+■  etc 

= R sec  J G tang  + R séc-JG  tang | G ting’ 

-H  — tang  ij/  cos  2*  — fi; 

car  séc’  ®l  sec  ^ G diflërenl  Tune  et  l’autre  très-peu  de  l’unité. 

Gette  valeur  de  </N,  dans  laquelle  d est  suppos<-e  plus  grande  qued', 
doit  être  prise  positivement,  lorsqu’on  nivelle  de  M'  en  M,  et  négati- 
veinent  lorsqu’on  nivelle  de  M en  M',  c’est-à-dire  quand  on  va  du  nord 
vers  le  sud;  dans  ce  second  cas, 

^E=  Rséc-^Gtang  — K séc  ^ G tang  G tang’ 

R . 

— - tang  cos  2 -t-  fi . 

Des  deux  derniers  termes  de  cette  valeur  de  dB,  se  détruisent  mu- 
tuellement; en  effet,  à cause  de  . ‘ . 

tang  ij)  = e’  cos’  H' AH  = e’  cos’  H'.  — cos  Z , 


K.  IC* 

— tang  >j»  cos  2'  = -J  e’  cos’  IT.  — cos’  Z; 
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d’ailleurs 

I 

(8)  , jx  = .J  ae’  ^ cos’  H'  cos’  Z = -j  c’  cos’  H'.  ^ cos’  Z ; 
ainsi  l'on  a seulement 

(9)  rfE  = K séc  ^ C tang  — K.  séc  | C tang  ^ C tang’ 

Dans  la  pratique,  on  aura  égard  au  signe  de  la  tangente , ce  qui  rendra 
les  deux  termes  négatifs  si  d > i'. 

Il  suit  de  là  que  la  dÜTérence  de  niveau  sur  le  sphéroïde,  déter- 
minée à l’aide  de  deux  distances  zénithales  réciproques,  s’obtient  comme 
sur  une  sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à la  normale  p.  Cependant  la 
vraie  différence  de  niveau  cherchée  est  RM  au  lieu'de  bm  ; mais  il  n’est 
pas  difficilede  voir  que  puisque  ces  deux  hauteurs  sont  proportionnelles 
aux  lignes  NB,  NA,  la  différence  RM  — bm  est  très-souvent  insensible 
dans  la  pratique  et  bien  au-dessous  des  erreurs  qui  affectent  les  obser- 
vations. 

Il  est  à remarquer  que  la  valeur  ci-dessus  de  dE  ne  doit  être  en 
erreur  que  de  celle  résultant  de  la  moitié  de  la  différence  qui  pourrait 
exister  entre  les  réfractions  aux  jmints  M et  M'  (art.  224'. 


255.  Problème  iii.  Calculer  la  différence  de  niveau  de  deujc 
points,  à r aide  d'une  seule  distance  zénithale.  « 

Supposons  d’abord  que  le  lieu  M {ji^.  4q)  le  plus  boréal  soit  celui 
d’où  l’on  a observé  la  distance  zénithale  0'  du  point  M'  ; on  demande  la 
différence  de  niveau  RM  ou  bm , toutes  choses  d’ailleurs  étant  comme 
dans  le  problème  précédent. 

la!  triangle  mNm'  donne 


4,6  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE, 

ou  bien,  à cause  de  p = p,  + ,u, 


= — K séc  J C cot  i^+'j  ~ I ) 


4-  K.  séc  Y G taiig  | G cot*  5 — — m 

ou , changeant  le  signe  cette  valeur,  puisqu’on  nivelle  du  nord  vers  le 
sud,  et  que  tf  est  obtus  dans  la  6gure , 

1tïE=  Kséc^  G cot  5 — 

— Kséc|G  tangiGcot*  ^d+5—  +?*■• 

On  aura,  dans  l’un  comme  dans  l’autre  cas,  égard  au  signe  de  la 
cotangente. 

Le  terme  ft  n’est  pas  détruit  comme  dans  la  question  précédente  ; 
mais  il  n’y  aurait  aucun  in'convétiient  à le  négliger,  car  il  est  du 
troisième  ordre,  et  le  plus  souvent  eu  deçà  des  limites  des  erreurs 
d'observation  : d’ailleurs  l’erreur  de  l’hypothèse  à faire  dans  ce  cas 
sur  le  coefficient  de  la  réfraction,  faute  de  mesures  météorologiques, 
l’emportera  souvent  sur  la  valeur  de  ce  terme. 

On  déduit,  comme  conséquence  de  cette  fonnule,  celle  (9)  dépen- 
dante de  deux  distances  zénithales,  et  cela  en  remarquant  que 

^ = l’-t-  , 0',  = d' — i)(COsz', 

■^K  tang  i|)  cos  z’  — a = o. 
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Supposons,  en  second  lieu,  que  l’on  connaisse  seulement  la  distance 
zénithale  d' obsers'ée  du  point  M';  il  est  aisé  de  voir  que  l’un  aura , en 
nivelant  du  nord  au  sud , 


IrfE  = — KséciCcot^(?'-l-8  ~ 

. — R séc^C  tangue  col’ -+- 5 — — fi. 


Concluons  de  là,  que  la  formule  pour  déterminer,  sur  le  sphéroïde, 
la  différence. de  niveau  de  deux  points  par  une  seule  distance  zénithale, 
est  dépendante  de  l’aplatissement,  soit  qu’on  nivelle  du  nord  vers  le 
sud,  soit  qu’on  nivelle  en  sens  opposé.  Dclambre  a déduit  de  ses  cal- 
culs une  conséquence  toute  contraire  et  évidemment  paradoxale, 
pag.*746  et  749  du  tome  II  de  la  Base  du  Système  me’triquc  décimal; 
mais  il  "lest  aî^^de  voir  que  c’est  par  une  légère  inadvertance.  On  re- 
marquera "en  outre  que  le  signe  du  terme  p qui  contient  l'aplatisse- 
ment , dé^nd  de  l’espèce  dé  l’angle  observé.  cet  égard , on  peut  éta- 
blir pour  règle  générale,  1°  que  si  la  distance  zénithale  observée  est 
> 100*,  Je  terme  p est  de  signe  contraire  à celui  du  premier  ternie  de 
la  valeur  de  rfE  ; *a'*’que  si  cette  distance  zénithale  est  < 100*,  cesileiix 
termes  ont  le  même  signe.  ’ * 

Des  deux  formules  (10)  et(i  i),  dans  lesquelles  on  négligerait  la  ré- 
fraction 9,  la  première  relative  à > loo*  donnerait  évidemment  une 
hauteur  dE  trop  faible  de  toute  la  quantité  due  à cette  réfraction , dans 
l’hypothèse  que  la  densité  de  l’air  décroît  à mesure  qu’on  s’élève;  et 
la  deuxième,  relative  à (J'  < iob‘,  donnerait  une  hauteur  dE'  trop 
grande*’de  la  même  quantité;  ainsi  la  demi-différence  de  ces  deux  valeurs 
est  précisément  la  correction  à faire  à l’une  des  hauteurs  calculées.  Or, 
sait  AA  = |_(rfE'-t-  dE)  cette  correction;  comme  elle  sera  donnée  en 
mètres , on  l’obtiendra  en  secondes  par  la  formule  suivante 


(ta) 


*■  5 = 


a/j 

K»in  1"’ 


R étant  la  distance  des  deux^P^'n^^  C’est  là  une  <les  méthodes 

que  Méchain  employait  pour  déterminer  la  réfraction  terrestre. 
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234.  PnOBLKME  IV.  Déterminer  la  hauteur  d’un  lieu  doù  Cou  voit 
l’horizon  de  la  mer. 

Examinons,  comme  dans  le  problème  précé<ient,  les  deux  cas  qui 
peuvent  se  présenter.  Pour  cela^  supposons  que  la  station  M soit  bo- 
réale par  rapport  au  point  de  l'horizon  observé  M'  {Jig.  5a),  point  dont 
la  distance  zénithale  apparente  estd;  alors  la  liauleur  cherchée  E sera 
représentée  par  .\M,  et  le  triangle  rectiligne  MNM'  donnera,  à cause 
que  l'angle  MM'V,  = loo*  — i}i  cosz'=  loo»  — ç, 

E-  _ f,[cO»y  — 

CO5{0-t-C)  ^ 

Pi[cos<?(i~cosC)-KmoÿSÜiC] 

cos^cosC[i — tangylangC]  ^ 

r*  I oos 

P'  1 CJ  - U, 

ou  simplement,  à cause  de  la  petitesse  des  angles  C et  ç. 


r 3uin*iC  . . „| 

J 2û,tang‘lC'  . . .r- 

= ■ - uïfB-i'ê  P'  ? ^"6  ^ 

= tp,  tang’  C-t-  p,  tangp  tangC  — (z; 
mais  dans  le  triangle  dont  il  s'agit , ô'  + 6 = i oo‘  ç -t-  C , ou 


^ + nC=  t oo*  -t-  9 -4-  C , d’où  G = - — — - ; 

ainsi 

_ , , /J — loo  — »\  , ^ /i  — ioo\ 

E = 4p.  tang’  ■+■  p,  tang9  Ung  (^-73^  ) - 

= ie>  tang»  ) - p,  tang  9 tang  -^^3^ 

— ioo\ 

-h  p,  tang  9 tang  ~ 
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La  valeur  moyenne  du  coefficient  n de  la  réfraction*  étant  seulement 
de  o,o8  environ,  il  s’ensuit  que  le  deuxième  et  le  troisième  terme  de 
celte  valeur  se  détruisent  sensiblement;  ainsi  l'on  a seulement 

(i  3)  E = A |5,  tang>  - .a; 


et  si  l'on  mettait  p au  lieu  de  p,,  l’on  ne  négligerait  encore  que  des 
quantités  absolument  insensibles  dans  la  pratique. 

Le  cas  où  le  lieu  de  l'observation  est  au  sud , c’est-à-dire  en  M' 
{Jig.  53),  se  traite  de  la  même  manière.  Soit  alors  d' la  distance  zéni- 
thale observée  ; l’angle  auxiliaire  MM'V,  sera  à,  + 5,  et  la  hauteur 
cherch<*N  sera  .VM'ouA"M'.  De  plus  le  triangle  MM'N  donnera 

f 

I-  P — cosC  p(i  — cojC)  , 

E = — = -4-  tx  ■ 

cosC  cosC 


apsin'XÇ 

co»"7C(i  — tang*xC) 

= I tang*  C -4-  fi  ; 


fi  = 2/3  tang’-^C  ■+■  fi 


et  comme  J,  -t-  5 = loo*  -4-  C,  ou  d,  -h  «C  = loo  -4-  G,  d’où 


ç 3,  — lOO  3' — loo  — y 


il  s’ensuit  que 


c _ pnuig*(i'  — lOO— ï)  , 100) 


ou  seuleihenf 


E =«  - P lang  f lang  (J'  - 1 oo)  H.  ft. 

V. 

Mais  la  petitesse  de  l’angle  C permet  de  faire 

P tang^tang(d[— ^loo)  = p tang^ptangC  = a^  sin-^C  tang  ^ 
= K tang  (jrcos  s' = 2 M ; 


48o 

ainsi  détinilivement 


TRAITÉ  lîK  GÉODÉSIE. 


— loo*' 

= ;; ' —Mi  » ' ' 

2 (l  — B)’ 

s 

formule  qui  est  In  même  que  la  précédente,  jiarce  que  la  différence 
de  P à |5,  peut,  comme  nous  l’avons  déjà  dit , être  considérée  comme 
nulle. 

A la  rigueur,  les  distances  zénithales  apparentes  c?,  â',  prises  au  inéiiie 
moment  au  point  M,  l'une  vers  le  sud,  l’autre  vere  le  nord,  ne  doivent 
pas,  en  général,  être  les  mêmes  sur  le  sphéi'OÏde;  mais  leur  différence 
est  si  petite  qu’elle  échap|ie  nécessairement  aux  observations;  ainsi  les 
termes  duquatriénie  ordiv,  rejetés  des  formules(i3)  et{  1 3'),  et  de  toutes 
celles  qui  précédent , sont  très-inutiles. 


11  résulte  de  cette  analyse,  i"  que  les  formules  pour  calculer 
les  différences  de  nix'eau  sur  le  sphéroïde  de  révolution , sont  les  mêmes 
dans  tous  les  sens  du  nivellement;  a”  que  ces  formules  ne  renferment 
plus  les  termes  dépendants  de  l’aplatissement  de  la  Terre”,  si  l’on  y 
introduit  deux  distances  zénithales  réciproques  ; ou  bien  si , en  ne  fai- 
sant usage  que  d’une  seule  distance , on  opère  dans  le  sens  des  paral- 
lèles; 3“  enfin,  que  la  corréction  d’aplatissement,  lorsqu’elle  parait 
nécessaire  , étant  presque  toujours  au-dessous  des  erreurs  des  observa- 
tions, le  nivellement  trigonométrique  peut,  dans  tous  les  cas,  être 
considéré  comme  ayant  lieu  sur  une  sphère  dont  Je  rayon  est  égal  à la 
normale  comprise  entre |e  point  d’où  l’on  observe  et  l’axe  de  rotation 
de  la  Terre. 

Il  paraîtrait  cependant  ct^venable  d’introduire  dans  les  formules 
précédentes,  au  lieu  de  la  normale  dont  il  s’agit,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  ligne  géodésique  K obtenu  à l’art.  187.  Si  l’on  prenait  ce 
parti , on  aurait 


sinjC  = = ^l£^sin»Z; 


p'  et  Z ayant  ici  les  mêmes  significations  qu'aux  art.  187  et  192; 
mais,  après  tout,  ce  serait  compliquer  le  calcul  sans  avoir  l’espérance 
de  parvenir  à de  meilleurs  résultats;  puisqu’il  existera  toujours,  quoi 
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qu’on  fasse,  une  petite  incertitude  sur  les  distances  zénithales  employées 
comme  éléments  des  différences  de  niveau. 

Explication  de  nouvelles  Tables  sentant  à abréger  le  calcul  des 
f'  différences  de  niveau. 

23fi.  Parmi  les  nivellements  trigonométriques  de  premier^ ordre, 
dont  on  est  redevable  à l’ex-corps  des  Ingénieurs-Géographes  français , 
il  en  est  un  (art.  22H)  qui  a eu  spécialement  pour  objet  de  faire  con- 
naître si  les  eaux  de  l’Océan  et  celles  de  la  Méditerranée,  considérées 
dans  un  état  de  repos  absolu,  forment  une,  seule  siirfac»?  de  niveau, 
ainsi  qu’on  était  déjà  porté  à le  croire  d’après  des  calculs  provisoires  de 
Delambre.  Un  èéseaii  de  triangles  très-bien  conditionnés  lie  ces  deux 
mers  l’une  à l’autre,  et  fait  partie  des  chaînes  primordiales  du  canev.is 
de  la  nouvelle  carte  de  France.  De  nombreuses  oliservations  de  dis- 
tances zénithales,  prises  la  plupart  sur  de  hautes  sommités  des  Pyré- 
nées, et  dans  des  circonstances  atmosphériques  qui  ne  nuisent  pas  sen- 
siblement à leur  accord,  ont  permis  de  regarder  celles  qtii  sont  relatives 
à deux  stations  voisines  comi§e  étant  susceptibles  de  procnrer  de  trés- 
lionnes  différences  de  niveau , malgré  leur  défaut  de  simultanéité. 

Pour  envisager  cette  question  sous  le  point  de  vue  le  plus  général  et 
le  plus  conforme  à l’état  dejs  choses,  il  convient  de  considérer  la  Terre 
comme  un  ellipsoïde  de  révolution,  et  d’avoir  égard  surtout,  dans  le 
calcul  des  différences  de  niveau , aux  hauteurs  des  stations  an-dessus 
de  la  surface  à laquelle  se  rapportent  toutes  les  distances  géodésiques , 
puisque,  relativement  aux  Pyrénées,  ces  hauteurs  surpassent  souvent 
a8oo  mètres.  Mais  nous  avons  déthontré  précédemment  que  les  diffé- 
rences de  niveau  peuvent,  en  pareil  cas,  être  calculées  comme  sur.  une 
sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à la  jiormale  comprise  entre  l’une  des 
stations  et  la  ligne  des  pôles. 

Les  formula  pour  le  calcul  desquelles  nous  avons  formé  des 
tables  sont  les  trois  suivantes,  démontrées  aux  articles  218,  220 
et  222. 

I®.,lx)r8que  â et  &'  sont  lesdistances  zénithales  réciproques  observées 
aux  extrémités  d'une  base  K dont  l'amplitude  est€,  la  différence  de 

1.  ()i 
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niveau  de  ces  deux  extrémités  est 

(a)  dE  = K séc|Ctang^^~^^  •+■  Rséc-^Ctang’ 

série  indépendante  de  la  réfraction  et  dans  laquelle  les  deux  premiers 
termes  doivent  toujours  être  de  même  signe , quand  on  pfend  pour  K 
la  base  du  triangle  hypsométrique  dont  une  des  extrémités  est  la  sta- 
tion la  moins  élevée  au-dessus  du  niveau  de  la  mer.  Ainsi  ces  deux 
termes  sont  positifs  ou  négatifs,  selon  que  la  distance  zénithale  â'  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  J.  • 

a°.  Lorsqu’une  seule  distance  zénithale  est  connue,  d' par  exemple, 
et  que  n désigne  le  coefficient  de  la  réfraction , la  différence  de  niveau 
est 

(A)rfE  = Rséc;Ccot  (^J'-»-î^^c)  + K.séciCcot>(<?'-4-^^c)-... 

Notez  bien  qu'il  faut  avoir  égard  au  signe  de  la  cotangente , et  que 
les  deux  termes  du  second  membre  sont,  comme  précédemment,  de 
même  signe  toutes  les  fois  que  K répond  à la  station  la  plus  basse  des 
deux  que  l'on  compare. 

Si  les  observations  ne  font  pas  connaître  le  coefficient  n de  la  réfrac- 
tion (XHir  ie  moment  où  elles  ont  été  faites,  on  suppose  n = o,o8 , et 

alors  --  ~ ■■  = — 0, 4a. 
a 

3".  Enlin  la  hauteur  absolue  d’un  lieu  élevé  d’où  l’on  voit  l'horizon 
de  la  mer,  se  détermine  par  cette  formule 

(c)  ••  E = |R(H-n)’tang*(d—  |i), 

tléuiontrée  à l’art.  222  et  dans  laquelle!^  — it  est  l'angle  de  dépres- 
sion apparente  de  ce  même  horizon , et  R le  rayon  terrestre , ou  encore 
mieux  la  normale  N au  lieu  de  la  station.  Il  serait  cependant  plus  exact 

de  remplacer,  dans  cette  formule,  le  facteur  (i-t-nj’par 
(vojez  art.  222).  _ . 

Nous  avons  déjà  dit  que  las  triangles  géodésiques  sont  tous  projetés 
sur  nue  même  surface  de  niveau  regardée  comme  le  prolongement  de 
celle  de  la  mer,  et  que  leurs  côtés  sont  des  arcs  de  plus  courte  distance 
sur  cette  même  surface.  Dans  la  rechérclie  des  hauteurs  relatives  des  • . 
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stations  par  les  distances  zénithales,  on  prend  communément  jwurbase 
du  triangle  hypsométrique  l’arc  terrestre  au  niveau  delà  mer,  compris 
entre  les  verticales  des  deux  stations  mises  en  comparaison , au  lieu  de 
la  corde  de  l’arc  semblable  à la  station  la  plus  basse;  et  en  elTet,  il  est 
tres-rarement  nécessaire  que  la  ligne  géodésiqiie,  donnée  par  la  réso- 
lution des  triangles  très-peu  courbes,  soit  augmentée  d’une  quantité 
dé]>endante  de  la  hauteur  absolue  de  cette  dernière  station , et  dimi- 
nuée de  sot)  excès  sur  la*corde  correspondante;  mais  pour  le  cas  dont 
il  s'agit  dans  cet  article,  la  première  correction  est  indispensable. 

Cela  {)osé,  si  k désigne  au  niveau  de  la  mer  la  plus  courte  distance 
curviligne  des  deux  stations  dont  on  cherche  la  différence  de  niveau, 
et  que  h soit  la  plus  petite  hauteur  absolue , connue  é peu  près  par  un 
calcul  provisoire,  le  log.  de  la  base  K du  triangle  hypsométrique,*  qui 
fera  connaître  cette  différence  de  niveau  par  l’une  «les  deux  premières 
fonnules précédentes,  sera 

•|ogK  = log*-h!^- 

= 0,434x9  étant  le  module  des  tables , et  N la  normale  pnse  pour 
rayoïi  moyen  de  la  Terre.  Dans  cette  expression,  log = 4-649Ü; 

uA* 

sidonconavaitlogA  =4.5563,  on  trouverait  que  — — aoooooo58; 

quantité  qu'on  pourrait  négliger  sans  inconvénient. 

D’un  autre  côté,  si  4 =1000  mètres,  on  aurait , à cause  de... 

log^  = a.833go,  à la  latitude  de5o‘^  = o. 00068a,  quantité  utile 
à conserver;  c’est  cette  quantité  qui  est  désignée  par  log  A (tab.  VI;. 

• * uA* 

Quant  à la  table  VII,  elle  donne  log  B = log.  séc  ainsi  l’on 

a tout  ce  qu’il  faut  pour  évaluer  K =k.A.H.  Enfin  la  table  VIII  fait 
connaître  le  second  terme  T=^K’  de  la  formule  18'),  art.  îilil , soit  que 
n = 0,08 , ou  que  ce  coefficient  ait  une  autre  valeur. 

tprueATinn. 

. 1"  Exemple.  Déterminer  la  différence  de  niveau  Epar  deux  distances 

zénithales  d,  d',  sachant  que  la  hauteur  h de  la  station  où  a été  prise  d 

61. . 
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est  h = looo™  à jieii  près. 


Soient  log /r=  4-5563oa5,  <?  = gg‘'5o',  = loo^' 36’; 

on  aura 

i®36’,  i(J'-tf)=o'^68',  ’ 

et  ensuite , d’après  la  formule  (a),  " i 

log A = 4 -5563025 

log.^,  tab.  VI  = 0.0000682  • 

log  B,  tab.  VU  =;  0,0000011 

log  K = 4 ■ 55637 18 
I.  tang  J(d'  — d)  = 8.oa86453 

log.  I*'' terme  = 2.585oi7i  = 384"’, 61 
logC,tab.  VII  = 7.44897 
1.  tang^(<?  — d”)  = 8.02865 

log.  2*  terme  = 8.06263  =-4-  o ,01 

f 

On  voit  donc  que  le  2*  terme  est  insébsible,  et  qM  la^diflférence  de 
niveau  cherebée  est  exactemeht  E = 384“»6(*).  , *^v>  • ' • 

■X*  Exemple.  Déterminer  la  di^R^ence  de  niveau  E ptu*  dite  seule  dis- 
tance zénithale  d,  en  supposantconnu  le  coefficient  n delà  réfrac{|t|u. 

• . » 

Soient  log i = 4-698970O,  d = 98“5o',  • ■ ^ 

'■  M-=  6,Ô8,  A=aooo“: 


-■-n  •, 

(*)  Ce  calcul  suppose  que  la  réfractioD  est  la  luéme  aux  deux  stations,  et  c'est  ce 
qui  fait  que  son  influence  est  nulle  sur  b différence  j (d*  — 4);  mais  l’erreur  qui  peut 
exister  à cet  égard  n'est  d'aucune  jntportance  dn^|és  hautes  régions  de  l’atmosphère , 
où  les  variations  de  densité  de  l’air  sont  générabmnt  Mnihitfcéqnentes  et  moins  fortes  . 
que  dans  les  partiea  basses.  - 
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on  aura,  par  la  formule  [b), 

log  k = l\  .6989700  . 

' * log  A , tab.  VI  = 0.0001864 
log  B,  tab.  VII  = o.oooooaa 
log  K = 4.^991086 
. log  cot  à = 8.3731915 

log  1"  terme  = 8.0714001  = 1178'“, 7 
a*- terme  T,  tab.  VIII  = + 164  ,5 

E = 1848  ,a. 

Le  point  dont  on  a observé  la  distance  zénithale  est  donc  élevé  de 
■ 343°’, a au-dessus  de  la  stabon. 

On  fera  attention  que  le  second  terme  T = 17K’  est  toujours  [Klsilif , 
et  que  le  signe  du  premier  dépend  île  celui  de  cot  d. 

Si  le  coefficient  K de  la  réfraction  avait  une  valeur  autre  que  0,08,  on 
iniiltiplierait  par  4 — n le  nombre  qu’on  trouve  dans  la  cinquième  co- 
lonne de  la  table  ét  le  produit  serait  le  second  terme  T cherclim 

li  est  évident  que  la  moitié  de  ce  nombre  est  précisément  la  correction 
due  à la  sphéricité  de  la  Terre. 

3'  Exempte.  La  hauteur  absolue  h d’uii  lieu  élevé  d’où  l’on  voit 
l’horizon  de  la  mer  se  détermine  sur-le-champ  au  moyen  de  la  table  IX 
qui  est  à double  entrée.  Cette  table  sera  principalement  utile  pour  faire 
connaitre  les  hauteurs  relatives  des  stations  le  long  des  côtes  que  l'on 
devra'figurer.  Les  nombres  qu’elle  renferme  se  rapportent  à n=o,o8  , 
et  cela  est  biep  suffisant  jmur  les  besoins  de  la  Topographie  ; mais  soient 
en  général  ti=o,o8diz,  et  h'-  la  hauteur  approchée,  donnée  par  la 
table , on  aura  pour  véritable  hauteur 

h = b'  ± 1 ,85îA'. 

« 

Par  exemple,  pour  le  coefficient  « = 0,07,  on  a »,=  — 0,01,  et  [xour 
une  dépression  apparente  deo’,845o,  la  table  IX  donne  A'=655“,i7; 
donc 

h ■=  h'  — 1,85  X OyOïh!  = 655",i7  — ia",i  1 = 643'“, 06. 

C’est  en  effet  le  nombre  que  l’on  trouverait  en  évaluant  la  formule  (c) 
précédente,  indépendanunetit-'dc  la  table  dont  il  s’agit,  et. supposant 
que  log.  N eût  pour  valeur  celle  tirée  de  la  table  IV,  à la  latitude  de 
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CHAPITRE  XXI. 


.MLTIIOUES  SIMPLES  POLB  APPKÉCIEB  l'eKHELR  d’iN  HI  VE'LLE,MENT 
TniGOSOMÉTBIQl'E  , ET  RÉPARTIB  AVANTACEISEMEST  CETTE  EBBELB. 


237.  C’est  en  c.Ticiilant  en  tonte  rigueur  les  diflerences  de  hauteur 
par  les  procédés  expliqués  précédemment  que  les  résultats  numériques 
seront  parfaitement  comparables  entre  eux , et  c’est  ainsi  que  l'on  a pu 
vérifier  si  les  eaux  de  l’Océan  et  de  la  Méditerranée  forment  une  seule 
surface  de  niveau,  abstraction  faite  de  l’action  que  la  Lune  et  le  Soleil 
exercent  sur  elles.  Par  exemple , lorsqu’une  chaîne  de  triangles  joint 
lieux  points  de  l’une  de  ces  deux  mers,  il  faut  que  la  somme  algébrique 
de  toutes  les  différences  de  niveau  E comprises  entre  ces  points  satis- 
fasse à l’équation  /‘E  = o,  ou  tout  au  moins  que  l’erreur  dont  cette 
équation  se  trouve  affectée  soit  assez,  petite  pour  être  considérée  comme 
la  plus  forte  que  produise  un  nivellement  trigonométrique  qui  réunirait 
toutes  les  conditions  necessaires.  Dans  ce  dernier  cas , cette  erreur 
sera  la  limite  probable  de  celle  dont  est  susceptible  lé  nivellement 
géodésique;  et  voici  alors  comment  on  la  fera  disparaître.’ 

Puisqu’un  pareil  nivellement  est  naturellement  vérifié  lorsqu’il  s’aji- 
puie  sur  deux  points  d’une  même  surface  de  niveau,  et  qu’il  peut 
arriver, en  désignant  respectivement  parE,  E',  E",...,  A,  A',  A",...,  les 
hauteurs  et  dépressions  relatives , que  l’on  ait 

E+E'+E'...- A- A'-A'...=t 

au  lieu  de  = o,  il  est  convenable  d'appliquer  à chacune  de  ces  quan- 
tités les  corrections  les  plus  avantageuses.  Or,  en  représentant  par  dE, 
rfE',...,  dl , dl',  ..,  les  corrections  de  E,  E',...,  A,  A',...,  il  est  évident 
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qu’on  aura  généralement 

rfE  *4“  r/E’  *4"  • • • *4“  “I”  *4"  ...=  £. 

Ainsi  l'équation  de  condition  /E  = o deviendra 

(E-r/E)  + (E'-rfE')-t-  ...  -{â  + f/A)-(i'  + ^/A'i-  . . . = o. 

I>es  corrections  partielles  dE,...,  r/A,...,  étant  de  signes  contraires  et 
arbitraires,  il  semble  à propos  de  leur  donner  des  valeurs  absolues 
proportionnelles  aux  bases-K,  K',  K',...  qui  ont  servi  à déterminer  les 
dÜTérences  de  niveau  correspondantes;  puisque  les  erreurs  de  ces 
différences,  en  tant  qu’elles  ne  dépendent  que  de  celles  des  mesures 
angulaires,  sont  proportionnelles  à ces  dernières  multipliées  par  ces 
mêmes  bases.  Fartant  donc  de  cette  hypothèse , on  aura  en  général 

i.K 


dE  ou  </A  = 


K + K ' K"  4- 


et  par  suite  les  hauteurs  absolues  des  stations  seront  dégagées  de  l’er- 
reur t du  nivellement. 

Nous  supposons  toutefois,  dans  c^  mode  de  correction,  que  le 
nombre  des  observations  de  distances  zénithales  est  le  même  pour 
cliaque  différence  de  niveau , et  que  l’état  moyen  de  l’atmosphère  u’a 
pas  varié  pendant  les  observations  réciproques;  dans  le  cas  contraire, 
il  faut  considérer  les  dE,...,  dA,....  comme  composés  de  deux  par- 
ties X,  y.,  l’une  produite  par  les  erreurs  commises  sur  les  distances 
zénithales  l’autre  par  la  non-simultanéité  des  observations  récipro- 
ques. Ur  il  n’est  pas  diflicile  de  voir  que,  dans  ce  cas  général , ).  et  y 
seront  respectivement  proportionnelles  à K et  K’,  et  que  si  l’on  accorde 
aux  valeurs  de  X une  confiance  d’autant  plus  grande  que  le  nombi'e  des 
observations  auxquelles  elles  sont  dues  est  plus  considérable,  c’est- 
à-dire  si  on  les  suppose  en  raison  inverse  des  nombres  d’observations 
i,  /■',  i',...  qui  leur  correspondent , on  aura 


^/E  = X -h  V,  dE'  = y -h  •/',  d E"  = X" 

iK'  ,,  , tK* 

■ l'K’ 


•/,  ... 


V = ) i?:  y — \ i 

s — ''-.-/vi  ''  — **i*K’’ 


y'  ~ V- 


K- 
K*  ’ 


, K"’ 

•/  = V.-rt, 
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La  chaîne  de  triangles  procurera  nécessairement  deux  équations  de 
celle  forme;  el  si  elles  ne  sont  pas  identiques,  elles  serviront  à faire 
connaitre  X et  y : autrement  on  attribuera  à ces  inconnues  la  même 
influence  sur  l’erreur  totale  i,  ou  l’on  fera  • 

De  rime  ou  l’autre  manière,  les  corrections  partielles  X,  y,  X',  y',...,  et 
par  suite  ^E,  dE’, . . . , seront  déterminées. 

Tel  est  le  procédé  élémentaire  qui  me  parait  le  plus  naturel  et  le 
plus  commode  pour  répartir  avantageusement  l’erreur  connue  d'un 
nivellement  trigonométrique , laquelle  est  presque  toujours  fort  petite 
quand  ce  nivellement  est  effectué  avec  tous  les  soins  convenables.  Faute 
d’un  moyen  tlirect  de  vérification  pareil  à celui  dont  il  vient  d’être 
question , ce  n’est  que  par  la  savante  méthode  que  Laplace  a exposée 
dans  le  troisième  Supplément  à sa  Théorie  analytique  des  Probabilités, 
qu’il  sera  possible  de  (^'terminer  les  limites  de  l’erreur  dont  il  s’agit, 
et  d’obtenir  les  corrections  les  plus  avantageuses.  F.ai$ons  donc  encore 
ici  une  application  des  formules  qui  s’en  déduisent. 

Hechcrche  de  Verreur  moyenne  probable  d’un  nivellement. 

D'abord,  partons  de  ce  princi|>e  fondamental  el  connu,  savoir  : Six 
est  le  résultat  moyen  d’un  grand  nombre  de  valeurs  particulières  pro- 
venant de  la  mesure  réitérée  d’une  même  quantité,  et  que  a',  a',..., 
soient  les  écarts  de  ces  u valeurs  de  part  et  d’autre  de  la  moyenne  x, 
l’erreur  dx  de  ce  résultat,  dont  la  probabilité  est  aura  pour 
expression 


c’est  ce  qu’on  nomme  Y erreur  moyenne.  En  donnant  à cette  expression 


la  forme 
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Jx  = ± 0,47708g,  ou  simplement  âx  = —{gt 

le  facteurg  = > a («'*  + a"’-|-  ....  -|-a  sera  la  mesure  ou  le 

module  d’un  grand  nombre  d'observations. 

En  second  lieu , représentons  par  X la  différence  de  niveau  de  deux 
points  tellement  éloignés  l’un  de  l’autre  que  l’on  .a , par  une  suite  de 
nivellements  partiels  , 

X = x'  -t-  x"-t- +x**\ 

et  appelons  <?x',  Jx",...,  Jx^  'leserreurs  moyennes  de  x',  x",...,x  \ 
lesquelles  sont  indépendantes  entre  elles;  celle  deX  sera,  conformé- 
ment à un  autre  principe  de  la  Théorie  des  Probabilités  , 

(1)  rfX  = ± n/(Jx')>-»-(Jx’')’-|-  ...-t-(<fx“V- 

Pour  appliquer  celte  dernière  formule  à la  pratique , on  remarquera 
que  dans  l’expression  de  X on  a généralement 

( A ) X = tang  i (2-  * . ), 

Z et  Z,  étant  les  distances  zénithales  moyennes  apparentes  observées 
réciproqiicmcnt  aux  extrémités  de  la  base  K,  C désignant  l’angle  formé 
par  les  verticales  des  deux  stations,  et  x étant  leur  différence  de 
niveau.  D’un  autre  côté  l’on  sait  que  les  distances  zénithales,  qui 
sont  données  par  plusieurs  séries  prises  avec  le  cercle  répétiteur,  et 
qui  différent  peu  de  l’angle  droit,  sont  en  général  affectées  d’erreurs 
ibrtuites  provenant  des  défauts  de  l’instrument,  des  erreurs  du  pointé 
ou  d’autres  causes  accidentelles;  nous  désignerons  donc  ces  erreur* 
respectivement  par  di  et  dz'.  Enfin  il  est  évideht  que  si  les  oliserva- 
lions  n’ont  pas  été  faites  simultanément  aux  extrémités  de  la  ba.se,  ou 
si  elles  ont  eu  une  assez  longue  durée , la  réfraction  , supposée  la 
même  dans  la  formule  (.A.),  aura  pu  être  différente  aux  deux  stations; 
ainsi  nous  aurons  égard  à cette  circonstance  en  appelant  S et  6'  les 
réfractions  relatives'à  z et  i'. 
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préliminaires  posés , on  aura , en  désignant  par  Z et  Z'  les  distances 
/.i'nithales  moyennes  rigoureuses , 

Z = Z+</5-f-5  = 3-t-(/2  4-  I 

Z'=  Z'-H  5'=  I.'+ 

» et  «'  étant  ici  les  co<'llicients  variables  de  la  réfraction , et  II  repré- 
sentant le  rayon  de  la  Terre. 

De  là 

i (Z'-  Z)  = A o's)  ^ , 

et  pour  véritable  différence  de  niveau  partielle , 

•r  + rir  = tang  i (2'  - z)  H-  | (rfz'—  dz)  + ^ _ nj  ; 

dans  la  supj)ositiou  toutefois  que  la  base  K.  est  exactement  connue.  Si 
au  contraire  elle  est  entacluie  d’une  erreur  </A' , on  aura,  en  faisant 
— Z'  = e,  et  n' — n = dn,  pour  abréger,  et  prenant  pour  K sa 
longueur  k au  niveau  de  la  mer, 

tlx  = vdk  -f-  kdv  ^dn. 

Chaque  nivellement  partiel  donnera  évidemment  une  équation  sem- 
blable ; ainsi,  en  supposant  cos-|  C = i,  on  aura  , 

\=k,  tang  w,  -4-  A , tang  e,  h-A  , tang  e J -l- . . . 4-  A , tang  e, , 

/ étant  le  nombre  de  ces  nivellements  partiels;  et  sa  différentielle  d\ 
aura  généralement  pour  expression,  à cause  de  la  petitesse  de  i>, 

* 1 • 

d\  = l (tï/A) 4-  1 (kdv)  + l(^dnyf 

V • . 

i désignant,  comme  à l’ordinaire,  la  somme  de  tous  les  termes  pareils 
.1  celui  que  cette  caractéristique  précède.  11  résulte  dé  là  que  l’errejir 
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iiioeiiiie  dont  la  difiereiice  de  niveau  X pourra  être  affectée,  sera 
rppr<*sentée  («r 

(a)  'o'X=y/v(^,J?xf-f- + 

ipiant  à ses  limites,  elles  seront  ± 6dX  ; on  aura  donc  de  la  sorte  la 
Miesiire  de  la  précision  du  uivellcinent  trigonomélriqiie. 

IJans  cette  formule,  les^erreurs  moyennes  iJe,  ân  dont  la  proba- 
bilité est^,  s’obtiendront  par  le  premier  principe  qui  sert  de  base  au 

calcul  actuel;  et  l’on  pourra  faire  d’ailleurü  JA'  = , d’apres  ce 

qui  a’été  dit  Sur  la  discordance  des  valeurs  d’un  même  côté,  détluites 
de  différentes  chaînes.  Enfin  l’on  aura  soin*  de  satisfaire  au  principe 
de.  l'homofiéiiéité , en 'réduisant  en  parties  du  rayon  les  quantités 
augtalairesV'et  c’est-à-dire  en  écrivant  e sin  i’'ctô'e  sin  i",  si  ces 
quantités  sont  exprimées  en  secondes^  alors  la  valeur  de  <^X  sera 
donnée  en  mêmes  uiiih^  ^imi  les  bases  du  nivellement. 

Deux  cas  se  présentent  dans  la  pratique  ; le  premier  est  celui  de  la 
simultanéité  des  distances  zénithales  réciproques,  et  alors  l’erreur 

Z'^Z 

moyenneVjlÿest  celle  correspondante  apx  différences  — , qu’oii 

ohtient  atf  combinant  les  séries  coBtemporaines  dans  chaque  nivelle- 
ment partiel.  De  même  l’erreur  moyenne  dn,  |x>ur«liacun  de  ces 
itô'ellehienraf  est  celle  relative  aux  différences  n'—ii  que  procurent 
ces  séries  prises  deux  à deux.  Le  second  cas,  qui  est  le  plus  fréquent , 
est  celui  de^la  non-simultanéité  des  distances  zénithales  réciproques; 
il  exige  .<|aé  l’on  opère  sur  l’ensemble  des  séries  prises  k chaque  sta- 
tion, parce  qu’elles  ne  donnent  qu’une  valeur  de  n relativ»  à l’étal 
actuel  de  l’atmosphère  pour  chaque  nivellement  partiel  ; la  varia- 
tion du  déduite  de  toutes  les  valeurs  pailiculières  n',  «t' ' , 

est  donc  celle  qu’il  convient  d'adopter  pour  dn',  dn",. . .,  dn^‘^. 

Dans  ce^ dernier  cas,  si  u',  <t",  a’,. . . représentent  respectivement 
le  nombre  des  observations  qui  ont  produit  h',  n",  n", . i . , et  qu’on 
fasse  a = ?'■+•  »'-t-  o-”, . . . , ou  aimi 

1®.  Pour  la  valeur  moyenne  des  n',  n",  . . . 
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a®.  Pour  la  valeur  moyenne  des  carrés  de  ces  mêmes  quanlités, 

= m . 

(7 

Prenant  ensuite 


le  nombre  ÿ sera , comme  on  l’a  déjà  dit , la  mesure  de  la  précision  tlu 
coeflicient  moyen  n de  la  réfraction  , et  {g  = dn  exprimera  Terreur 
moyenne  dn  de  ce  même  coefficient. 

De  plus,  il  est  indispensable  de  remplacer  dans  la  formide  (a)  la 

somme  i(Adv)’  par  celle-ci  : 1 i ds^  , c’e.si-à-dire  île 

chercher  séparément  les  erreurs  moyennes  dz,  dz'  qui  se  rapportent 
aux  distances  zénitliales  à chacune  dessLitions  comparées;  ainsi  Ton  a, 
dans  cette  circonstance, 


(3) 


dX=y/2(edA)*-4-v(idz')Vi(^dz)Vi(^dn)’. 


fie  serait  nous  engager  ici  dans  de  trop  longs  calculs , que  de  faire 
line  application  numérique  de  ces  deux  dernières  formules,  dont  Tim- 
porlance  ne  se  fait  d’ailleurs  sentir  que  dans  les  opérations  très-délicates 
de  la  Géodésie ;<nais  le  lecteur  pourra  consulter,  à cet  égard,  le  i"  vo- 
lume de  la  Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France,  dans  le- 
quel nous  avons  apprécié  le  degré  de  précision  de  deux  des  nivelle- 
ments les  plus  étendus  et  les  plus  exacts  qui  aient  été  exécutés  de  no.s 
jours.  Nous  nous  bornerons  donc  à faire  les  remarques  suivantes  : 
D’abord,  en  faisant  abstraction  des  termes  en  ùkeX  en  de,  la  formule 
(a)  se  réduit  à 


et  lorsque  les  erreurs  individuelles  d/t',  d/t*, sont  nombreuses,  on 

peut  remplacer  les  carrés  de  chacune  d'elles  par  la  somme  q de  leurs 
carrés , divisée  par  leur  nombre  i ; ainsi  Ton  a 
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En  supposant  de  plus  égales  toutes  les  bases  partielles  A , , , . . . , A, , 

(7  étant  leur  nombre  )i  et  appelant  A la  longueur  entière  de  la  ligne 
trigonométrique , on  a enfin 


!?X  = 


an 


d'o^  l'ou'vuit  que,  toutes  choses  étant  égales  d'ailleurs,  plus  7 aiigmeii- 
ler.t  plus  l’erreur  iiiojenne  JX  sera  petite.  En  général,  il  est  nécessaire 
que  A ne  dépasse  pas  laooo  mètres , afin  que  le  pointé  soit  plus  certain 
et  que  la  variabilité  de  la  réfraction  ait  moins  d’influence  sur  les  diffé- 
rences  de  niveau. 

I>es  conséquences  détiuites  du  calcul  des  probabilités  n’étant  rela- 
tives qu’aux  crrem-s  fortuites  des  inesnres,  il  est  essentiel  d’employei’ 
les  meilleurs  instruments,  de  multiplier  le  nombre  des  observations  et 
d’en  varier  les  circonstances , afin  d’atténuer  l’effet  des  erreurs  acci- 
dentelles, d’éviter  les  causes  constantes  d’erreurs,  et  d’obtenir  des 
résultats  précis.  On  remarquera  cependant  que  si  les  distances  zéni- 
thales ont  été  observées  avec  le  inéuie  cercle  répétiteur,  l’erreur 
constante  dont  cet  instrument  petit  être  affecté  (art.  120),  n’a  aucune 
influence  sur  les  différences  de  niveau  déduites  de  la  formule  (.\); 
mais  dans  les  observations  correspondantes  et  simultanées,  comme  on 
&it  nécessairement  usage  de  deux  cercles,  l’effet  de  leurs  erreurs 
constantes,  supposées  inégales  et  inconnues,  ne  peut  être  détruit  que 
par  le  moyen  indiqué  à l’art.  214,  ou  en  répétant  le  nivellement  en 
sens  inverse,  c’est-à-dire  de  manière  que  les  stations  du  premier  ob- 
servateur soient  faites  par  le  second  observateur,  et  réciproquement, 
et  en  prenant  la  demi-somme  des  deux  réatultats.  Il  est  donc  évident 
que  sans  cette  précaution , il  resterait  toujours  <le  l’incertitude  stir  la 
différence  de  niveau  des  termes  extrêmes,  et  même  des  points  intermé- 
diaires d’un  grand  nivellement  trigonométrique,  quelles  que  fussent 
d’ailleurs  la  multiplicité  et  la  précision  des  observations. 
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TABLEAU 


IIK  Pr.tSIEl  RS  IJUAKTITES  ?(U.«hRIQÜKS  EJIPI.OVÉtS  E»  Ct'oin'siF. 


O . , , 1 «.‘xa^i-siiiMilM lojj  K*  — 5,3i44î  5i33i' 

H.iv<m  mliiii  l'ii  sii'omlcs  { • 

(o'niiaitnalfs I<>g-R‘  = 5,8o388  oiaîo^ 

demi  ('nKonfer.  d'un  cercle  duni  le  rayons  i,  ou  lo(;.  ir  = o,  {97 1,4  g8;i(j<> 
l.ogarilhnic  du  nombre  u par  leipicl  il  Taut  mulliplicr  • 

li‘slogarlllinirsliy|HTboliqiiesou  nc|n-riciii,  pour  lescun-  ‘ 

venir  en  logarilluiics  ordinaires,  on <ol'.  h = 9,63-78  ,J3i  i3o 

• / la  loise en  niètre. o,-rlB9Sï,'‘;«0<)a7 

‘ ■ I U- pied  «a  Méfré. 9,5it66  ^ija3 

♦ T le  pouce  CD  lueire 8,432i8  -4o63 

l.o:;antlimes consiantrrt  f 1 i-  ■.  t-  r-, 

^ _ V»  ' , '*  ‘"être 7,35330  6j.5o3 

MdiuS  Aour  convernr  iii  i-  , 

' J le  dcjire  vulgaire  en  prude 0,04575  ^.4906 

f la  niinuie  vulgaire  en  grade.  . .....  8,^760  6140a 

> \ lasccondc  vnigairc  en  grade  . . ,.4,  . 4vjo8 

y-s  rf^npIéiiKias  .inthmrfiqiH<4  dt  on  sopt  derniers  lugarithnR‘^^>  iraientti  i-onvo^t 
t^nni*trrsvi»  l<»ises.  ou  en  fdeds , ou  en  |xmr««»  ou  en  lignes;  I#  degres  <lfc  iinaM\;n: 
uu  eu  minutes,  ou  en  secondes  vulgaires.  • > 

Lo;:,irilkmes  constants  et  Jcn|»iedsdeLündrcs,scloaIçbaründeZach.  logn,oa-655^ 

■HldttfcY^mii  convertir  Cü>\  de  Vienoe.^  . log  u,oi 

les  |»îrrïs  de  Paris  du  Rhin. . . . l»*g  o»oi<^774' 

* Mfium  /rajlfç4isr'> . 

* . ' •* 
L^biélie ^ = u.SfdoT^  di*  toisi*;;»  . 

I.S4oisc.*w . .....  y.  . f$^o36S9ia  inètrei>b«AN';^.'  j ^ 

l e iiiétre  caiTc.  . . . = 0,7631449^947^^^''^^*=*^^* 

loistï  camH'.  . = 3,798743^338  mètres 

Le  mètre  cube.  = o,i35o64i  '.^8946  de  tois^  ciiIh'; 


•«ddltfliY^nin  convertir 
les  |»îcrïs  de  Paris 


anis  et  è en  |) 
nvertir  ci*>' 
i,  ^ 


l.e  ineti'e  carre.  . . . 

La  loistM’arnH*.  . d'". 

Le  nu'trc  cube.  . . ...  . 

*• 

l.a  toise  cube.  

t'n  areou  loo  iiiàlix's  carn's 


l.a  toise  cube.  = 7, 4<>389o343o  mètres  cubes; 

t'n  areou  lOo  iiiàlix's  carn's.  ,=  36,3245  toises  carrées; 

L'hectare  ou  r.ir}ient  métriqtie  se  cmn|>osc  de  1 00  ares  ou  de  loooo  métrés  carrés,  et 
\ aiilen  aoneniic  mesure  ^',93*4^437  a|^nts  de  Paris,  de  lob  perches  carrées  de  1 8 pieds 
de  côte  chacune,  ou  1,9580201  arpdkt  des  eatllf  et  forêts;  chaque  aiq>enl  de  tou  |K*r- 
elles,  chiicimcdc  22  pieds. Iftièaires. 
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mesures  linéaires  en  usai;e  dans  la  marine , sont  : 

La  hr^Me  do  5 pieds  =s 

Li  Ut^Diaqpo  dé  20  an  degré  = 285o*,.{i  te:  5555" 
Le  iriUle  marteesl  le  tiers  de  U lieue  marine; 

Ix»  nœud  vaut  45  |ûeds  ou  i4"«6i  78.  * •’ 


/|()5 


^ i^ftsurrs  'ttinèrainn  tir  tUffrrrnts  pnyn . 


Ueyo  franraise  de  25  ao.dcgn'  = 4444'*>4^  4>4444  kilomètres; 

Le-»iyriamètre  =:  1 0000  mètres  ou  2,i5  lioites  de  25  au  degn*  j ^ # 

Selon  Vvwji^Hnutùrv  Ht  1839»  p.  70),  la  toise  anglaise  ou  le  fathom  =r  1,8287(1^9^* 
mètre  ou  1,060765  toise  française; 

1-0  ranl  im|H4nal  est  1a  moitié  du  fatliom  ; 

mille  anglais  = 1 760  yards  = 1 60g, 3 1 49  mèires  ; 

1-0 myriamètre  = 6,21 38  milles  anglais;  ^ 

Selon  le  ^nnutl  ftitemanH  Hr  Ccafrraphie,  par  Muncke,  le  juille  gt'ograpltiqiie  aile* 
mand  =r  3807,07  toises  françaises;  ^ 

Lnfin  le  mille  italien  de  60  au  degre  = iBStyS  métrés; 

Le  mille  |Md(mais  de  20  au  degré  = 5555,6  mètres; 
l-e  mille  prussien  de  2000  verges  =;  75o8,o  mètres; 


Dilatations  rfe  diverses  substances. 


Une  colonne  de  mercure  se  dilate  de  |wr  degré  du  même  thermomèlvt* , et  à par- 
tir de  la  glace  fondante. 

Voici  les  dilatations  de  quelques  autres  sul)stance$  : 


>Oat  SCA  fcCMTA.Vta. 

OTUTATIO}!  LUaUlRR 

pour  uu  degré  centlgisdr. 

Platine ..... . 

O,ooooo8565 

Argent  de  coupelle 

0,000019097 

Cuivre 

0,000017173  ^ 

Lftlton  en  cuivre  jaune 

0,000018778 

Fer  Houx  ^rgé.  

0,000012204 

Fer  rond  p»ssé  1 la  filière 

0,0000 ia35o 

Acier  nÔD  trempé 

0,000010791 

Tube  de  verre  <una  plomb 

0,000008757 

TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

Toutes  CCS  dilatations  sont  en  parties  de  l’unité,  et  sont  comptées  à partir  du  la  teni* 
j>eralure  Jtêro, 

Quant  à un  volume  d’air  soc  passant  de  la  température  de  la  glace  fondante  à celle 
de  l’eau  bouillante,  il  se  dilate,  non  pas  de  0,375  comme  l'ont  admis  depuis  longtemps 
les  plivsiciens,  mais  de  o,3665  suivant  de  nouvelles  expériences  irés-pn'cises  dont 
M.  Reguault  vient  d’entretenir  TAcadémie  des  Sciences  (i3  décembre 

Dimensions  de  ta  Terre. 

Rayon  de  la  Terre  supposée  sphérique  6366i<)8  mètres;  log  — G.8u388oi 

Di'gn'  moyen  en  France  57020  toises  =111 134  mètres. 

Pou  I l'aplatissement  et  le  quart  du  méridien  de  1 o millions  722  mètres , on  a 

log  aplat.  3 = 7.5157002;  log  r*  r=  7,81601 76 
log  rayon  de  l'equateur  ou  loga  = 6.8046237; 
log  rayon  du  pôle  ou  log  b =:  6.8031974  ; 
log  rayon  à la  latitude  de  45**  ou  log  r = 6.8o3^i23. 

Quant  aux  dimensions  adoptées  dans  les  operations  géodésiques  de  la  carte  de  France, 
voyez  3i5. 
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TABLE  I.  — Argument,  Angle  à réduire. 


TABLE  l. 

Argument,  Angle  à réduire. 

Cherchez  l'angle  observé  dans  U colonne  à gauche  et  dcsrcmlante , si  cet  angle  est  moindre  que  100^*, 
et  dans  1a  colonne  k droite  et  ascendante,  s'il  surpasse  I00^^ 

Pour  un  angle  à K^luire  k Thorizou,  le  nombre  tangente  est  positif,  et  le  nombre  lotangentr  est 
négatif;  c'est  le  contraire  pour  un  angle  à réduire  au  plan  des  cordes- 


O I I ■ 8,r»o 

H I 9 8.A5 

7 3 8,70 

51  i s.i, 


I Q 0,01 

fUl  O 18  O 9,o6 


3,84 

3.8o 


499 


TABLE  I.  — Argi'ment,  yfn^Ie  à réduire. 
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Argument,  Angle  à réduire 
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TABLE  1.  — Ahgument,  Angle  a réduire. 
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TABLE  111.  HASE  ET  HAUTEUn  DES  TRIANGLES.  ^07 


TABLE  111.  — Pour  tmm'r  fexcés  sphen(]iie  exprimé  en  secondes  centésimales. 
ARGUMENTS:  Bvsf,  et  hautech  des thiancles. 


{Vont  |Mge  262.) 


B.ASE. 

ualteuh. 

Iü0l> 

4000 

' 3«k>o 

■|1K»0 

5uoo 

(loou 

7000 

8000 

9000 

lOUOU 

moo"* 

'iiiOO 

3ooo 

|oiiO 

.MiOU 

o*oüJ 

0,011 

o,o'i3 

o,oli 

0.0I9 

o*oi5 

o.o3f 

o.^>7 

o.oba 

0.078 

o"o»3 

".«♦7 

o,<»7o 

o.«4 

0.117 

o\i3i 

OiOlîj 

o.®yJ 

o,ia5 

0,157 

o*o3y 

0.078 

0,117 

0,1^7 

«»'*/» 

o“o47 

O.ou, 

0,141 

0.188 

0,3.35 

o‘*o.'V4 

0,109 

0 , 164 
0.310 

0.374 

0«oG3 
0, 13.5 
0,188 
o,35i 
o,3i4 

0,141 

0,313 

0,383 

O.J53 

o,o?8 

0,157 

0,33^ 

0,314 

0,39a 

• 

. ftuno 
8000 
tiHIUO 

0,0^7 
0 ,0  >1 
o.ülri 
0,070 
0,078  . 

«.09» 

o.iwj 

O.J'44 

O.IAI 

«,i.'»7 

o.l.^l 

0,189 

o.at'j 

o,-o3.3 

0.188 

0.J19 

O.'i’l 

0,083 

o,3i{ 

0,335 

0,371 

o,3t4 

o,3*^î 

o,3jri 

0 ,380 
o,3mi 
0,3^ 

0.403 

0,471 

0,339 

0,383 

0.438 

o,fà 

o,.T49 

0,376 
®.P7 
o,5oo 
o,.^^ 
0 ,(roB 

o,p3 

«rf)' 

o,:iii3 

0.633 

o,;o<i 

0,471 

0..5U 

0,634 

0,700 

0.785 

o.iiîKl 

0.0^4 

0,10a 

0,109 

0,117 

0,173 
0,188  . 
o,«o» 

O/ilO 

o,iij 

0 ,o3j) 
o.u8*i 

o,3o(> 

o,3a*i 

0 , i-3  J 

“'ai’ 

o,3t<> 

o,'io8 

o.jlfl 

o.pi 

0.471 

0,>IO 

o,:i89 

o,:»tK 

o..7»5 

07613 

ü,65;| 

0,70!» 

o.fio.) 

o,6:kj 

0,714 

«.T^V 

0,804 

O.fitil 

o,7j3 

o,8iG 

«.879 

«.9i-» 

«j777 

0,848 

o.ijiS 

“.9N9 

1 

0,863 
0.9P 
1 ,030 
'•*«) 
1,178 

llküiO 

itfouu 

19000 

'ibooo 

o.ia'i 

O.lW 

o,tli 

0.1J9 

0.IJ7 

o.a'il 

o,‘i<>7 

o.oHa 
o,’.u)S 
o.3'i  1 

0,376 
0.  joo 

^r'i 
« ^i7 

0,^71 

o,5oo 

o.5i'( 

O.fkî’l 

0,638 

0,637 

0.667 

o.7|6 

0,783 

0,733 

0,901 

o.Hp 
0 .80» 

o,8j8 

«.9^4 

«.989 

*.«ii 

W099 

1 ,uo4 
1 ,068 
i,i3t 
i,io3 
1 ,3% 

1 ,i3o 

1 ,301 

1 ,37» 
1 -34j 
1 ,4i3 

1 .3.56 
1,335 

•»}'» 

•.»9> 

1^570 

Jtooo 

*i3uou 

■J^OOÜ 
' 'I.'KKI0 

o,ii>2 

o,i*a 

0,180 

0,188 

O.ujl) 

o,3|.i 

o,3(»i 

o.3t<i 

0.39a 

o.:n8 

0.9'it 

O.ÎT'U 

o,:‘>88 

o.Gôi| 

o,6*)i 

0.700 

0,7:13 

o,7«:> 

0 ,8ij 
0,86.1 
o,cio3 

n. up 

o, ué. 

rp, 

1 ,o83 
1 ,i3*> 

1.177 

1.1-54 

1 ,3mi 
1 ,-.1^ 

i,3io 

i,5;o 

'.‘.n 

1 ,r«-5 
::?îî: 

l.ajg 

i.SSi 

■ •sfii 

0,0<4 
o,at'i 
o.noo 
0 ,a'*7 
o.aiS 

o,io8 

"•T{i 

0,4  j3 
o»47' 

*0.61  a 
o,(ii6 
0,619 
0.683 
0,700 

0,816 

o,8|H 

0,91 1 
o.âi'j 

1 ,000 
1 ,o6o 

\:r§ 

1 .178 

1 .0-J-i 

1 ,37-3 
1 ,3ui 
1 ,366 
1 ,4>3 

::lp 

1,633 

i.6ÿ5 

1 .S’il 

t.884 

i,S  :8 
' .9«8 
‘»îi:9 
>»«49 

3,130 

3,043 

3,130 

>»'ai 

3ioou 

'V‘ooo 

Ijuoo 

3KK)0 

O.'XJ^ 

u.a’t] 

o.aiK) 

o.afW' 

o,*i74 

o.i8(> 
0 ,-wa 

0,3 18 

o.53i 

«.% 

Bgn 

«•î/73 
» <*o5 
1 o3lî 
1 .068 
» 

t ,317 
I .ofio 
1 ,0(i5 
1,31s 
■.l7l 

t.460 
1 ,:k»7 
1 .5.3.3 
1 ,6uo 

'.fi'w 

m 

* f9»7 
3,010 
3,073 
3,UG 
>.>99 

>.'9‘ 
3,361 
a, 33a 
3,4«3 

».i7i 

ifÂ 

3.591 

3.670 

Vmoo 

Votto 

:^Hiu 

3<Jl>0O 

4oouo 

ü.‘*8a 

O.TJO 

O.Iiuf) 
0.3t  1 

o.56i 

o,58t 

O.-Tlf» 

o,f»i4 

Ojfrjî» 

O.H'iS 

0,871 
0 ,8p 
o,i|t8 

«.ùi^ 

1 .ilü 
1 ,l(rl 
1 ,193 
î ,oo5 
1 ,0.7» 

\:E 

1 ,370 

i.«m5 

'.fîi 

3.u88 

^.‘14 

3.19:7 

3,961 
3,3o.| 
3,387 
a,i.5o 
3 .ii3 

3.685 

3.756 

3,837 

3,837 

>,905 

l:^à 

3,141 

-il  000 
i'IAoD 
]\Km 
^OUO 
iKiOO 

0.3*ii 

o.3jh) 

0.3I7 

o,3p 

0,3^3 

o,r.ji 

«.G74 

o,(iyi 

0.707 

o.U«G 

"’-ySy 

1 ,01!) 
1 ,nV» 
1 ,oGo 

1.0H8 

1 .319 

1 .3.W» 
1,38* 
i.JiS 

1 ,610 

'■'.V 
* *7**7 

■ .gi» 

•.•CS 
3.0^16 
3 ,073  ' 

3,100 

3,354 

o.îoo 

3.364 

IP, 

3,576 
3,63  ] 
3,701 
2,jf4 
3,9-17 

>.Hg8 
3 1/18 
3,n3u 
3,1 10 
3,180 

3,330 

3,ifi8 

11 

i(«0U0  ’ 
a;onu 

iHooo 

4«)00O 

'kakm» 

o.3Gi 

o,3r«> 

0,37^ 

-0,384 

o.Vji 

«•7aa 

0,73s 

0.733 

o.Tftj 

0,78a 

1 ,o83 

::;s 

•M 

1 ,307 
1 /Aj 
< .570 

• .806 
i.Hp 
i,H8i 

3,167 

3,314 

3.361 

3,3.16 

i 

3,800 

a.cjM 

3,01.5 

3,078 

3>4< 

3,35i 

3.533 

3.3oa 

3,463 

3.534 

3,6(3 

3,fkil 

::é 

i.w 

■OMEssal 

G4.. 
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TABLE  IV. CALCUL  DE  POSITIONS  GEOGRAPHIQUES. 


TABLE  LV . — Pour  abréger  le  calcul  des  posUions  géographiques 
des  sonunels  des  triangles. 

Nota.  Le  logarithme  du  nn'on  R de  coiirbun*  du  niéridieo,  à la  latitude  H,  l’obtiendra  à l'aide  de  la 
relation,  log  R = 3 logN  -4-  6.387y5o4  {vo/et  page  36o  et  suivantes). 


f-üc  T 

1 Dipi, 
1 

9-99:7r'« 

339 

8478 

3fi7 

375 

38t 

!DÎi 

aToi 

6.gr)8ooj(] 

4ot 

<4'7 

40O 

(4a3 

4<< 

iii4 

i(î5o 

aoyo 

4>3 

•4»'* 

4«y 

39'" 

4'i» 

33&1 

’7»4 

43T> 

4330 

437 

4(îw 

439 

logS 

439 

5»} 

9-9ÿ<Wi 

440 

«4'4 

439 

G8Â3 

7><P 

43(i 

7739  ! 

1 

43c 

fhri5 

43j 

»'«» 

/,3i 

i)o3o 

4^8 

9»'* 

9883 

i** 

9-S99o3o4 

* 

1 

TABLE  V.  ABCS  DU  MÉRIDIEN. 


5ocj 


TABLE  V.  — Arcs  (lu  méridien,  degrés  de  laliliule  et  degrés  de  parallèles, 
pour  fuplatisseinenl  o,oo3a4  =-ï:uiî>  mètres. 


I.ATtt. 

4BCB 

du 

ini'ridieri 

O*» 

1 

3 

3 

«x>oooo,o 

110571,4 

331 143,1 

33i7»6,o 

443394 ,3 

553h7o,3 

0 

l 

9 

10 

613451 .5 
774>>^iO 
wi096,a 

(^1331,0 

i’iu583I  ,0 

■ 1 

1310438 ,0 
1 Î»7o43  ,6 

i3 

W 

«G 

ié 

•9 

30 

17(^180,8 

i8Hoi38.8 

1990917,3 

3101586,7 

13132^,7 

31 

33 

33 

îi 

3t«398o.8 

'433090.4 

37<i5j33.4 

36 

3 

g 

'j8t6(»93  ,9 

*«479.1, 

■>3'9'’1.9 

3i 

33 

.31 

II 

3Ô13W1  U 
376Jte.o 

^74^.5 

38 

40 

M'"7î,7 

4' 

i 

45ju'ji5,8 

dr 

latilade. 


I 10^71 ,4 

I 10573 ,i 
iio57*i,i 

I ioS8i  ,3 

ito585.t 
iio56^6 
no5(>^0 
I tv<>ùo,(i 

11061)7,0 

iio6i4iO 

I tofrit  ,6 
1 10639  ,t) 
it«6JS,7 

I io(>|8,o 

110658.0 
I io668,i 

1 10679.5 

1 10691 .0 

110703.1 
«1071.5,6 

4I4)7*>8,7 

iio7ia,a 

110716.1 

110770.5 

I luHun  'w 


G,r 
iil)83i,o 

1108  48;$ 


' 100^.0 
I 10916,5 

iiugli,! 

I ioj5j  I 


IIUJ 

I I 1006,9 
I I ioi5,5 
mo4i,i 

i I iou-i,9 
1 1 io8t',7 
I Ill00|0 


o»7 

> 

3,0 

3,6 

3.3 

3.9 

5.8 

6.4 
7.» 
Z**'’ 

8.3 

8.8 

9.3 

10.0 
fo,5 

il»0 

11. .5 

13.1 

n,5 

13.1 

13.5 

13.9 

•4.i 

'4,8 

«5, G 

15.9 
iC.’l 
iG.G 

•fi  ,9 
'7.; 
'7.5 

‘7.7 

'7.9 

i8,« 

‘S'.» 

•8.1 

18.6 

■8,0 

18.8 

18.8 
•8,9 


nLCBK« 

df« 

p«rAlUlc« 


I 11377,5 
I I ijGu.8 

111310.3 
i I I I3<>,  I 

1 1 1008.3 
( 10816,7 


1 11)671  ,r) 
nüi»î,5 
I lO'iOl  ,7 
»099»6. » 
ioj>ii/7 .8 

in9ri46.o 
io88(m  ,1 

•0^43. J 
“>7Vi.3 


“C'ïï'w 

i<»5^>i,u 
to535«  .1 
io^ni6,3 


.00077 ,9 

9)H.»,l 

^981 13.5 


•Mjfi'.i 

y'jit* 


90136,3 

^jt4,5 

87791,5 

8>^,9 


8i5o6.o 
8«)I7i  ,7 
703i3,G 


«6,7 

50,5 

84.3 


i5i. 


18  j .8 

^•8.4 
35.  ,8 

381.1 
3«8,.4 

351.8 

384.9 

>17.9 

410,6 

483,3 

5.6. 1 

Ou, 8 

644.9 

076.5 

71*8,1 
73>,5 
770. G 

801. 5 

83  J,  « 
8rw,8 

8j3,0 

9*3.5 

*>8'  ,7 

1010,8 

'#* 

11^,3 

t l'if  .3 

ii5i^ 

133j,3 

1358.3 

1384,0 

\^i 

•3î.),i 


Laiit. 

1 AIU.I 

du 

méridien. 

4'"’ 

r; 

> 

g 

198 J5o5, I 
.Iü9i(y’i4 ,5 
Î3o07f»'2  ,9 
.53i7<j34*,o 
5;-j9..;/;,o 
.*5|0993,7 

5i 

Si 

53 

II 

•S05i  Soi  ,9 
5703731,8 
587  3i)8.'>  ,g 
5;j8Î'j54,3 
609IXV4U  ,5 

56 

S 

Ojo78|4  ,0 
<Oi,>i<i6.3 
f*43;*.'H,',,3 
0.>|t8l>i  ,3 

Oi 

0> 

63 

U 

OtOjIwI.s 

0S-0o38,4 

73k.336,9 

66 

r*8 

6.1 

70 

733180-1.7 
7 433383.0 

77<f78o'j  ,3 

7' 

75 

7*79** (. O 
7!W*77iï 
8iu'i|3i  .9 
8it3g'j7 ,0 
Hl-iST-j.a 

76 

r* 

g 

8i  i?!  *'0.9 
8ii8;io,6 
W»u35a.6 
>*::«sr»3,3 
N«à35;!>,a‘ 

8t 

81 

83 

II 

89>5’>u'j  ,0 
9iuORlt .8 
gaiSiO'îJ 
9»3o.«5a 
'jM'74».4 

6Û 

88 

»3 

90 

1000^*0,0 

DtCBt»  . 

iJo 

Pirr. 

de* 

UlfItH. 

lalHudc. 

partllèle* 

IIIIK 
Illl  . 

1 11157.3 
i I ««76,0 
•il‘9i,7 

1 I >3i3,3 

iiioSi .8 

mi)5q,i 

uiiOR.S 

m38(>,3 

iti3o4.i 

iii3ii  ,7 
m3.3o,o 
1 1 i35o,o 
■ 11373,7 

1 1 1389.3 

m jo.î,3 

iiij'iso 

iii|lG,3 

in45t,3 

■11405,8 

»t')79.2 
«njijA.e 
Il  i.ki6,7 
I I i5t9,i 

1I|5J|,; 

iii5|3.4 

iti.'iTolî 

• « 1 v575,3 

111003.0 
n <f*oQ,7 
mfitO.q 

% 

111033.4 

mOig,3 

iii6iT,5 

iit8f },o 

mOfO.S 

Il  1049,0 
1 1 iC.li  ,0 
tM65'j,5 

111883.0 


i8.8 

■8,8 

•8,0 

18.7 

18.0 

18,5 

18,3 

18, 3 
■8,0 


17.6 

•7.3 

.7,0 

16.7 

■0,5 

■0,0 

tS,8 

i5,3 

•4.9 

.4. G 

• 4,' 

'^7 

<3,1 

13.8 


10,0 

10. 1 

9*5 

9,0 

8,3i 

7.7 


0,5' 

5.8 

5.3 

4-6 

3.9 

3.3 


3,0 

• ,3 


7«Si3.0 

::4^9.6 

7*033,8 

TfV'.fi 

jJiSu.G 


7oiflf»,5 

'SG4;,4 

O7io7,^ 

oV.iO.3 

03965.3 


03304,5 

m 

5%Î4:* 


liuSi.S 


4’.3S3,3 

4 

j*8oi ,8 

3jfir.8.4 


30333,8 


37003,0 
31109,3 
33'tf7<i8 
'^»I39j»,3 
>9.384  ,<|f 


■ l^»,3 
.3Goi,7 
• •6O9,  I 

97>*j.8 


3896, ■ 
*9*8,5 
0000,0 


i383.u/ 

i4u6.8 

>430,3 

i4'*3,ü 

■ 5:5.5 

•497,0 

i5^9,« 
■540, i 
i‘A>,8 

iS8i  ,u 

i6üo,8 

iOm.u 

i03»,8 

■650,9 

•674,6 

''■•S*,? 

1708,5 

‘■4" .5 

1755,0 


■7*5.9 

1010,5 

1833,9 

«834,0 

1846, O 
i8:iO,o 

i860.« 

i8t<î,  i 

iS88,3 
•8^,î 
*908, '• 

.915.3 

i«jai.3 

•9>C,<» 

•y3Tj 

'9>9.5 

■94‘.i 


♦ , 
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TABLES  VI  ET  VU 


CALCUL  DES  l)IFH,i;i  NCl'S  DE  MVEAU 


Calcul  des  diffétences  de  niveau. 


TABLE  VI 


TABLE  VU 


RAUTRLB 


O.  U004i(i82 

0.0000750 

O.UOOOOH) 

0.0000887 

o.ooüon55 


ü. 000 1023 

O.OOOIO^I 

0.0001 160 
0.0001328 
0.0001396 


o.oooi364 

0.0001433 

o.oooiSot 

Ü.00U1569 

o.o«'Oi637 


2000 

2100 

3300 

23oo 

2:j0O 


dh.  ( tant  la  difTiTcncc  de  niveau  cher- 
chée et  A la  hase  donnée  )>ar  la  resotiw 
don  des  triangles,  un  a'poiir  la  hauteur 
absolue  h du  point  le  moins  élevé 

rfE  = /.A.Rlani;fi-î'  — 

-I-  tX  r*  terme)  (aiiiï  î(^'— ^)- 

la*  1*  terme  , qui  est  très-st»UNenl  in- 
sensible, est  toujours  de  mèim'  signe 
une  le  1"  terme.  ^ '■ 


0.0001705 

0.0001774 

0.000184^ 

0.O00T910 

0.0001978 


0.0003046 
00003I|5 
O.  00031 83 
O. 000335 t 
0,Ü0033i() 


0.0003388 

0.0003456 

0.0003534 

0. 00035^3 

0.00036b! 


■ SASV. 

Â. 

S''  LOG  B 

à AÎODler 
À LOG  i(. 

LOC. 

du  tarteur  C 
du  a*  terme. 

i5ooo‘" 

0 . 0000003 

7,06971 

20OOÜ 

o.oooûoo3 

7,1. >467 

[ 35ooo 

o.oooooo5 

7.39164 

3oooo 

O.OÛ00008 

7>37»'b 

35ooo 

0.000001 1 

7.437!)» 

4ooou 

U.OOüOOlj 

7,49584 

45ooo 

0. 00000 iH 

7,546'G 

ÔOOüU 

0.0000033 

7 .%»07 

55uoo 

0. 0000037 

7 .(»34o3 

6uüoo 

o.ootiooBa 

7. 67 '79 

65o«'0 

0.0000007 

7,7^à4 

70000 

i 

0.0000043 

7,73870 

TABIjE  VIII.* — CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  DE  MVEAL’.  T)  I | 


T.VBLIj  V III.  — Calcul  iivs  dijfërenccs  th  niveau. 


n = o^nb. 


^ muUiplu'r 


4 . ooooo 
4 . 1 760;) 
4 . 1 t)o3Î$ 

Î. 204 I 3 

.21748 


4.23i>45 
4.24304 
4.25327 
4.26717 
( 27875 


4 . 2<)0«3 
4.3nio3 
4.31175 

4-32.222 
4 33244 


4.34242 

4.36173 
4.37107 
4 3oo%i 


4.38917 

i-3979Î 

4.4^^! 


4-4«4î)2 


4.44716 

4-4  >i84 
.4.46240 
4.46982 


3"'9^ 

49.7’ 

5i  ,55 
• 53,41 
55,3o 
57,23 
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TABLE  VllI. CALCUL  des  différeaces  de  mveao. 

' —1 


SUITE  DE  LA  TABLE  VIII. 


aiSR  Â. 

À 

LOG  A, 

ft'  tkbmeT 
l>ûur 

n = o»o8. 

DIFFÊR. 

• 

y TKflXrfflf 
à multiplier 
par  J — n. 

« 

< 

UIFFÊR 

30000"* 

3iooo 

32000 

33ooo 

34000 

V • 

4-477's 
4.4d>36 
4 5o5i5 
4.51M1 
4.53148 

59“*i8 

63,10 

67,33 

71 ,61 
76.01 

1,95 
4,01 
4,  ^4 
4,î8 
4,40 

4.54 

4,67 

4,80 

4.93 

5,06 

1 4o"9o 
i5o,/|6 
160,32 
1 70,50 
180,98 

4, -«5 

9.5<> 

9.«i 

10, iB 

10,48 

• 0,81. 

1 35ooo 
36000 
32000 
3oooo 
39000 

A. 54407 
4. 55630 
4,56820 
4.57978 
4*59106 

80,55 

85,22 

90,02 

À4.95 

100,01 

•9'. 79 
202,90 

2i4 ,33 

226,07 
238,1 3 

11,11 
• 1,43 
•1.74 
11, 06 

12,37 

4*000 

42000 

43000 

44000 

■ 

4 . 60206 
4 .61278 
4.62325 
4.63347 
4.64345 

|o5,2^ 
t 10,53 
••5,99 
121 ,58 
127,30 

5,32 

5,46 

5,5g 

5,72 

5,85 

5,99 

6, 1 1 

6,25 

6,38 

6,5i 

6,64 

6,77 

8,91 

7,o3 

7. '7 

7,3o 

7,83 

25o,5o 

263,18 

3o3,o8 

12,68 

'’.99 

'i3,3i 

i3,6o 

■ 3,95 

45000 

46000 

42000 

49000 

49000 

4.65321 

4.66276 

4.67210 

1.68124 

.4.69020 

i33,i5 

•3g,^4 

•45. >5 
i5i ,5i 
■57,88 

317, o3 
33i ,a8 

345,84 

360,72 

375,90 

■ 4,25 
•4.56 

■ 4,88 
i5,i8 

i5,5o 

‘ 5oooo 
5kooo 
52000 
53ooo 
54000 

4.69807 

4.70757 

4.71000 

4.73418 

4.7323g 

■64, 3« 
171 ,o3 
•77,80 
•8.4,71 
•9'. 74 

391,40 

407,22 

4^3,34 

■5,82 

'16,12 

.6,44 

16, 76 
17,06 

55ooo 

56ooo 

Siooo 

5oooo 

59000 

60000 

4.74036 

4.77085 

4.77815 

. ’9S'9' 

206,21 

'213,64 

221,20 

228,89 

236,72 

473,59 

'&:æ 

526,67 

544.98 

563 ,62 

17,^  ■ 

>7.69 

18,01 

■ 8,3i 
• 8,64 
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5i4  TABLE  IX. — CAI.CUI.  nns  hauteuhs  au-i)Es.sus  de  la  Mi  n. 


SUITE  DE  L.\  TAHI.E  IX. 

AKCIKS 

de 

dupressioD. 

HAUTE  L' RS 

absolues. 

DirFÉR. 

ANGLES 

de 

di‘pre!»iun. 

Il  A r T R t’  R s 

absolue». 

Dirrén. 

o^5ooo 

o,5o5o 

O^SlOO 

o,5i5o 

o,5itoo 

mq"38 

î33,<)8 

a38,C5 

*33,35 

*40,09 

4,60 

4.67 

4.7° 

4.74 

4,80 

4.84 

4.88 
4,93 

4.9!) 

5,00 

5,o3 

^•7 

5,20 

5,i5 

5,3o 

5,34 

5,40 

5,43 

5.48 

5.54 

5.57 

5,6* 

5.67 

5.7' 

5,76 

5,éi 

5.85 

5.89 

o%5oo 
o,655o 
0,6600 
0 ,6(>  JO 
0,6700 

387“66 
3<,3,65 
3m, 68 

405,75 

411,88 

5.99  . 

6,o3 
6,07 
6,  i3 

6, 1 7 

6.22 
6,26 
6,32 

6.34 

6,4» 

6,46 

6,49 

6,5* 

6,59 

6,64 

6,67 

6,7* 

6.77 

6,8* 

6,85 

6,90 

6,95 
7,00 
7 ,o5 

,,i3 

7116 

7.23 
7,28 

o,5a5o 

o»53oo 

o,535o 

0|54oü 

0,5450 

a52,8») 

.lîiéî 

*67,54 

272,53 

0,6750 

0,6600 

o,(«5o 

0,6900 

o,(>95o 

4iH,o5 

4»4,»7 

430,53 

436,85 

443.19 

o,55oo 

o,555o 

o,5Goo 

o,565o 

0,5700 

*77,53 

282,56 

287,73 

292,90 

^98,10 

0,7000 
o,7o5o 
0,7100 
0 , 7 1 5o 
0,7200 

449.59 
456, o5 

êS 

475.65 

0,5750 

y o,58no 

o,585o 
0,5900 
0 , SgSo 

• 

3o3,35 

3o8,65 

3i3,iio 

319,09 

324,82 

0,7250 
0 , 7300 
0,7350 
0,7400 
0,7450 

488.96 
495,68 
$02,45 
509, *7 

0,6000 

o,Cc5o 

0,6100 

o,6i5o 

0,6200 

33o,3o 

335,64 

3.{|,4| 

347,03 

35*, 70 

0,7600 

0,7550 

0,7600 

0,7660 

0,7700 

5i6,ii 

5*3,0* 

5’9,97 

536,97 

544,0* 

o,6i5o 

o,63ûo 

o,635o 
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